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1 Nombres premiers
Exercice 1. Soient p et g des nombres premiers distincts.
(a) Quel est le cardinal de (Z/pqZ)* ? Combien y a-t-il d’éléments de (Z/pqZ)* égaux a leur inverse ?

(b) Montrer la congruence :

(pg —1)! _
(=Dl T(p—Digrt 1 4P
(méme méthode que pour le théoréme de Wilson: (p —1)! = —1 mod p).

Prewve : (a) D’apres le lemme chinois, on a (Z/pgZ)* ~ (Z/pZ)* x (Z/qZ)* de sorte que ce dernier est de
cardinal (p —1)(g—1). Les éléments x égaux & leur inverse sont ceux qui vérifient 22 = 1, i.e. ce sont ceux d’ordre
divisant 2, ce qui donne 4 éléments & savoir (1,41) soit z = £1, 21,72 avec z; = (—1)° mod p et z; = (—1)"!
mod ¢, pour 7 = 1, 2.

(b) On considere alors le produit de tous les éléments de (Z/pgZ)* soit le produit des pg — 1 premiers entiers

auxquels il faut enlever tous les multiples de p ainsi que tous les multiples de g. Les multiples de p (resp. ¢) sont
(pg—1)!

q—1)lp?=t(p—1)lgr=1-

en regroupant les nombres distincts de £1, z1, 22 avec leur inverse ce produit est égal & a = 1(—1)x122. Or par le

lemme chinois, on aa =1 mod p et a =1 mod g de sorte que a =1 mod pq, d’ou le résultat.

p,2p,---,(qg—1)p (resp. ¢,2q,--- ,(p—1)q), de sorte que le produit en question est 0 Par ailleurs

Exercice 2. Montrer l’existence d’une infinité de nombres premiers p tels que

(a) p=3 mod 4; (b)) p=1 mod 4 ;

(¢c)p=1 mod 2™; (d)p=5 mod 6;

(e) p=>5 mod 8; (f) p=1 mod 6;

(9) p=—1 mod 12; (h)p=—1 mod 10.
Indication: on cherchera a faire des lemmes du genre: si p divise a®> + gb® et p premier avec b, alors —q est un
carré modulo p et donc d’aprés la loi de réciprocité quadratique p est congru ¢ ? modulo q.

Preuve : Le schéma de démonstration sera toujours le méme: on raisonne par ’absurde en supposant la finitude
de ’ensemble considéré et on construit un entier N qui permet d’aboutir a une contradiction. On note n le plus
grand élément de I'’ensemble supposé fini. Toute la difficulté revient donc a construire N en fonction de n et de
I’ensemble considéré:

(a) N =n!—1; si p divise N alors p > n et donc p =1 mod 4 de sorte que N =1 mod 4 ce qui n’est pas.

(b) N = (n!)2+1; si p premier divise N alors —1 est un carré modulo p soit p = 1 mod 4 et donc par hypothese
p < n soit p divise n! et donc p|N — (n!)? = 1 d’ou la contradiction .

(c) si p divise a?" T 82" avec p premier avec a, alors § est d’ordre divisant 2™ et d’ordre distinct de gm—1.
il est donc d’ordre 2™. Or l'ordre de tout élément divise le cardinal du groupe soit p = 1 mod 2. Soit alors
N = (71!)2m_1 + 1; tout diviseur p premier de N est congru a 1mod2” et supérieur a n d’ou la contradiction.

(d) p=5 mod 6 est équivalent a p=1 mod 2 et p=2 mod 3 soit p > 2 et p=2 mod 3. Soit N =n!—1;
pour p premier divisant N, on a p > n et donc p =1 mod 3 de sorte que N =1 mod 3 ce qui n’est pas.

(e) N = 325272112 -..n% 4+ 22; N est visiblement impair. Soit alors p premier divisant N, p ne divise pas
4, de sorte que p = 1 mod 4, soit p = 1,5 mod 8. A nouveau p = 5 mod 8 est exclu car sinon p diviserait
4 =N —32...n2 On en déduit donc N =1 mod 8. Or si p est premier impair on a p = 1,3,5,7 mod 8 et on
vérifie aisément que p? est alors congru & 1 modulo 8 et donc N =5 mod 8, d’ou la contradiction.

(f) p=1 mod 6 est équivalent & p > 2 et p=1 mod 3. Or si p divise a® + 3b? et p premier avec b, alors —3
est un carré modulo p et donc (_73) =1= (—1)(”*1)(3*1)/4(%)(_71) = (§) et donc —3 est un carré modulo p si et
seulement si p = 1 mod 3. Soit alors N = 3(n!)? + 1; tout diviseur premier de N est alors congru & 1 modulo 3
et supérieur a n d’ou la contradiction.



(g) si p divise a? — 3b% et p premier avec b alors 3 est un carré modulo p. Or on a (%) = (g)(—l)(p*l)/2 et donc
3 est un carré modulo p dans les deux situations suivantes:

-5 = (-=1)P=1/2 =1 soit p=1 mod 3 et p=1 mod 4 soit p=1 mod 12;

-5 = (-1)P=D/2 = _1 s0it p= —1 mod 3 et p=—1 mod 4 soit p=—1 mod 12;

Soit alors N = 3(n!)* — 1; tout diviseur premier p de N est alors congru a +1 modulo 12 et supérieur a n de
sorte que par hypothese, p = 1 mod 12. On en déduit alors que N = 1 mod 12 ce qui n’est pas car N = —1
mod 12.

(h) pour p premier p = —1 mod 10 si et seulement si p = —1 mod 5. Or si p divise a® — 5b% avec p premier
avec b alors (%) =1= (&) et donc p = +1 mod 5. Soit alors N = 5(n!)? — 1; tout diviseur premier p de N est
strictement supérieur a n et congru a =1 mod 5. Par hypothese il est donc congru a 1 modulo 5 et donc N aussi
ce qui n’est pas.

Exercice 3. FEtude des premiers nombres de Fermat.
On pose pour tout n € N, F,, = 22" 4+ 1; F,, est par définition le n-iéme nombre de Fermat.

(a) Soit m € N\{0}. En utilisant la factorisation
XH (X + D)X x40
prouver que st 2™ + 1 est premier alors m est une puissance de 2.
(b) Calculer F,, pour n <4 et vérifiez qu’ils sont tous premiers.
(¢) Montrer que tout diviseur premier de Fy est de la forme 64k + 1.
(d) Montrer que Fy est divisible par 641 = 1+ 5.27 = 5 + 24,

(e) Montrer que pourn # m, F, et F,, sont premiers entre euz et en déduire l’existence d’une infinité de nombres
premaiers.

(f) Soit p = F,, premier; montrer qu’un élément de (Z/pZ)* est générateur si et seulement s’ il n'est pas un
carré. En utilisant la loi de réciprocité quadratique, montrer que 3,5,7 sont des générateurs de (Z/pZ)* pour
n > 2. En déduire alors le critére de Pépin : p = F,, est premier si et seulement si 3P~1/2 = —1 mod p.

Preuve :
(a) On écrit m sous la forme 2"k avec k impair. Si k > 1, on a alors I’égalité

2"+ 1= (2" ) +1=0" + 1)) -+ )

On obtient alors un diviseur propre 22" + 1 d’ou la contradiction, soit k = 1 et m est une puissance de 2.

(b) On trouve Fy = 3, F} = 5, F, = 17, F3 = 257 et Fy = 65537 et l'on vérifie aisément qu’ils sont tous
premiers.

(c) Soit p premier divisant F5, on a alors 22° = —1 dans Z/pZ et 28 est Pordre de 2 dans (Z/pZ)*. Or l'ordre
d’un élément divise le cardinal du groupe de sorte que 26 divise p — 1, d’ott le résultat.

(d) On vérifie que 641 est premier. Dans le corps Z/6417Z, on a 0 = 641 = 1 + 5.27 soit 27 = —571. Ainsi
Fy=232+1=(27)%2% 4+ 1 car 32 =7.4+4. D’on dans Z/641Z, on a F5 = (-5 1)4.24 + 1 = (2* + 5%)/5* = 0.

(e) Supposons n = m+r avec r > 0. On a 22" = (22")?" et dans Z/F},,Z, on a alors Fy, = (—1)2 +1 mod Fy;.
Ainsi le pged de Fy, et de F,, divise 2; or 2 ne divise pas F),, d’ou le résultat.

L’ensemble P des nombres premiers positifs contient la réunion disjointe [[,, F,, ot F,, est le sous-ensemble de
P des diviseurs premiers divisant Fy,; F, étant non vide pour tout n car F,, > 1, on en déduit que P est infini.

(f) Soit = un générateur de Z/pZ; s’il existe y tel que x = y? alors y est aussi un générateur mais alors y? serait
d’ordre (p—1)/2 et donc non générateur. Réciproquement si z n’est pas un résidu quadratique alors z(?~1/2 = —1
mod p et puisque 'ordre de x est une puissance de 2 alors cet ordre est exactement p — 1.

D’apres la loi de réciprocité quadratique, pour p # 3, 3 est résidu quadratique modulo p si et seulement si p est
résidu quadratique modulo 3; or p =2 mod 3 qui n’est pas résidu quadratique modulo 3. De méme pour p # 5,
5 est résidu quadratique modulo p si et seulement si p est résidu quadratique modulo 5; or p = 2" 41 =2



mod 5 et 2 n’est pas résidu quadratique modulo 5. De méme pour p # 3, 7 est résidu quadratique modulo p si et
seulement si p est résidu quadratique modulo 7; or p = 3,5 mod 7 qui ne sont pas résidus quadratiques.

Supposons la congruence vérifiée; 3?~! = 1 mod p, de sorte que I'ordre de 3 modulo p est exactement p — 1,
soit Z/pZ est un corps. Réciproquement supposons p # 3 premier, il suffit alors de montrer que 3 n’est pas un
résidu quadratique modulo p; or p = 2 mod 3 qui n’est pas résidu quadratique modulo 3 et donc 3 n’est pas résidu
quadratique modulo p.

Exercice 4. Le but de cet exercice est d’étudier les nombres de Mersenne M, = 2P — 1 pour p premier. On veut
en particulier montrer le test de primalité de Lucas-Lehmer: M, est premier (q > 3 premier) si et seulement
si(24+v3)2 " = -1 mod M,.

(i) Montrez que si a" — 1 est premier alors a =2 et n est premier.
(1) Montrez que 'anneau A = Z[\/3] est euclidien et caractérisez les unités.

(i) Remarquez que pour q impair, 29 — 1 = 7 mod 12 et en déduire qu’il existe un premier p % +1 mod 12
divisant 29 — 1 et remarquer que p reste irréductible dans Z[\/g} Montrez que si My vérifie la congruence
ci-dessus, alors p = M,.

(iv) En utilisant la loi de réciprocité quadratique, montrez que 3 est un résidu quadratique modulo p # 2,3 si et
seulement st p = £1 mod 12. Pour p > 3 premier non congru a =1 modulo 12, montrez le petit théoreme
de Fermat suivant dans Z[v/3]: (z +yv/3)? = x — yv/3 mod p.

On suppose désormais My premier. En remarquant que 2 est un carré modulo Mg, on définit dans Z[\/g]/(Mq :
T= % etT = % A partir des relations 72 = 24++/3 et 77 = —1, en déduire la congruence de I’énoncé.

(v) Montrez le test de primalité suivant sur My pour ¢ > 3 premier: soit (L;)i>o la suite de Lucas-Lehmer définie
par Lo =4 et Liy1 = L% —2 mod My, alors My est premier si et seulement si Lq_2 =0 mod M,.

Preuve : (i) On a la factorisation a?? — 1 = (a? — 1)(aP@~ Y 4 ... 4 aP + 1) de sorte que si M,, irréductible alors
a = 2 et n premier.

(ii) On considere le sthasme v : x + yv/3 — |22 — 3y?|, soit la valeur absolue de la norme N. Soient alors
a, €€ Z[\/g]; a/f=r+ sv/3 avec r,s € Q que 'on approxime par des entiers x,y avec une erreur inférieure &
1/2: |z —r| < 1/2et |y—s| < 1/2. On obtient alors —3/4 < (r—z)2—3(s—y)? < 1/4 soit v(a/B— (z+yv/3)) < 3/4
et donc v(a — B(z +yv/3)) < v(B).

Si z € Z[V3] est inversible alors N(zz7!) = N(2)N(z71) et donc N(z) € Z* = {£1}. Réciproquement si
N(x+ y\/g) =e= =1 alors ez — yV/3) est son inverse. En particulier 2 + v/3 est inversible d’inverse 2 — v/3. On
remarquera par ailleurs que a? — 3b% est un carré modulo 3 de sorte qu’il ne peut pas étre congru & —1 modulo 3.
Ainsi a + bv/3est inversible si et seulement si a? — 302 = 1.

Remarque: 11 s’agit d’une équation de Pell-Fermat que ’on étudiera dans la feuille 4.

(iii) On a 29 — 1 =7 mod 12 si et seulement si il est congru a 1 modulo 3 et —1 modulo 4. Modulo 3, on a
21—-1=(-1)2—1=-2=1 mod 3; modulo 4 pour ¢ > 2,27 —1=—-1 mod 4.

Remarquons que 2 et 3 ne divise pas M, pour ¢ impair, de sorte que si p divise M, alors p = £1,£5 mod 12;

tous les diviseurs p de M, ne peuvent pas étre congrus a £1 mod 12 car sinon il en serait de méme de M,.
Soit donc p premier divisant M, avec p # +1 mod 12 et montrons que p reste irréductible dans Z[V/3]. On
raisonne par I'absurde: p = af3 soit p> = N(a)N(B) et p = =N (a) car 8 n’est pas inversible. On en déduit alors
p = +(2? — 3y?); or comme 22 — 3y? est un nombre premier distinct de +2, 3, on a alors 22 — 3y?> =1 mod 3 et
22 —3y> =1 mod 4 soit p = £1 mod 12 ce qui n’est pas.
Remarque: Une autre fagon de voir le résultat est la suivante: p est irréductible si et seulement si Z[v/3]/(p) est un
corps. Or cet anneau est isomorphe & Z/pZ[X]/(X? — 3): c’est un corps si et seulement si X2 — 3 est irréductible
ce qui revient a dire qu’il n’a pas de racines; autrement dit p est irréductible si et seulement si 3 n’est pas un carré
modulo p, i.e. si et seulement si p # =1 mod 12.

Supposons que (2 + \/3)2(1_1 = —1 mod My, on va alors montrer que p = M,. Comme Z[\/g] est principal, et
p est irréductible, alors le quotient (Z[v/3]/(p))* est un corps de cardinal p2. La congruence (2 + v/3)%" ' = —1
mod M, montre alors que l'ordre de 2 + /3 est d’ordre 2¢ dans (Z[v/3]/(p))*; donc 2¢ divise p?> — 1. On écrit



M, = pa, soit p? =1 mod M, et ap = —1 mod 27 soit ap = —p? mod 2¢. Comme p est inversible modulo 29, on
obtient a +p =0 mod 29, or ap < 29 < a+psoit (a—1)p<a—1soit a=1et p= DM,

(iii) La loi de réciprocité quadratique donne (;3;)(§> = (—=1)?=1/2; donc 3 est résidu quadratique modulo p si
et seulement si (5) = (—1)P~Y/2. Le seul carré modulo 3 autre que 0 est 1, soit p=1 mod 3 et p=1 mod 4 ou
bien p =2 mod 3 et p =3 mod 4, soit en définitive p = £1 mod 12.

Par hypothese 3 n’est pas un carré modulo p et par conséquent V3 = 3-1/2\/3 = /3 mod p et donc
(x +yv3)P =z — yv/3 mod p. On considere les éléments 7,7 de I’énoncé; 77 = 7 soit 77T = —1 ce qui donne la
congruence de 1’énoncé (72)Pt1/2 = —1 mod p car 72 = 2 + /3.

(iv) En posant a = 2+ V3 et @ =2—1+/3, en remarquant que a@ = 1, on montre aisément par récurrence que
L;, = a? + in; la congruence L; =0 mod n est ainsi équivalente a a2 = -1 mod n, d’ou le résultat.

Exercice 5. Un entier n € N* est dit pseudo-premier de base b si "~ =1 mod n.
(a) Montrez que n = 105 = 3.5.7 est pseudo-premier de base 13 mais qu’il ne l’est pas de base 2.

(b) Le petit théoréme de Fermat dit qu’un nombre premier p est pseudo-premier de base b pour tout b premier a
p. Réciproquement un nombre n est dit de Carmichael s’il est pseudo-premier de base b pour tout b premier
avec n, sans étre premier. Montrez que n = 561 = 3.11.17 est un nombre de Carmichael.

(c) Un entier n = 14 2Fq impair, q impair, est dit fortement pseudo-premier de base b si l'une des conditions
suivantes est vérifiée: '
b*=1 modn J0<j<k b¥9=-1 modn

(i) Montrez que sin est premier alors il est fortement pseudo-premier de base b pour tout 1 <b < n et qui
st n est fortement pseudo-premier de base b alors il est pseudo-premier de base b.

(ii) Montrez que n = 561 n’est pas fortement pseudo-premier de base 2.

(iii) Pour n impair soit
B, ={x € (Z/nZ)* | n est fortement pseudo-premier de base x}.
|Bn|

On veut montrez le théoréme de Rabin: si n est non premier alors Wz) < 1/4 sauf pour n = 9. Sous

une autre forme, si |Bp| > ¢(n)/4 alors n est premier.
(o) Considérons py =3 mod 4 premier tel que pay = 2p1—1 soit premier (exemple p1 = 40039, 41011,42727)
Montrez alors que pour n = p1pa, on a 4|By,| = ¢(n).
B3) Soit n = p---p la décomposition en facteurs premiers de n = 1+ 2Fq, q impair; on écrit
1 T
pi =1+ 2Fiq; avec q; impair et ky < --- < k,. Montrez alors que

k1—1
|Bn| = (¢, q1) - (¢, ¢-)(1 + Z 277)

2k17 1
5 2" —1

2k1r

| Bn|

En déduire que 30n) < K, avec K = HZ 1 qaql)l En outre si tous les k; ne sont pas tous

égauz, on peut améliorer l'inégalité précédente d’ un facteur 2.
(v) Montrez le résultat dans le cas ou n est une puissance d’un nombre premier, puis traitez le cas
général.
Remarque: Ainsi si n est fortement pseudo-premier dans m bases tirées au hasard, on peut présumer,
avec une probabilité d’erreur inférieure a 1/4™, qu’il est premier.

Preuve : (a) On a 1319 = (13%)52 = 1 mod 3, 13!% = (13%)26 =1 mod 5 et 1319 = (13%)17 x 132 =1 mod 7,
de sorte que d’apres le lemme chinois on a 1319 =1 mod 105.
En revanche on a 2194 = (26)17 x 22 =4 mod 7.

(b) 11 suffit de remarquer que 560 est multiple de 2, 10,15 et par suite 270 = 1 dans (Z/37Z)* ~ Z/27Z, dans
(Z/1172)* ~ Z/10Z et dans (Z/17Z)* ~ Z/16Z et donc dans (Z/561Z)* d’apres le lemme chinois.



(c) (i) Si n est premier alors »2"4 =1 mod n et soit donc 0 < i < k le plus petit entier tel que b*'1 =1 mod n.
Sit=0,onab?=1 modn etsii>0 alors b2 ' = -1 mod n car dans un corps z? =1 entraine z = +1.
Si n est fortement premier de base b, il existe 0 < i < k tel que ' =1 mod n; or 2q divise n — 1 de sorte que
"~ 1=1 mod n.

(ii) On a vu que n = 561 est pseudo-premier de base 2 mais il n’est pas fortement pseudo-premier de base 2;
en effet n — 1= 2435 et 2352° = 1 mod 561 mais 23°2° = 67 mod 561.

(iii) () On écrit p; = 1 + 2¢y et po = 1 + 4q; avec ¢ impair; n — 1 = 2¢1(3 + 4q1) = 2¥q, soit k = 1 et
g = q1(3+ 4q1). L’ensemble B,, est la réunion disjointe de

P={z € (Z/nZ)* [a"=1}  Qu={re (Z/nD)* |a?=-1}

Le théoreme chinois donne avec des notations évidentes |P,| = |Pp, || Pp,| €t |Qp, ||Qp,|. Or comme (Z/p1Z)*
cyclique d’ordre p1 — 1, on a | Py, | = (¢,p1 — 1) = (¢,2¢1) = (¢, q1) = ¢1. On calcule de méme les autres cardinaux
et on obtient |B,| = 2¢% et ¢(n) = 8¢} d’ot le résultat.

(B) L’ensemble B,, est la réunion disjointe de P, = {z € (Z/nZ)* | 2?7 = 1} et des Qn(j) = {z €
(Z/nZ)* | 1= —1} pour 0 < j < k.
- calcul de |Py,|: le théoréme chinois donne P, ~ [[;_, Poi avec |Pp?¢| = (¢, %)) = (¢, ¢i)-
- cacul de |@Qn(j)]: a nouveau le théoréme chinois nous rameéne a calculer le cardinal de Qp;li (7): or ce dernier

w@‘”)

ensemble est non nul si et seulement si (—1) @ 9¥®i") =1 ce qui est équivalent & Wﬁ»’“jﬁfq,qn car (27¢,¢(p)) =

Qi“f(j’ki)(q, qi); en effet comme p; divise n, et que n est premier avec n — 1 = 2k alors p; est premier avec n — 1.
Ainsi Qe (j) est non vide si et seulement si j < k; et dans ce cas son cardinal est 27(q, ¢;). Finalement si j > k;

alors Q,,(7) est vide et si j < k1 alors |Qn(4)| = 27" (¢, q1) - - - (¢, ¢-). En outre comme p; = 1 mod 2% alors n = 1
mod 2%! soit ky < k. Ainsi on obtient

Yo Q)= Y 1Qald) !—Hrqqz > o

0<j<k 0<j<ki 0<j<ki

d’ou le résultat en y ajoutant le calcul du cardinal de P,.

exemple: pour n = 561, on obtient |Bsg1| = 10 de sorte qu’outre +1, il ne reste plus que 8 entiers qui font croire
que 561 est premier et le rapport ‘E(gg’gll') = 1/32 est relativement faible.

On obtient ainsi

P(n) — 2Ftoth

si 'on minore k; + - - - + k, par rk1, on obtient I'inégalité demandée; si en outre tous les k; ne sont pas égaux k1,
on peut minorer ki + - - - + k, par rk; + 1.

’Bn‘ _ 1+ 2r—1

() Dans le cas ot n = p®, on obtient alors lﬁng (¢, q1)/q1 <1/p{*™ ! ce qui donne si p; > 5, | < 1/5 et
si p1 = 3, “‘?"' < 1/9 sauf pour @ = 2, i.e. n =9 auquel cas By = {1, -1} et (9) = 6 soit lﬁf’)' = 1/3
ok1r_q
2T —1

Dans le cas général, le rapport qui intervient dans la majoration, est décroissant en k1; on peut donc

2rk1
le remplacer par 1/2"~1, soit

Si I'un des «; est supérieur ou égal & 2, alors [, r < 1/3 et donc |

=1 pa
que tous les o; sont égaux a 1:

cas v > 3: I'inégalité qﬁzg < 1/4 est alors immédiate et 1’égalité est obtenue pour r = 3,k; = ko = k3 = 1 et ¢;lq

autrement dit si la décomposition primaire de n est (1 4 2¢1)(1 + 2¢2)(1 + 2¢3).

cas r =2 et k1 < ko d’apres ce qui précede on a la majoration L("; <53 & 3 1 (qq‘jl < 1/4, I'égalité étant obtenue

si et seulement si k1 = 1,ko = k1 + 1 = 2, q1 et ¢o divisent ¢ soit ¢ = ¢2 et la décomposition primaire de n est
(14 2q1)(1 +4q1), ce qui est le cas étudié plus haut.



cas v = 2 et k1 = ko on a la majoration Jﬁ;;g < %H?:l (q(fi). Or q1 et g2 ne peuvent pas tous deux diviser ¢; en
effet on a

n—1=2"g=pips—1=1+2"q)1+2"q)-1=2"(q +q)+2%qqe
et si q1]|q (resp. g2|q) entraine qi1|q2 (resp. g2|q1) soit g1 = g2 puis p1 = p2 ce qui n’est pas. On en déduit alors

(9,95 . i+ |Bnl
e < 1/3 pour i = 1 ou 2 soit o0 < 1/6.

2 Corps finis

Exercice 1. Montrer les isomorphismes suivant et donner un générateur du groupe des inversibles des corps en
question :

(i) Fy =~ Fo[X]/(X?+ X +1) ;
(i) Fg ~Fo[X]/( X3+ X +1) ;

(iii) F1g ~ Fo[X]/(X* + X + 1) ; donner dans cet isomorphisme limage de Fy C Fig et en déduire Fig ~
FolX,Y]/(Y?+Y +1,X*+ X +7Y).

(iv) Fg ~ F3[X]/(X?+ X —1).

Preuve : (i) On vérifie rapidement que X? + X 4 1 n’a pas de racines dans Fo, étant de degré 2 il y est alors
irréductible de sorte que F[X]/(X? + X + 1) est un corps, une extension de degré 2 de Fy et donc isomorphe &
F4 qui par convention est le corps de cardinal 4 contenu dans une cloture algébrique Fy de Fy fixée une fois pour
toute. Comme F} ~ Z/3Z, tout élément autre que 0,1 est un générateur de F}, soit X et X + 1.

(ii) De méme, on vérifie que X2 + X + 1 n’a pas de racines dans Fo; étant de degré 3 il est alors irréductible
sur Fy de sorte que Fo[X]/(X3 + X + 1) est un corps de cardinal 8 et donc isomorphe & Fg. Comme Fy ~ Z/7Z
tout élément autre que 0,1 est un générateur du groupe des inversibles, par exemple X.

(iii) Encore une fois X*+X +1 n’a pas de racines sur o mais cela ne suffit pas pour conclure & son irréductibilité;
il nous faut montrer que X% + X + 1 n’a pas de racines dans F4. Soit donc = € F; n’appartenant pas & Fo; on a
alors 23 =1 de sorte que 2* + 2 +1=2+x+1=1+#0. Ainsi X* + X + 1 n’a pas de racines dans les extensions
de degré < 4/2 de Fy et est donc irréductible sur Fy de sorte que Fo[X]/(X*+ X + 1) est un corps de cardinal 16
qui est donc isomorphe a Fyg.

Pour savoir si X est un générateur du groupe multiplicatif, il suffit de vérifier qu’il n’est pas d’ordre 3 ou 5.
Or dans la base 1, X, X2, X3, X3 —1#0et X° —1=X24+ X +1#0.

On cherche les éléments de Fy autres que 0,1, i.e. des éléments d’ordre 3. Un candidat naturel est X° =
X2+ X =:x,onaalors x> = X*+X2%2et x>+ x+1=0cet x3 =1 de sorte que le sous ensemble {0, x, x?, ¥} de
[F16 correspond au sous-corps Fy. En outre X2 + xX + 1 n’a pas de racines dans F[x] et il y est donc irréductible
de sorte que Fig ~ Fo[X,Y]/(Y2+Y +1, X2+ Y X +1).

(iv) A nouveau X2+ X — 1 n’a pas de racines dans F3, il y est donc irréductible et Fg ~ F3[X]/(X2 + X —1).
En outre F§ ~ Z/8Z de sorte qu’il y a 1(8) = 4 générateurs et donc 4 non générateurs. On a X4 = (X —1)? =
X2 -2X +1=-3X+2=—1et X est un générateur de Fy .

Exercice 2. On dira d’une extension de corps k C k qu’elle est une cléture algébrique si:

(a) tout élément x € k est algébrique sur k, i.e. il existe une polynéme P € k[X] tel que p(x) = 0;

(b) tout polynéme P € k[X] est totalement décomposé dans k.

Pour tout n divisant n' on fize une injection Fpn C Fpn/. Montrez alors que Fp, := |, Fyn est une cloture
algébrique de Fp,.

Preuve : Evidemment Uévzl Fpm = Fpa de sorte que k = U2, F,n est une réunion croissante de corps et est
donc un corps; en effet pour z,y € k, il existe n tels que z,y € Fjn et x + y, zy sont définis dans F . Il est en
outre immédiat que k est algébrique sur F), car tout = € k est un élément d’un F,. pour n assez grand. Il reste
alors & voir que k est algébriquement clos; soit donc P(X) € k(X) irréductible et soit F,m une extension contenant

les coefficients de P et soit L un corps de rupture de P dans I_Fp sur [Fpm; L est alors une extension finie de Fpm et



est donc égale a un certain Fjr et donc inclus dans F,» C k. Ainsi tout polynéme irréductible sur k est de degré
1 soit k algébriquement clos.

Remarque: En général il est pratique de fixer une cléture algébrique IF‘p et de noter pour tout n, F,» le corps de
décomposition dans I_Fp du polynéme XP" — X,

Exercice 3. (i) Donner tous les polynomes irréductibles de degré inférieur a 4 sur Fa.
(ii) Quelle est la factorisation sur Fy d’un polynéme de Fo|X] irréductible de degré 47
(iii) Déduire des questions précédentes, le nombre de polynomes irréductibles de degré 2 sur Fy.
(iv) Expliciter les polynomes irréductibles de degré 2 sur Fy.

Preuve : (i) Les polynomes irréductibles de degré 1 sont X et X — 1; ceux de degré 2 sont tels que X* — X =
X (X —1)P ce qui donne X2+ X +1. Pour ceux de degré 3, on a X®— X = X(X —1)P, P, et on trouve X+ X +1
et X3 + X2 4 1. Enfin pour ceux de degré 4, on a X'6 — X = (X* — X)Q1Q2Q3 et on trouve X* + X + 1,
X4+ X34+ X2+ X +1et X*+ X34 1. En effet ceux-ci sont irréductibles car un élément j de F4 qui n’est pas
dans Fy vérifie j2 = 1 de sorte qu’il ne peut étre racine des polynémes en question.

(ii) Tout polynéme de Fy[X] de degré 4, irréductible sur Fa, possede une racine dans Fos qui est une extension
de degré 2 de Fy4; on en déduit donc que sur Fy il se factorise en un produit de 2 polynomes irréductibles de degré
2.

(iii) Les 3 polynomes de degré 4, irréductibles dans Fa[X] fournissent 6 polynomes de F4[X] irréductibles de
degré 2; ceux-ci sont distincts deux a deux car les 3 polyndémes de degré 4 du départ sont premiers deux a deux
dans Fy et donc dans Fy.

Par ailleurs étant donné un polynoéme de F4[X] irréductible de degré 2, en le multipliant par son conjugué par
I'unique élément non trivial du groupe de Galois de Fy : Fo, qui échange j et j2 avec les notations précédentes, on
obtient un polynome de degré 4 a coeflicient dans [Fo, car les coefficients sont invariants par le groupe de Galois,
et irréductible.

(iv) On note 0, 1, 7, j2 les éléments de Fy avec 1+j+52 = 0. Les polynomes de degré 1 sont X, X —1, X —j, X —52
de produit X*— X. En ce qui concerne le degré 2, X*+ X +1, X4+ X34+ X2+ X +1 et X*+ X341 doivent s’écrire
comme le produit de 2 polynéme irréductible de degré sur Fy. On trouve alors X4+ X +1 = (X2 4+ X + j)(X? +
X4, X4+ X341 = (X2 4 X+ )(X2+ 72X+ ) et XA+ X3+ X2+ X +1 = (X2 4+ X +1D)(X2+ 52X +1).

Exercice 4. Polynomes irréductibles sur F,. soient A(n,q) U'ensemble des polynomes irréductibles unitaires de
degré n sur F, et I(n,q) le cardinal de cet ensemble.

(a) Montrer que si d|n alors si P € A(d,q) on a P qui divise X9 — X.
(b) Montrer que si P € A(d,n) divise X" — X alors d divise n.

(c) En déduire la formule
> dI(d,q) =q",
dln

puis en appliquant la formule d’inversion de Moebius

In,0) = 3" w5

dln

(d) Montrer que pour tout n > 1, I(n,q) > 1 et trouver un équivalent de I(n,q) quand n tend vers +oc.

Preuve : (a) Soit d divisant n et P € A(d,q). Soit alors K = Fy[z] un corps de rupture de P sur Fy; on a
[K :Fy] =det K~ ot F est le corps de décomposition de X ¢’ _ X dans une cloture algébrique F, fixée une

fois pour toute. Comme Fq est 'ensemble des racines de X ¢ X ,0on a 29" = 7 et comme d divise n alors z est
racine de X" — X. Or I'ensemble des polynomes Q de Fy[X] tels que Q(x) = 0 est 1'idéal de F,[X] engendré par
le polynéme irréductible P(X) de sorte que P divise X9" — X.

(b) Soit P un facteur irréductible de X" — X de degré d. Soit alors x € F, une racine de P qui est aussi une
racine de X?" — X et donc v € Fyn et K = F,[x] est un sous-corps de Fyn de degré d. Le théoréme de la base
télescopique on a n = [Fgn : Fy] = [Fyn : K|[K : ] soit donc d divise n.



(c) Les racines de X 7" — X sont simples de sorte que les facteurs irréductibles de X" — X sont de multiplicité
1. D’apres ce qui précede on a donc X" — X = g Hpeaq P soit ¢ =>4, dI(d, q). La formule d’inversion
de Moebius donne alors I(n,q) = + w(®)g?. ont u est la fonction de Moebius.
n din d
(d) On pose nl(n,q) = ¢" + ay, avec |a,| < Egl:/f] q* < ¢"?/(q¢ — 1) qui est donc négligeable devant ¢ d’ott
Péquivalent I(n,q) ~ %. En outre on a facilement r,, < ¢" et donc I(n,q) > 0 et donc I(n,q) > 1 de sorte qu’il
existe des polynomes irréductibles de tout degré sur F,.

Exercice 5. (1) Le nombre 2 est-il un carré dans F5? Montrer que X2 + X + 1 est irréductible sur Fs.
(2) Soit P(X) € F5[X] un polynéme unitaire irréductible de degré deuz . Montrer que le quotient

F5[X]
(P(X))

est isomorphe au corps Fos et que P a deuz racines dans Fos.

(8) On note o une racine de X% 4+ X 41 dans Fos. Montrer que tout 3 € Fos peut s’écrire aac + b avec a et b
dans F's.

(4) Soit P = X° — X +1. Montrer que pour tout 3 € Fas, on a P(B) # 0. En déduire que P est irréductible sur
Fs5. P est-il irréductible sur Q7

Preuve :
(1) On écrit la table des carrés de Fs, soit

z][01 2 -2 -1

220 1 -1 -1 1

et on remarque que 2 n’est pas un carré dans Fs.

On vérifie rapidement que pour P(z) := X2+ X + 1, P(0), P(£1) et P(42) ne sont pas nuls de sorte que P
n’a pas de racine dans F5, étant de degré 2 il y est donc irréductible.

(3) Le corps F5[X]/(P(X)) est de cardinal 25 et donc isomorphe a Fos qui est un corps de décomposition de
X?25 — X. Par ailleurs la classe x de X dans F5[X]/(P(X)) vérifie P(z) = 0 de sorte que = est une racine de P
qui étant de degré 2, y est alors totalement décomposé. On en déduit alors que P admet deux racines dans Fos.

(3) Un isomorphisme f : F5[X]/(X? 4+ X + 1) ~ Fy5 étant fixée, 'image a € Fo5 de X par f vérifie alors
a? 4+ a+1=0 et est donc une racine de X? + X + 1. Le sous-espace vectoriel sur F5 de Fo5 engendré par 1 et o
est de dimension 2 car « ¢ 5 et est donc égal a o5 de sorte que tout élément § € Fao5 s’écrit sous la forme aa + b
avec a,b € 5.

(4) On vérifie rapidement que P n’a pas de racine dans F5. Soit alors 8 = aa + b € Fas; on a 3° =
a’a® + b =aa® +b. Oronaa?®=—-a—1soita* =a’?+20+1=aetdonca® =a?=—a—1. Ainsi
B —pB+1=a(-a—a)+(b—b—a+1) # 0 car a ¢ F5 soit P n’a pas de racine dans Fa5 de sorte qu’il est
irréductible sur Fs.

Par ailleurs, P en tant que polynome de Z[X| unitaire, y est irréductible. En effet une factorisation P = QR
dans Z[X] induit par réduction modulo 5 une factorisation P = QR dans F5[X]. Comme P est unitaire, Q et R
le sont aussi, de sorte que deg @ = deg Q et deg R = deg R; P étant irréductible, on en déduit que Q, ou R, est un
polynome constant donc, étant unitaire, égal & 1 et donc @, ou R, est le polyndome constant égal & 1. Ainsi P est
irréductible sur Z et donc irréductible sur Q d’apres le lemme de Gauss.

Exercice 6. On considére le polynéome Q(X) = X° — X + 1 sur Fs.
(a) Montrer que le polynome Q n’a pas de racines dans F3,Fg.
F3[X]

(b) Montrer que Fo7 ~ XD

(c) Montrer que toute racine o € Foy du polynéme X3 — X — 1 est une racine du polynéme Q.



(d) Déterminer toutes le racines de QQ dans Fory.
(e) Factoriser le polynome Q sur le corps Fs.

Preuve : (a) on vérifie rapidement que @ n’a pas de racine dans F3. On cherche alors ses racines dans Fg. Pour
a € Fy, on a a” = a de sorte que a® —a + 1 =1 et donc Q n’a pas de racine dans Fy.

(b) Afin de calculer dans Fa7, on commence par le décrire concrétement: on vérifie aisément que X3 — X — 1
n’a pas de racines dans F3 et est donc irréductible sur F3 et Fo7 ~ F3[X]/(X3 — X —1).

(c) Soit alors o € Fa7 tel que a® = a+1. Onaalors o =a®+1=a +2 = a — 1 et donc finalement o est
une racine de @ dans Fy7 de sorte que Q possede un facteur irréductible de degré 3 sur F3, a savoir X3 — X — 1,
soit X9 - X 4+1=(X3-X-1)(X+ X+ X34+ X2-X 1)

(d) Cherchons de maniére générale toutes les racines dans Fa7; un élément quelconque s’écrit sous la forme
x = aa’® 4 ba + ¢ avec a,b,c € F3. On a alors 27 = aa'® +ba” + c avec o = o — 1 et donc a'® = a? + o+ 1 de
sorte que z° —x+1=aa+a—b+1ce qui imposea =0et b=1soit z =a,a+ 1, — 1.

(e) On en déduit alors que X® + X% + X3 4+ X2 — X — 1 n’a pas de racines dans Fa7; comme il n’en avait pas
non plus dans Fg, il est donc irréductible.

Exercice 7. A quelle condition un polynome P a coefficients dans F,, de degré n est-il irréductible sur Fpm ¢ Dans
le cas ou P est irréductible sur Fp,, on donnera des précisions sur les degrés des facteurs irréductibles de P sur
Fpm. En particulier pour n = 5, donner m minimal tel que tout polynome de degré 5 a coefficients dans F, soit
totalement décomposé (resp. posséde une racine) sur Fpm.

Preuve : Si P est réductible sur [Fp, il I'est sur toute extension F,=. Supposons donc P irréductible sur [, de
sorte que toutes les racines de P, vues dans IF‘p, sont dans Fy» et aucune n’appartient a un sous-corps strict. On
regarde alors P comme un polynéme dans F,=[X] dont on se demande s’il est encore irréductible. Il faut regarder
sil possede ou non des racines dans Fpm- pour r < n/2 et donc si Fpn C Fpmr, soit n divise mr ce qui est possible
si et seulement si n et m ne sont pas premiers entre eux. En outre en notant d = n A m, les facteurs irréductibles
sont alors de degré r un multiple de n/d.

Pour n = 5, la décomposition en facteur irréductible donne en prenant les degrés les décompositions suivantes
deb:5=44+1=34+2=34141=24241=2+14141=1+14+14141. Si on veut étre sur d’avoir
toutes les racines (resp. au moins une racine) il faut donc se placer dans Fpeo (resp. Fj0) avec 60 = 5.4.3 (resp.
10+ 5.2).

Exercice 8. Théorie de Galois des corps finis et version faible du théoréme de Dirichlet: Soit p un nombre premier
et n un entier premier avec p. On pose ¢ = p".

(1) Décrire le groupe de Galois de lextension Fyn : Fy et expliciter la théorie de Galois, i.e. montrer que
Uapplication qui a un sous-groupe H de gal(Fgn /Fy) associe le sous-corps de Fyn des éléments fizés par tous
les éléments de H, est une bijection entre les sous-groupes du groupe de Galois et les extensions intermédiaires
F, C K CFyn.

(2) Soit L = Decp, (X" — 1). Montrer que Gal(L/F,) est isomorphe au sous-groupe de Z/nZ engendré par
ltmage de p. Montrer que le n-iéme polynéme cyclotomique ®,(X) se décompose sur F), en un produit de
o(n)/k facteurs irréductibles distincts, tous de degré k. Quel est cet entier k? En déduire une version faible
du théoréeme de progression arithmétique, i.e. :
pour tout entier n il existe une infinité de nombres premiers p congrus a 1 modulo n.

Preuve : (1) On considére le morphisme de Frobenius
Fro:z€Fpn— a9 €Fypn

dont on vérifie aisément que c’est un morphisme de corps car Fry(z+vy) = (z+y)? = 29+ y? et Fry(zy) = 29y9, qui
laisse le corps [Fy invariant car pour tout x € F, on a 29 = x. En outre il est immédiat que le groupe engendré par
Fr, est d’ordre n de sorte que Gal(Fyn/F,) est de cardinal supérieur ou égal & n. Pour montrer 'inégalité inverse,
soit x un générateur de i et soit u, son polynéme minimal unitaire sur Fy; on a alors Fyn o~ Fy[X]/(py (X)) de



sorte que fi, est irréductible de degré n. Ainsi tout élément o € Gal(Fyn /F) est déterminée par o(x) qui doit étre
une racine de p, ce qui donne au plus n choix. On en déduit ainsi Gal(Fgn /Fy) =< Frq >~ Z/nZ.
Un sous-groupe H de Z/nZ est de la forme Z/rZ pour r un diviseur de n, un générateur étant n/r. On consideére

/

alors le sous-groupe de Gal(Fn/F,) engendré par Fry’"; le sous-corps fixé est alors I'ensemble des éléments z de

Fyn tels que 2" = 1z ce qui correspond au corps F n/r C Fgn. D’apres l'exercice précédent, 'application de la
théorie de Galois est bien une bijection.

(2) Le corps L est isomorphe a [F,;» pour un certain r et Gal(L/F,) ~ Z/rZ engendré par Fr,. En outre on a
L =T,[x] pour x € L une racine primitive n-ieme de 'unité. Ainsi un élément o € Gal(L/F,) est déterminé par
o(x) qui doit étre une racine primitive n-ieme de I'unité et donc de la forme x* pour k € (Z/nZ)*. On obtient
ainsi une application injective naturelle

o € Gal(L/F,) — k € (Z/nZ)*

I'image étant le groupe engendré par la classe de p. Ainsi r est 'ordre de p dans (Z/nZ)*.
Soit @, (X) = P, --- Ps la décomposition en irréductibles de la réduction modulo p de ®,,. Soit x une racine

de Py de sorte que L = Fp[x] et donc P; est le polynéme minimal de x sur F,, et donc deg Py = [L : F,]. En

_ o)
[L:Fp)

conclusion tous les P; sont de méme degré [L : F)] et donc s
dans (Z/nZ)*.

Ainsi p =1 mod n est équivalent & demander que ®,, est totalement décomposé sur F), ce qui on vient de le
voir, est équivalent 4 demander que ®,, a une racine dans F,. Soit donc p premier divisant ®,(N!) =1 mod N!
soit p > N et p=1 mod n car ®,, a pour racine N!. On vient donc de montrer une version faible du théoreme de
progression arithmétique dont 1’énoncé fort est que pour tout a premier avec n, il existe une infinité de premiers
congrus a a modulo n, ceux-ci se répartissant de maniére uniforme en un sens que ’on ne précise pas ici, sur les
a€ (Z/nZ)*.

ou I'on rappelle que [L : [F,] est 'ordre de p

Exercice 9. (i) Montrer que X*+1 est irréductible sur Z et réductible modulo tout nombre premier p. (Indication :
montrer que pour tout nombre premier impair p, le polynome X* +1 a une racine dans le corps Fpe.

(ii) Soit n un entier ne s’écrivant pas sous la forme p* ou 2p® avec p premier impair. On sait que le n-iéme
polynome cyclotomique 1, est irréductible sur Z. Montrer en utilisant la question (ii) de ’exercice sur la théorie
de Galois des corps finis, que v, est réductible modulo tout nombre premier.

Preuve : (i) Le polynéme X 4 41 est le huitieme polynéme cyclotomique ®g qui est irréductible. On peut aussi
le voir directement en considérant ®g(X + 1) qui est un polynéme d’Eisenstein pour 2.

Modulo 2, on a X* +1 = (X + 1)* et pour p # 2, IF;Q est cyclique d’ordre p? — 1 qui est divisible par 8. Soit
alors x € F%, d’ordre 8, on a x® = (24)2 = 1 et 2* # 1 soit 2* = —1 de sorte que ®g a une racine dans [F,2 et donc
®g est réductible modulo p.

(ii) Avec les hypotheses de I’énoncé (Z/nZ)* n’est pas cyclique. D’apres loc. cit., la réduction modulo p de ¢,
est un produit de polynémes irréductibles qui ont tous le méme degré a savoir l'ordre de p dans (Z/nZ)*. Ainsi
¥y, est irréductible modulo p si et seulement si p engendre (Z/nZ)* ce qui ne se peut pas si ce dernier groupe n’est
pas cyclique.

Remarque: On a ainsi une famille d’exemples de polynomes irréductibles sur Z et réductible modulo tout premier
p.

Exercice 10. Soit P(X) = X* — 10X3 +21X2% — 10X + 11
(a) Décomposer P en facteurs irréductibles modulo 2,3,5.
(b) Montrer que P est irréductible sur Q.

Preuve : modulo?2,ona P = X*+X2+1 = (X24+X+1)?, modulo 3, P = X4 4+2X34+2X4+2 = (X2+1)(X2+2X+2)
et modulo 5, P = X* 4+ X2 + 1 qui n’a pas de racine dans F5; regardons dans Fys. Comme Foy ~ Z/247, soit
un élément d’ordre 6: 2% = 1 avec 22 # 1 et 23 # 1. Soit y = 2? de sorte que 4> — 1 = (y — 1) (y? +y+1) =0 et
y # 1 soit y?> +y + 1 =0 et donc x est une racine de P = (X% + X + 1)(X2 +4X +1).
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Sur Z, P n’a pas de racine car sinon il en aurait modulo 2 ce qui n’est pas. Si P était réductible, on aurait
alors P(X) = (X2 +aX + b)(X? + cX +d) et donc

a+c=10
b+d+ac=21
ad+ bc = —10
bd =11

Ainsi on obtient soit {b,d} = {1,11} et donc ac =9 et {a,c} = {—1,—-9} car a + ¢ = —10, et ad + bc # —10; soit
{b,d} = {—1,—11} et ac =33 et a + ¢ # —10. Ainsi P est irréductible sur Z.

Exercice 11. Soient p et | deux nombres premiers impairs. On suppose que p engendre (Z/IZ)* et que | = 2
mod 3. On note P(X) = X*' — X +p. On veut montrer que P est irréductible sur Z.

(i) Montrer que P n’a pas de racine rationnelle.

(ii) On raisonne par l’abfurde et on suppose P = QR avec Q, R € Z[X] unitaire et de degré au moins 2. Montrer
que P = X_(X — 1)®; est la décomposition en polynémes irréductibles de P sur F,, ; en déduire alors que
Q=P et R=X(X-1).

(i1i) En passant modulo 2, en déduire une contradiction. Comme exemple on propose le polynome X7 X +47.

Prewve : (i) Siz = a/b € Q avec (a,b) = 1, est une racine de P alors comme P est unitaire on a b divise 1 et
donc z € Z. En outre modulo 2, ! — 2 +1 =1 mod 2 de sorte que P n’a pas de racine modulo 2 et donc n’a
pas de racine dans Z.

(ii) Modulo p, on a P = X (X —1)®; il suffit donc de prouver que ®; est irréductible ce qui découle d’un exercice
précédent car p engendre (Z/IZ)*. On peut en donner une preuve directe en considérant pour 1 <n < (I +1)/2,
x € Fyn une racine de ®;. On a x # 1 car ®;(1) =1 # 0 et /! = z avec | premier implique que [ est I'ordre de
x dans . et donc [ divise p" — 1 soit p” =1 mod I. Or comme p engendre (Z/IZ)*, on en déduit que n est un
multiple de [ — 1 ce qui contredit le fait que n < (I 4+ 1)/2.

(iii) Modulo 2, P admet donc un diviseur de degré 2 qui est donc irréductible car P n’a pas de racine. Or sur
Fo, il y a un unique polynéme irréductible de degré 2, & savoir X2 + X + 1. Ainsi sur Fy, on doit avoir P(j) =0

ol j est un générateur de F}, soit jtl =j4+1=42etdoncl+1=2 mod 3 ce qui n’est pas.

Exercice 12. Le jeu du solitaire se joue sur un plateau disposant de 33 réceptacles (cercle vide) dans lesquels il
peut y avoir des billes notés avec un cercle plein. A chaque étape on peut faire passer une bille au dessus d’une
autre sur un axe vertical ou horizontal, pourvu que le réceptacle suivant soit vide, comme dans la figure suivante

O O O © 00
o o ©® O O

© 0 % O O O @
5 5 O O O
e % o O O @ O
5 o O 0 ®
O O O ©.°0°
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Soit alors O placé au centre du plateau et un repére (O, x,y) comme dans la figure suivante et pour une
configuration C quelconque de billes sur le plateau on introduit

ac:= Y Ve fei= ) jUER

(z,y)eC (zy)ec
ou j est un générateur de Fy .
A A
y y
@) O @)
O ¢ O o O
o o o ¢ O O O o o o ¢ O O O
X X
o—o0 o—o0 > o—6—=o0 c—=o0
O ® @ ® O 0 O O O O @ O O O
o ¢ O o o O
@) O O @)

(1) Montrer que («, ) est un invariant du jeu.

(2) Habituellement le jeu consiste a partir d’une configuration ou l'on place des billes dans tous les réceptacles
sauf un seul disons (xo,yo) et a arriver a la configuration ot tous les réceptacles sont vides sauf celui (g, yo).
Montrer qu’effectivement les deuz configurations précédentes, possédent les mémes invariants («, 3).

(8) Partant de la configuration suivante, montrer qu’il est impossible d’arriver a une configuration ot il n’y aurait
qu’une seule bille sur le plateau.

y

® ®

® ®
O 0 ® © ® ®
560 @ © ®© © ® -
0O 0 ® © ® ®

@I@

© ® ®

Preuve :
(1) Prenons par exemple le mouvement élémentaire de la figure (12). Dans le plateau de gauche on a o =
GEHY0 (14 4) (resp. B = j%07%(1+ 7)) alors que dans le plateau de droite on a a = j¥0+¥% 52 (vesp. 3 = j¥0~%52),

12



avec (29,v0) = (—2,—1). Le résultat découle alors de I’égalité 1 + j = j2 dans F4 (on rappelle que dans Fy4, on a
1 = —1). Les autres mouvements élémentaires se traitent de maniére strictement identique.

(2) Commencons par calculer («, ) pour la configuration ou tous les réceptacles contiennent une bille. La
configuration étant invariante par la réflexion d’axe (Oy), on a a = 3, calculons donc «. Pour cela on propose de
sommer sur les droites x + y constantes, de sorte que ne contribuent que les droites ot il y a un nombre impair de
billes, ce qui donne a = j° + j2 4+ 572 = 0, comme on le voit sur la figure suivante.

y

Sa

Sa

~—— T+ Yy =2

\®\ r+y=0

Notons alors avec un indice tot (resp. Cp, resp. 0) ce qui fait référence a la configuration ou tous les réceptacles
sont remplis (resp. tous sauf en (29, yo), resp aucun sauf en (zo, yo)). On a ainsi (ot Biot) = (e, , Bey) + (0, Bo) =

(0,0) de sorte que (ag,, fe,) = (o, Bo)-
(3) On calcule comme précédemment les invariant («, 3) ce qui donne (0,0) qui ne peut pas étre de la forme
(ju’vo-i-yo’jl‘o—yo)'

Exercice 13. Soit n un entier tel que pour tout p premier sauf éventuellement un nombre fini, n est un carré
modulo p. Montrer que n est un carré dans N.

Preuve : Soit p1,--- ,pn tels que pour tout p # p;, n est un carré modulo p. Supposons n sans facteur carré et
distinct de +£1,+2. On écrit n = hly - - -l avec h € {£1,+2} et ou les [; sont premiers impairs distincts (k > 1).
Il existe un entier naturel a tel que:

a=1 mod8py - puply--lg_1 et a=r mod Il

D’apres la loi de réciprocité quadratique on a

n li1--- 1 a 1 1 T
—) = = —_ )= (=) [ — — ) = _1
@ == =@ GG
de sorte que a a un diviseur premier p distinct des p; tel que (%) = —1, d’ou la contradiction.

13



