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Correction feuille 6

1 Nombres premiers

Exercice 1. Postulat de Bertrand: on va montrer que pour tout n > 1, il existe un nombre premier p tel que
n<p<2n.

(1)

(2)

(3)
(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

Montrer que pour tout m > 1, on a

[T »p<cgp<2m
m+1<p<2m-+1

Pour tout x soit ¢ =2m + 1 le plus grand nombre premier tel que ¢ < x. Montrer que

Hp:Hp§42m§4x—l

p<w p<q

Montrer que n! s’écrit sous la forme p’»™m avec p ne divisant pas m et

E>1
que l'on appelle la valuation p-adique de n. En déduire que la valuation p-adique de C3, est
2n n .
ZLT:J - QL—kj) < max{r:p" <2n}
k>1 p p
Montrer que pour p > v/2n, v,(C%,) <1 et que pour %" <p<n, vy(C3,) =0.
Pour n > 3, montrer que % < Oy, et en déduire que

am< @yt I » II »

V2n<p< 2%1 n<p<2n

On suppose qu’il 'y a pas de nombre premier p tel que n < p < 2n. En déduire que 4™/3 < (2n)1+m. En
utilisant la relation a +1 < 2%, en déduire que n < 4000.

Conclure en considérant la suite

2,3,5,7,13,23,43,83, 163, 317, 631, 1259, 2503, 4001

Montrer que pour n > 4000, on a

H p> 2n/30

n<p<2n

_ 1 n

= 30 Tog, n T nombres premiers dans l’intervalle compris entre

et en déduire qu’il y a au moins logy, (2"/3°)
n et 2n.

Pouvez-vous commenter ce dernier résultat?



Preuve : (1) OnaC3) | = % et tous les nombres premiers p tels que m+1 < p < 2m + 1 sont clairement
m—+1

des facteurs du numérateurs et pas du dénominateur, d’out la premicre inégalité. En outre C3} 1 = Cy "
deux termes qui apparaissent dans la somme de termes positifs

1 sont

2m+1

k __ 92m—+1
Z C’Qm-l-l =2
k=0

d’ou la deuxiéme inégalité.

On a clairement [[,.,.p=[[,<,p = [[,<;n11P- Hm+1<p§2m+1p. La derniére inégalité découle alors aisément
de Hp<m 41 P < 4™ que I'on peut montrer par exemple par récurrence.

(2) Il y a exactement L%j termes parmi les facteurs de n! = 1.2.3 - - - n qui sont divisibles par p et qui fournissent

donc L%J p-facteurs. Il y a LI%J termes parmi les facteurs de n! qui sont divisibles par p?: ceux-ci sont déja comptés

une fois dans le terme [ 2], on doit donc rajouter simplement L]%J facteurs p...

Le calcul de la valuation p adique de C%,, découle alors simplement de son écriture 5721?2,' . La majoration découle
du fait que
2n n 2n n
— | 2| =] <—-2(—-1)=2
kaJ kaJ o (pk )

de sorte que chaque terme de la somme est au plus égale a 1.
(3) Si p > v/2n alors max{r : p" < 2n} < 1. Pour %n < p<mn,ona3dp>2n cequiimplique que p et 2p sont
(2n)!

nln!

les euls multiples de p qui apparaissent comme facteurs du numérateur de alors qu’il y a deux p-facteurs au
dénominateur.

(4) A partir de 'égalité C* = ”_Tk“'l(?ﬁ*1 il est facile de voir que pour tout n, les coefficients binomiaux forment
une suite qui est symétrique: elle croit vers son milieu de sorte que les coefficients du milieu sont les plus grands.

Ainsi O3, est le plus grand des Cé“n: ceux-ci ont pour somme 4™ et ont pour moyenne % de sorte que
n

4
cy, > —
27’L—2n

Par ailleurs on a
H p < (QTL)H_\/%
p<+2n
car il y a au plus 1 + v/2n nombre premiers p < v/2n, d’ou la deuxieme inégalité.
apres on a p < e sorte que l'inégalité de evient
5) D’apres (1 p<an/3D <473 d Pinégalité de (4) devi

417, S (2n)1+\/%42n/3

soit 4™/3 < (2n)1+m ce qui est faux quand n est suffisament grand. En utilisant a + 1 < 2%, par récurrence, on

obtient ) .
2n = (V2n)% < (| V2n] +1)0 < 26LV21) < 96V2n
de sorte que si n > 50, et donc 18 < 24/2n, on a

92n < (2n)3(1+\/%) < 9V2n(18+18v2n) _ 920¥2nv2n _ 920(2n)%/3

ce qui implique (2n)'/3 < 20 et donc n < 4000.

(6) La suite donnée est une suite de nombre premiers tels que p,1+1 < 2pp; d’ou le postulat de Bertrand pour
tout n.

(7) L’inégalité s’obtient a partir de celle de (4) comme précédemment; Iestimation en découle directement.

(8) Le théoreme des nombres premiers donne que grosso modo, le nombre de premiers compris entre n et 2n
est - Le résultat obtenu dans (7) n’est donc pas si mauvais.

Exercice 2. Tchebycheff 1848-1850 Pour tout x € Ry, on note w(z) le nombre de nombres premiers inférieurs
ou égaux a4 x.



(1) Montrer que pour tout k € N, w(2F+1) < 2k,
(2) Soit p < 2n etr tel que p" < 2n < p" L. Montrer que v,(C%,) < r puis que

IT plcs.1 JI ¢

n<p<2n pr<an<prti
En déduire que n™™M (") < Op < (2n)7(20),
(3) Prouver que 2" < O} < 22" et en déduire en prenant n = 2k que:
k(m(2M) — 7(2F)) < 2+
et que 28 < (k + 1)m(2~1).

(4) Montrer que pour tout entier k:
1 9k+1 1 9k+1
- < w2y <3i
Srr1 =TS8

(5) Soitn > 1 et k tel que 28 <n < 281 Montrer que

log2 n n
< < 6log2
4 logn — m(n) < Glog logn

(6) Application: montrer que

Z logp _ logn + O(1)

p<n

Preuwve : (1) Pour tout k& > 0, en remarquant qu’'un nombre premier distinct de 2 est impair, on obtient que

parmi les 251 — 2 entiers 3,4, ---, 251 il y a au plus 2¥ — 1 nombres premiers, d’ot le résultat en rajoutant 2.
(2) La majoration v,(C%,) < r est donnée dans l'exercice précédent; on en déduit donc que C3, divise

[Ir<on<pr+1 P Par ailleurs si n < p < 2n alors p divise (2n)! mais pas (n!) d’ou la premiere divisibilité. Par

ailleurs on a
H > nw(2n)77r(n) H pr < (2n)7r(2n)

n<p<2n pr<2n<prt+i

d’ou 'encadrement demandé.

(3) On rappelle que Zi’;o C’gn = 4" et donc C3, < 4". Par ailleurs on a vu dans ’exercice précédent que
C4, est le plus grand des coefficients binomiaux dont la moyenne est % > 2™ d’ou le résultat. En combinant ces
inégalités avec celles de (2) on obtient

(2k)7r(2k+1)—7r(2k) < ok+1 22k < (2k+1)7r(2k+1) _ 2(k+1)7r(2’c+1)

d’ou les inégalités
k‘(7r(2k+1) o W(Qk)) < 2k:+1 2k: < (k‘ + 1>7T(2k+1)

(4) En additionnant 7(251) & la premiere des inégalités de (3), on obtient
(k + D)m(28H) — km(2F) < 28+ 4 p(2FH1) < 3.9F
d’apres (1). On somme cette derniere égalité pour k = 0,1,--- ,n ce qui donne:
(n + 1)m(2"Th) < 3.2n+1

En utilisant la deuxieme inégalité de (3), on obtient

2n+1 2n+1

n+1



(5 )Onak:<1°g" et k+1>l°gn et donc

2k+1 - 2k log 2
k+1~  logn

m(n) < w(2F) <3

et donc m(n) < 6log 252 . De méme on a

(6) On pose T'(n) = 3}, logk et comme log est croissante on a pour k > 1:

n—1 n
/ logtdt <T(n) < / log tdt
2 1

de sorte que T'(n) = nlogn —n+ O(1). On a T(n) = logn! = 3 _, vy(n!)logp et donc ) > p<n logp 4 4

n P

1 n logp logp

A—ﬁZ(vp(n!) 10gp<2—+ﬁ+-- <Z
p<n p<n p<n

avec

et comme la série & termes positifs ) . ,;Lgk) converge, A est majoré par une constante. Par ailleurs on a clairement
A> —10% (n) > —61log2 et donc A = O(1), d’ou le résultat.

2 Courbes elliptiques: hors programme, cette section introduit a un des
domaines actuellement les plus actifs de la théorie des nombres

Exercice 1. Une fonction f est dite elliptique par rapport a un réseau A si c’est une fonction méromorphe sur
C qui est A-périodique, i.e.
fz4w) = f(z)

pour tout z € C et tout w € A; c’est bien sir équivalent a f(z +wi) = f(2) = f(z + w2) pour tout z € C avec
A = Zwy & Zws.

(1) Montrer que si f n’a pas de poles, montrer que f est constante.

(2) Soit f une fonction elliptique par rapport a A et soit P un parallélogramme fondamental.

(i) On suppose que f n’a pas de poles sur le bord OP de P. Montrer alors que la somme des résidus de f
dans P est égale a 0.

(i) On suppose que f n’a ni zéros ni poles sur OP. On note a; les zéros et poles de f dans P et on note
m; la multiplicité de f en a;. Montrer que

St
Z m;a; =0 mod A
(8) On considére la fonction P de Weierstrass:

Pale) =+ 3 [@mw) -

1) Montrer que pour tout s > 2 la somme s converge. En déduire que la série qui définit
weEA-0 \w|
converge uniformément sur tout compact de C ne contenant pas les points du réseau A.



(it) En considérant P'(z) = =23, (@ — w) ™3, montrer que P est elliptique par rapport a A.

(4) L’ensemble des fonctions elliptiques par rapport a A est un corps sur C; on veut montrer que celui-ci est
engendré par B et P'.

(i) Soit f elliptique paire et soit w = —u mod A avec u Z0 mod A. Montrer que g(z) := PB(z) — P(u) a
un zéro d’ordre 2. En déduire que f a un zéro d’ordre pair en w. Traitez le cas de u = 0 mod A en
considérant g = 1/B.

(11) Soit (u;)1<i<r un famille de points contenant un représentant de chaque classe (u, —u) mod A ou f a
un pole ou un zéro autre que la classe de A. On pose

m; = ordy, f si2u; 0 mod A

1
m; = §orduif si2u; =0 mod A

Montrer, en utilisant le théoréme de Liowville, que f est égal a une constante fois [[,_, [PB(z) —PB(w;)]™.

(iii) En déduire que C(P) est le corps des fonctions elliptiques paires par rapport a A, puis que C(B,P’) est
le corps des fonctions elliptiques par rapport a A.

(5) On veut montrer que les points (P(z),P'(2)) appartiennent a une cubique d’équation y?> = 42> — gox — g3
avec A = g3 — 2793 # 0.

(i) Montrer que

PB(z) = ;12 5720 4 Dsonpa(A)22"

n=1

avec sp(A) = sn =, 40 4.

(i1) En posant g = 60s4 et g3 = 140sg, montrer que (PB(2), P’ (2)) appartiennent a une cubique d’équation
y? = 4a° — goxw — g3.
(iti) On pose ey = P(w1/2), ez = Plws) et ez = P(LE22). Montrer que modulo T', P’ a trois racines simples
a savoir w1 /2, wy/2 et (w; +wz)/2. En déduire que
(P)? = 4(P — e1)(P — e2)(P — e3)
avec A = g3 —27g3 # 0.
(iv) En déduire que

Px)
=2 / [(y— e1)(y — e2)(y — e3)]Y2dy mod T

:500

avec w1 = [ (y —e1)(y — e2)(y — e3)] 7 2dy et wa = [[(y — e1)(y — ea)(y — e3)] "/ 2dy.
3

(v) Montrer que I’équation y?> = x> — x correspond au réseau Z* en utilisant ’égalité

1 0
w = / (z —a?) "V 2dx = / (2% — 2) "V 2de = wy /i
0 1

que l’on montrer via le changement de variable v — 1/x.

Preuve : (1) Si f n’a pas de pdles, elle est alors bornée sur le compact C/A et donc par périodicité sur C. Le
théoreme de Liouville donne alors que f est constante.

(2) (i) On a
2z7rZresf = - f(z)dz

qui est nul par périodicité de f.



(ii) Comme f est elliptique, on en déduit que f’ et f/f’ le sont aussi. On a alors comme précédemment

/

0= 7<Z)dz = QOWZmi

oP

Pour la deuxieme égalité on utilise
/
z
@)
or [f(2)
car resaiz% = m;a;. En effectuant le changement de variable u = z — wy dans la deuxieme intégrale du membre
de gauche ci-dessous, on obtient

a+twi f’(z) a+witwsa f’(z) - a+twiq f’(z) e
/a z 702 dz — /a+w2 z ) dz = —wg/a z ) dz = 2imkws

pour k£ € N. On fait de méme pour les deux autres cotés opposés, d’ou le résultat.
(3) (i) La somme partielle pour |w| < N peut se décomposer en une somme sur les anneaux n — 1 < |w| < n,
pour 1 <n < N. Sur chaque anneau, le nombre de points du réseau est d’ordre n et donc

dz = 2im Z m;a;

e}

> s
|w|s— ns

Wl <N 1

qui converge donc pour s > 2.
(ii) Par convergence uniforme sur tout compact, on a

Plx)=-2) (x_lw)g,

qui est donc A-périodique et impaire. Ainsi on a

Pz +wr) =P(x) +C

et en prenant x = —w/2, qui n’est pas un pole de B, on obtient C' = 0 car P est paire. On procede de méme
pour ws et donc P est A-périodique.

(4) (i) On a 2u =0 mod A ce qui donne dans P, 0, %", <2, % Si f est elliptique paire et s’annule en wu,
on a alors f'(u) = —f'(—u) et donc f'(u) =0, i.e. f a un zéro d’ordre au moins 2 en u. Ainsi si u Z 0 mod A,
Pargument précédent montre que g(z) a un zéro d’ordre au moins 2 en u et donc exactement d’ordre 2 d’apres (ii)
car P a exactement un pole d’ordre 2 dans P. Ainsi f/g est paire, elliptique, holomorphe en u. Si f(u)/g(u) # 0
alors ord, f = 2 et sinon, on répete l'argument.

Dans le cas ot u =0 mod A, on utilise g = 1/ et on utilise les mémes arguments.

(ii) D’apres ce qui précede, pour a # 0 mod A, la fonction P(z) —PB(a) a un pole d’ordre 2 en a si et seulement

si 2a =0 mod A et a deux zéros distincts d’ordre 1 en a et —a sinon. Ainsi pour tout z Z0 mod A,

r

TTRG) = Blui)™

=1

a le méme ordre en z que f. C’est aussi vrai a l'origine d’apres la premiere égalité de (2) (ii), le résultat découle
alors du théoreme de Liouville.

(iii) On en déduit donc que C() est le cors des fonctions elliptiques paires par rapport a A. Par ailleurs si f
est elliptique, elle s’écrit fi + f_ avec fi paire et f_ impair. Pour f impair, le produit f’ est pair et appartient
donc a C(), d’ou le résultat.

(5) (i) On écrit

2
P() =5+ Toen |2 +2+(E)7+)" = ]
= % + Y er Lomer(m+ 1) ()%
=3+ i Cm2™



_ m+41
avec ¢, = Zw#o T

(ii) Ainsi on a
1 2 4 ! -2 3
m(z):?+3842 + 5sgz” + - - ‘B(z):z—3+684z+20862 4+ .-

de sorte que ¢(z) = P'(2)% — 4B(2)3 + g2B(2) + g3 est une fonction elliptique sans pole et avec un zéro a I'origine;
elle est donc identiquement nulle.

(iii) La fonction h(z) = P(z) — e; a un zéro en w;/2 d’ordre pair, cf. ci-avant, de sorte que P'(w;/2) = 0.
La fonction elliptique P8 prend la valeur e; avec multiplicité 2 et n’a qu'un pole d’ordre 2 modulo A de sorte que
e; # e; pour ¢ # j. En comparant les zéros et les poles, on en déduit donc que

(P)? = 4(P — e1)(P — e2)(P — e3)

avec A # 0.
(iv) De I’équation différentielle
1 _

da = d/dF' = S[(P — e1) (P — e2)(P — e3)] /2P

on en déduit que
1 PB@ 1y
T=3 [(y —e)(y —e2)(y —e3)]/“dy mod I
o0

et donc en particulier w; = foil [(y—e1)(y —e2)(y — 63)]_1/2dy et wy = f:f[(y —e1)(y —e2)(y — 63)]_1/2dy.
(v) Ona 2® —x = x(x — 1)(x + 1) et donc

1 )
wy = / (z — 2> 2dx = / (2% — )V Pde = wy /i
0 1

ce qui correspond donc au réseau Zs.

Exercice 2. Lot d’addition Etant donné des nombres complexes gs, g3 on peut se demander s’il existe un réseau
pour lequel ce sont les invariants associés comme dans ’exercice précédent. La réponse est oui. On considére la
courbe projective A d’équation

uy2 =43 — ggmuQ — ggu3

de point infini (0,0,1) qui est l’image des points de A par Uapplication z — (1,B(z),PB'(2)).

(1) Montrer que Uapplication ci-dessus induit une bijection C/A — 0 — Ac — {oo}, ou Ac désigne les points
complezes de la cubique A.

(2) L’ensemble C/A est naturellement muni d’une structure de groupe; on veut exprimer celle-ci sur Ac. Nous
allons montrer que si Py = (1,xz1,y1) et Po = (1,22,y2) alors P3 = Py + P, = (1,x3,y3) s’exprime avec
des fonctions rationnelles en x1,x2,y1,y2. Géométriquement on procéde comme dans la figure (3): la droite
(P Py) intersecte Ac en un troisieme point Q3 = —P3 et P3 est le symétrique de Q3 par rapport a l'aze des
x.

(i) Soient uyi,us € C — A et supposons uy # us mod A. Soient a,b € C tels que
P’ (u1) = aP(ur) +b
P (u2) = aP(uz) +b

Montrer que g(z) = P'(2) — aP(z) — b a 3 zéros comptés avec leur multiplicités. A quelle condition
n’a-t-ont que 2 zéros distincts?



(1i) On suppose que g(z) a 3 zéros distincts. En notant us le troisiéme, montrer que uz = —(uj + uz)

mod A. En déduire que
1 (3/1 — Y2 >2
xr3 = —T1 — Ty + — .

4 ro — T2

Traiter le cas des zéros multiples.

(i4i) Pour uy = ug mod A montrer que

P(2u) = ~29(w) + o (

B (u)\?
W)

Preuve : (1) Pour tout nombre complexe «, PB(z) — a a au plus deux zéros et au moins un, d’ou la surjectivité.
D’apres ce qui précede, le zéro z; est simple si 2z1 Z 0 mod A et double sinon. Dans le premier cas, 'autre zéro
est —z1 avec P'(—z1) = —P'(z1) # 0, d’ou V'injectivité.

(2) (i) g(z) a un pole d’ordre 3 en zéro et donc possede 3 zéros comptés avec multiplicités, dont uy et ug. Si ug
est double, on a alors d’apres Iexercice précédent (2) (ii)

2u; +us =0 mod A

de sorte que pour u; fixé, il n’y a qu’un nombre fini de valeurs pour uo.
(i) L’égalité ug = —u;—uz mod A découle de 'exercice précédent (2) (ii). L’équation 423 —gox—gs—(ax+b)? =
0 a trois racines comptés avec multiplicité, a savoir P(uq), P(uz), P(us). Les relations coeflicients racines donnet

2

Plur) + Pluz) + Plus) = 7

_ B (u1) =P (u2) ;
avec a = M ce qui donne

b0~ =)

4
d’ott le résultat. Cette formule est vraie pour tous les ugs # u; mod A sauf un nombre fini; c¢’est donc vrai pour
tout ug #Z u; mod A par prolongement analytique.
(iii) La formule s’obtient a partir de la précédente en passant a la limite u; — wug.

Exercice 3. Une introduction a la géométrie algébrique

(1) En vous appuyant sur la classification des coniques projectives de IP’%Q, montrez qu’une conique non dégénérée
C non vide de IP)%Q est projectivement équivalente & la courbe XZ = Y?.

Montrez que cette courbe admet un paramétrage par Pk via Uapplication qui a (U, V) associe (U*,UV,V?).
Quelle est Dapplication inverse?

(2) Cas simples du théoréme de Bézout

(i) Soit
F(U,V) = agU%+ ag UV 4 -+ agV?

un polynome homogéne non nul de degré d en 2 variables a coefficients dans un corps k. On lui associe
le polynome en une variable f(u) = F(u,1) et on définit la multiplicité d’un zéro (u,v) de F dans P}
comme la multiplicité de u/v dans f siv # 0 et sinon en (1,0) comme Uentier d — deg f.
Montrer que F' a au plus d zéros dans ]P’/,l€ comptés avec multiplicités.

(ii) Soit L C P? une droite et D C P% une courbe définie par une équation G(X,Y,Z) = 0 ou G est un

polynome homogéne de degré d en X,Y,Z. On suppose L ¢ D. Montrer que le cardinal de LN D est
inférieur ou égal a d.



(iii)

Méme hypothése qu’en (ii) en remplacant L par une conique non dégénérée C: montrer que le cardinal
de C' N D est inférieur ou égal a 2d.

Remarque: On peut définir une notion de multiplicité d’une intersection en un point de sorte que les
résultats précédents soient vrais en comptant avec multiplicité. En outre si k est algébriquement clos, on
a alors égalité. Le théoréeme de Bézout concerne des courbes C' et D de degré n et m: leur intersection
est alors nm, en comptant les multiplicités et en travaillant sur un corps algébriquement clos.

(3) L’espace des coniques Dans la suite on note Sq(k) lespace des polynomes homogénes de degré d a coeffi-
cients dans k, en les variables X,Y, Z. Etant donnés des points Py,--- , P, de P%, on notera Sq(Py,- -+, Py)
le sous-ensemble de Sq(k) constitué des éléments F qui s’annulent sur les P;.

(1)
(ii)
(iii)

Soient Py,--- , P5 € ]P’%R{ des points distincts tels que 4 quelconques ne sont pas colinéaires. Montrer qu’il
existe au plus une conique passant par ces 5 points.

Soit n > 5 et soient Py,--- , P, des points tels que 4 quelconques ne sont jamais colinéaires. Montrer
alors que l’ensemble des formes quadratiques qui s’annulent sur ces points est de dimension 6 — n.

Un pinceau de coniques est une famille de la forme

Chp = (AQ1 + pQ2 = 0)

ot Q1 et Q2 sont des coniques. On suppose que le pinceau posséde au moins une conique dégénérée,
montrer alors qu’elle en posséde au plus 3. En outre si k = R, montrer que le pinceau admet toujours
une conique dégénérée.

(4) Cubiques: exemples

(i)
(ii)
(iii)

On considére la cubique de R? définie par 1’équation y?> = x3 + x2. Donnez en une paramétrisation.

Méme question avec la cubique y? = 3.

Soit k un corps de caractéristique différente de 2 et soit X € k avec X # 0,1. Montrer que pour si
f,g € k(t) sont tels que f> = g(g — 1)(g — \) alors f,g € k. Quelle interprétation en donnez-vous sur
la cubique y?> = x(x — 1)(z — \)?

(5) Cas simples du Nullstellensatz: soit k un corps infini et soit F' € Sq(k) un polynéme homogéne de degré
d a coefficients dans k en les variables X,Y, Z.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Soit L C ]P’z une droite. Montrer que si I s’annule sur L alors ' = HF' ot H est une équation de
L et F' € S4_1(k). En déduire que si Py,---, P, sont des points de IF’% tels que Py,--- , P, € L et
Poi1,-- , Py & L avec a > d, alors

Sa(Pr,---, Py) = HSq_1(Pasy1, -+, Pp)

Soit C C ]P’%, une conique non dégénérée et non vide. Montrer que si F' s’annule sur C alors F = QF'’
ot Q est une équation de C et F' € Sq_s(k). En déduire que si Py,--- , P, sont des points de Pi tels
que Py,--- P, e C et Pyy1, -+, Py & C avec a > 2d, alors

Sa(Pr,--, Py) = QSa—2(Pay1,- -+, Pr)

Soient Py,--- ,Ps € ]P’z des points distincts tels que 4 quelconques ne sont pas colinéaires et que 7
quelconques ne sont pas sur une conique non dégénérée. Montrer alors que dim Ss(Py,--- , Ps) = 2.
Indication: on traitera séparément le cas ou 3 points quelconques ne sont pas colinéaires et 6 quelcon-
ques ne sont pas sur une conique non dégéncrée.

Sotent C1,Co deux coniques dont lintersection est 9 points distincts. Montrer que toute conique D qui
passe par 8 d’entre eur passe aussi par le neuvieme.



(6) Loi d’addition sur une conique: soit k C C et C C ]P’i une cubique d’équation FF = 0. On suppose que
F est irréductible et que pour tout point P € C, il existe une unique droite L C Pz telle que P est un zéro
multiple de Fi,. On fize un point O € C et on consideére la construction suivante:

Construction: (a) Soit A € C et soit A le troisiéme point d’intersection de C avec la droite OA.
(b) Pour A,B € C soit R le troisiéme point d’intersection de AB avec C' et on définit A+ B comme étant
égal a R.

On veut montrer que l'on définit ainsi une loi de groupe abélien sur C avec O comme élément neutre.

(i) Montrer que la construction précédente est bien définie.
(i) Montrer que O est bien un élément neutre et que la loi est commutative.
(i4i) Montrer que Uinverse de A est le troisiéme point d’intersection de OA avec C.

(iv) Associativité: soient A, B,C trois points de C; la construction de (A+ B)+C = S utilise les 4 droite
(cf. la figure (1)): ) B B
Ly =ABR, Ly;=ROR, L3=CRS, Ly=S508

La construction de (B + C) + A = S’ utilise les 4 droites
M, = BCQ, My,=Q0Q, Ms;=AQS, M;=25085
Il s’agit de prouver S = S' ou de maniére équivalente S = S’. On considére les deux cubiques
Dy =Li+ My + L3 Dy = My + Ly + M3

de sorte que
Cle - {A7B70707R7R7Q7Q7S} CmDQ - {A7B70707R7R7Q7Q7S/}

Conclure en supposant les 9 points {A, B,C,0, R, R,Q,Q, S} distincts.

(v) Conclure dans le cas général en utilisant un argument de continuité et en utilisant [’hypothése k C C.
Remarque: On peut montrer le cas général pour tout k avec une bonne notion de multiplicité, ou bien
en utilisant la topologie de Zariski.

(vi) Soit C C }P’z une cubique possédant un point d’inflexion P. Montrer qu’un changement de coordonnées
dans ]P’i permet de se ramener 4 une équation de la forme normale, i.e.

Y27 = X3+ aX?Z +bX 7%+ cZ°

Indication: choisissez les coordonnées telles que P = (0,1,0) et la droite d’inflexion Z = 0.

(vii) Loi de groupe simplifiée: on considére une cubique sous forme normale et on prend O = (0,1,0)
comme élément neutre. Montrer que l’on a les propriétés suivantes et retrouver la loi de groupe donnée
par les fonctions de Weierstrass.

(a) C ={0}UCy, ot Co : (y?> = 23 + ax + b) est un courbe affine;

(b) les droites passant par O sont les droite projectives X = AZ et donc les droites affines x = \;

(¢c) —P = P.
Remarque: Essayez de prouver le théoréme de l’hexagone de Pascal: Soit un hexagone ABCDEF dans ]P’i
dont les paires de cotés opposés se rencontrent auz points P, Q), R. On suppose les 9 points et les 6 droites distinctes.

Montrer alors que

ABCDEF sont sur une méme conique non dégénérée < PQR sont colinéaires
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Figure 1: Loi d’addition sur une courbe elliptique

// //
A B /
P

P=A+B

Figure 2: Loi d’addition simplifiée



Figure 3: L’hexagone de Pascal

Preuve : (1) Les coniques projectives de ]P}% sont en bijection avec les classes de similitudes des formes matrices
symétriques de M3(R) via I'action de GL3(R), o A € GL3(R) agit sur M par ‘AM A. Ces classes d’équivalence
sont alors déterminées par la signature (r,s avec r > s. Si on veut la conique non dégénérée il faut en plus que
r+ s = 3, ce qui laisse les couples (3,0) et (2,1). Le premier donne une conique vide et la deuxiéme la conique
U? = V2 —W? qui aprés le changement de variable Y = U, X =V —W et Z =V + W s’écrit Y? = XZ. En affine
la parabole y? = x se parametre par y ce qui donne le paramétrage projectif de ’énoncé. L’application inverse est
(X,Y,Z) e P — (X,Y) € PL.

(2) (i) Soit muo la multiplicité du zéro de F en (1,0); par définition d — me, est le degré de polynome f qui a
donc au plus d — me, racines.
Remarque: si k est algébriquement clos, on a évidemment égalité.

(ii) On parametrise la droite L sous la forme

X =a(U,V), Y=0bUYV), Z=cUV)

ou a,b,c sont des formes linéaires en U, V. L’intersection de L avec D est donnée par les (U,V) € IP’,Ic tels que
FU,V)=G(a(U,V),b(U,V),c(U,V)) =0, d’ou le résultat d’apres la question précédente.
(iii) On paramétrise la conique C' sous la forme

X =a(U,V), Y=0bUYV), Z=cUV)

oll a,b, c sont des formes quadratiques en U, V; en effet C' est projectivement équivalente & Y2 = XY paramétrée
par (U2, UV,V?), i.e.

X U?
Y | =M| UV
Z V2

ou M € GL3(k). 1l faut alors résoudre I'équation F(U,V) = G(a(U,V),b(U,V),c(U,V)) = 0, d’ou le résultat
d’apres la question précédente.

(3) (i) Soient C7 # Cy deux coniques passant par Py, --- , Ps; Cp est donc non vide et non dégénérée et donc
projectivement équivalente a {(U2,UV,V?) / (U,V) € P'}. D’apres la question précédente, on a C; C Cy de sorte
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que si Q2 est une équation de Cy, alors Q(U2, UV, V?) = 0 pour tout (U,V) € P! et donc Q3 est un multiple de
XZ —Y? ce qui contredit I'hypothese C # Cs.

(ii) Sa2(k) est en bijection avec les matrices symétriques de Miz(k), c’est donc un k-espace vectoriel de dimension
6. Le sous-ensemble des F' qui s’annulent en P est le noyau d’une forme linéaire, i.e. un hyperplan, d’ot le résultat.

(ili) La conique C) , est dégénérée si et seulement si det(AQ1 + uQ2) = 0 ce qui donne une équation F'(A, )
homogene de degré 3 en A et u, d’ou le résultat.

(4) (i) Le point (0,0) est clairement un point double. On considere les droite passant par (0,0) de pente ¢t qui
doit couper la cubique en un unique autre point. On obtient alors une paramétrisation t — (2 — 1,¢3 — 1).

(ii) On proceéde de méme ce qui donne ¢ +— (t2,¢3).

(iii) On rappelle que 'anneau k[t] est principal et donc factoriel. On écrit f =1r/s et g = p/q avec r,s et p,q
dans k[t] premiers entre eux. On obtient alors

2,3 _ g2

rq p(p —q)(p — Aq)

On obtient alors que s? divise ¢° et ¢° divise s? de sorte que s? = aq® avec a € k. Ainsi aq = (s/q)? est un carré

et de r2 = ap(p — q)(p — Aq) on en déduit qu’il existe des constantes b, ¢, d tels que bp, c(p — q) et d(p — \q) aussi.
Passons dans k[t], de sorte que ¢ = u? et p = v? avec p —q¢ = (u — v)(u+v) et p — A\g = (u — av)(u + av) des
carrés avec o> = X. Comme u et v sont premiers entre eux, on en déduit que u — v, u + v, u + av et u — av) sont
aussi des carrés. On conclut alors par un argument de descente a la Fermat sur le degré des polynomes.

Ainsi la cubique y? = x(x — 1)(x — ) n’a pas de paramétrisation rationnelle.

(5) (i) Quitte a faire un changement de coordonnées on suppose que L = X Pour F' € Sy, on l’écrit sous la
forme F = XF + G(Y, Z) de sorte que G est nulle sur X Or si G était non nul il aurait d’apres ce qui précede au
plus d — 1 zéros sur la droite L d’ou la contradiction car k est infini.

Ainsi si F' est homogene de degré d et si la courbe D : (F' = 0) rencontre L aux points Py, -« , P, avec a > d,
alors L C D et donc F = HF. Comme Pyi1,-- , P, & L alors F e Sa—1(Pat1,--+, Pn).

(ii) Quitte & faire un changement de coordonnées on suppose que @ = XZ — Y2, Pour F € Sy, on I’écrit sous
la forme F = QF + A(X, Z) + YB(X,Y): en effet on substitue & chaque Y2, XZ — Q de sorte que modulo Q, on
obtient A(X, Z)+Y B(X, Z). On paramétrise alors C par (U2, UV, V?) de sorte que A(U?,V2)+UVB(U? V?) =0
sur C. Comme précédemment, k étant infini, on en déduit que A(U2,V?) + UV B(U?,V?) = 0 dans k[U, V] ce
qui en séparant les parties paires et impaires donne A(X,Z) = B(X,Z) = 0. Le reste du raisonnement procede
comme dans la question précédente.

(iii) Supposons d’abord que 3 points quelconques ne sont pas colinéaires et que 6 quelconques ne sont pas sur
une méme conique. Supposons par I'absurde que dim S3(Py,--- , Pg) > 3 et soient Py, Pjy des points distincts sur
la droite Py P. On a alors

dim53(P1, cee 7P10) Z dim53(P1, cee ,Pg) -2 Z 1

de sorte qu'il existe F' # 0 dans S3(Pj,---,Pip). On en déduit donc d’apres (i) que FF = HQ avec @ €
So(Ps, -+, Pg) d’ou la contradiction car les 6 points Ps,--- , Pg n’appartiennent pas & une méme conique d’apres
I’hypothese.
Supposons désormais que P, P, P3 sont colinéaires, sur la droite L d’équation H = 0. Soit Py un quatrieme
point sur L. D’apres (i) on a
Sg(Pl, s ,Pg) = HSQ(P4, s ,Pg)

Comme 4 quelconques des Py, - - -, Pg ne sont colinéaires alors dim Sy (Py, -+ , P3) = 1 et donc dim S3(Py, -+, Py) =
1 ce qui implique dim S3(Py,---, Pg) < 2.
Supposons enfin que P, --- , Pg appartiennent & une méme conique C' d’équation () = 0. Soit Py € C distincts

de Pp,---, Ps. D’apres (ii), on a
S3(Pry-, Po) = QS1(Pr, %)

La droite L = P;Ps est unique de sorte que S3(P,--- , Py) est de dimension 1 et donc dim S5(Py,---, Ps) < 2.

(iv) Si 4 quelconques parmi Py, --- , Py sont sur une droite L alors Cy et Cy qui rencontrent L en plus de 4
points, la contiennent ce qui n’est pas par hypothese. Pour les mémes raisons 7 points quelconques ne sont pas
sur une méme conique. On en déduit alors que

dimS:;(Ph te ,Pg) =2
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ce qui signifie que les équations Fy, F» de Cy et Cy forment une base de Ss(Py,- -+, Ps) de sorte que D = (G = 0)
est de la forme G = AF| + uFs et passe donc par Py.

(6) (i) Si P et @ sont distincts alors la droite PQ est unique et bien définie: si P = @ cela découle de
I'hypothese. L’équation Fjj, est de degré 3 et posséde donc 2 zéros et donc un troisieme car la somme des racines
dans C est le coefficient sur 22 et appartient donc & k.

(ii) La construction O + A consiste & prendre la droite OA, puis le troisitme point d’intersection A puis &
reprendre la droite OA = OA et prendre le troisieme point d’intersection qui est donc A. La commutativité est
évidente.

(iii) On considere la droite qui possede O comme point double et soit O le troisitme point d’intersection. On
vérifie alors aisément que le troisieme point d’intersection de OA avec C est I'inverse de A.

(iv) On utilise la question précédente: C' et Dy vérifient bien les hypotheses de sorte que Do doit passer par S
et la seule possibilité est S’ = S.

(v) 11 suffit de remarquer que A 4+ B est une fonction continue en A et B et que quitte a bouger un tout petit
peu A, B,C en A, B’,C’, on peut se ramener au cas ot les neuf points précédents sont distincts.

(vi) Quitte a effectuer un changement de coordonnées on suppose que le point d’inflexion est P = (0,1,0) et
la tangente est Z = 0. Le fait que P € C impose qu’il n’y a pas de terme en Y3. Le fait que L : (Z = 0) soit une
tangente d’inflexion en P signifie que f|;, a un zéro d’ordre 3 en P, i.e. de la forme axd + b’z + x(c2® + d2) +
d2? +d'2? +d’z soit f = aX3+bX%2Z+ X(cZ? +ZY)+dZ3 +d Z?Y +d” ZY? que I'on peut écrire sous la forme
demandée via un égalité du genre Y27 + ZY (aX + Z) = ZY' + aX? + bX Z + cZ>.

(vii) C’est clair.

Remarque: L'hexagone de Pascal: on considere le triplet de droites

L, : PAF Ly : QDE, Ls : RBC

et
My : PCD, My : QAB, Ms : REF

Soit C; = L1+ Lo+ Ly et Co = My +Ma+Ms. Ona CiNCy ={A,B,C,D,E,F,P,Q,R}. Si PQR son colinéaires
avec L = PQR; alors soit I' la conique qui passe par ABC DE, par construction L + I' est un cubique qui passe
par les 8 points {A, B,C, D, E, P,Q, R}. D’aprés (5) (iv), il continet aussi F'. Par hypotheése F' ¢ L de sorte que
F €T, ce qui prouve que les six points appartiennent & une méme conique.

Réciproquement, supposons que ABCDFEF sont sur une méme conique I et soit L = PQ. Alors L +I" est un
cubique qui passe par {A, B,C, D, E, F, P,Q, R} et passe donc par R. Or R ne peut pas étre sur I', sinon I" serait
dégénérée et les 6 droites ne seraient pas toutes distinctes. Ainsi R € L et PQR sont colinéaires.

Exercice 4. Méthode de factorisation de Lenstra:

e On choisit une courbe elliptique au hasard a coefficients dans Z avec un point P sur celle-ci. On considére
alors la loi de groupe sur cette courbe modulo n.

e On calcule eP = (u,x,y) dans ce groupe ot e est un produit de petit nombres premiers pris a de petites
puissances comme dans la méthode p — 1 de Pollard.

e On calcule le pged de u (ou du dénominateur de x) avec n.

e Si on trouve 1, alors on essaye avec une nouvelle courbe elliptique et un autre point.

Commentez cet algorithme et expliquez en quoi il est plus souple que celui de Pollard.
Remarque: L’ordre d’une courbe elliptique prise au hasard sur Z/pZ varie de manicre alléatoire entre p+1—2,/p

etp+1+2p.

Preuve : 11 s’agit de lalgorithme p — 1 de Pollard sur la courbe elliptique plutdt que sur (Z/pZ)*. L’avantage
est que 'on peut changer de groupe et plus particulierement I'ordre du groupe: ainsi l'algorithme fonctionne des
qu’il existe un ¢ premier compris entre p +1 —2,/p et p + 1 + 2,/p qui n’ait que des petits facteurs premiers, ce
qui est plus souple qu’espérer que ce soit vrai juste pour p — 1.
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