Université Pierre et Marie Curie M1 théorie des nombres Année 2007-2008
Feuille d’exercices 5

Remarque : Tous les exercices ne seront pas traités en séance de TD, j’indiquerai au fur et a
mesure sur la page du forum (http :// cours—Juss1eu—nombres.monforum.com/ cours-et-td-2008-
vi7.html) les exercices que nous aurons abordés.
Une série de Dirichlet est une série de la forme
[e.e]
F(s) =y =%
n=1
La variable s peut étre réelle ou complexe ; ici nous ne considérerons que s réel. La somme de
la série F'(s) est appelée la fonction génératrice de «,. La théorie des séries de Dirichlet met
en jeu des questions délicates de convergence. Nous ne traiterons pas ces questions dans cette
feuille et on renvoie a la feuille 6 pour quelques uns des résultats connus sur ce sujet. Pour la
suite nous utiliserons simplement les faits élémentaires suivants :
(i) Si la série Y  apn™® est absolument convergente pour sg, elle est alors absolument
convergente pour tout s tel que s > sp.
(i) Si la série Y a,n™* est absolument convergente pour s > sg, alors la série peut étre
différentiée terme & terme pour tout s > sg.
(iii) Si ), ann™* =0 pour s > s¢ alors ay, = 0 pour tout n.
(iv) Deux séries de Dirichlet absolument convergentes peuvent étre multipliée suivant la

regle
(Z annis)(z /BnnﬁS) = Z ’Ynnis

avec vy, = E Oy By -

ni,n2
ning=n

Exercice 1. (1) Soit f : N — C une fonction multiplicative, i.e. f(nm)f(n)f(m) pour
(n,m) = 1. On suppose en outre que la série Y |f(n)|n~*% est absolument convergente.
Montrez ’égalité

S i =T[+ f)p~" + F@)p > + )

p

Sous les mémes hypothéses de convergence, si de plus on a f(mn) = f(m)f(n) pour

tout n, m, montrer que
1
f(n - -
> s = I =

peP
En déduire que la série ZpE'P l/p est divergente.
(2) Exemples :
(a) ((s) = Z L converge pour s > 1. On peut montrer cf. plus loin que ((2n) =

5 n=1 ns
2 a2 et que ((s)(s — 1) —sm 1.

(b) Soit p : N — C définie par u(l) = 1, pu(n) = 0 si n a un facteur carré et si-
non w(pips - pr) = (=1)% pour py,--- ,py distincts deux o deux. Montrer que p est

multiplicative et que 3, p(d) vaut 1 sin =1 et 0 sin > 1. En déduire que

1 > u(n)
Loy

n=1




(¢) Montrer que
((s—1) _ e

¢(s) n®

n=1

pour s > 2 et ou @ est l'indicatrice d’Fuler.

(d) Montrer que
— d
s =y 2
n=1

pour s > 1 et ot d(n) est le nombre de diviseur de n en incluant 1 et n.
(e) Montrer que

C)cls —ky = 3 20
n=1

n

pour s > 2 et ot o (n) est la somme des puissances k-ieme des diviseur de n.
3) Formule d’inversion de Mobius : pour f une fonction multiplicative soit
p p

g(n) = 3" 1(d)

dln

Prouver la formule d’inversion de Mdbius

) =" g(d)n(%)

dn

et donner en une interprétation avec les séries génératrices.
Réciproquement si g : N* — R est telle que f(n) =3 4, u(%)g(d) pour tout n, montrer
que g(n) = Sgn £(d).
(4) D’autres exemples :
(a) Soit A(n) =logp sin=1p

™ et 0 sinon. Montrer que

CE) N~y e
o) = 240

pour s > 1. En déduire que

A(n) = Z,u(g) logd logn = ZA(d)

din din

(b) Soit di.(n) le nombre de fagons d’exprimer n comme le produit de k facteurs positifs
(parmi ceuz-ci un nombre quelconque peuwvent étre égauxr a 1). Montrer que pour

s>1:
*(s) :de(”)

ns

(¢) Soit I(n) = (—1)” ou p est le nombre de facteurs premiers de n, ou les facteurs
multiples sont comptés avec multiplicité. Montrer que pour s > 1 :

€(25) _ N~ piymes

¢(



(d) Montrer que

¢(s) _ s

puis que pour s > 1

¢(s) -
Gy~ 2= wn ™
ot qr(n) = 0 ou 1 suivant que n a ou n’a pas de puissance k-iéme comme facteur.

Exercice 2. Soit ¢ lindicatrice d’Fuler :
(i) Montrez qu’il existe deux constantes k,c telles que pour tout n > 1, on ait p(n) > cn”.
(ii) Montrez que pour s > k1 réel, on a

D et =1+

a>0

1
(p—1)(1—p=*)

(iii) On pose G(s) =], (1 +(p-1)""°— p_s) ot le produit est étendu a l’ensemble des

nombres premiers. Vérifiez que

S (n) ™ = ¢(5)G(s)

n>1
ot ¢ est la fonction zéta de Riemann.

Exercice 3. Soit k un entier > 0 et s un nombre réel > k. Pour n > 1, on pose op(n) =
Zd\n d*.
(i) Vérifiez que ((s)((s — k) = Zn21 U'jli(sn)
(ii) Montrez que si m et n sont deuz entiers positifs premiers entre euz, on a op(mn) =
or(m)oy(n).
(iii) Calculez o1, (p®) quand p est premier et a > 0.

(iv) Vérifiez que
ORC LR | (R ey I
P

n>1

Exercice 4. En admettant le théoreme des nombres premiers w(x) ~ =, donnez des
équivalents quand N et x tendent vers l'infini de :

N
D D DD DTS SR S
n=1

p<w p<z p<w p<w

ot py, désigne le n-iéme nombre premier. On désigne par d,, le ppcm des entiers 1,2,3,-+- ,n :
vérifiez que Ind,, ~ n pour n — oo.

Fonction zéta de Riemann et fonctions L

La fonction zéta de Riemann est définie pour Re (s) > 1 par la série ((s) = Y 2 n~*.
Cette fonction et ses généralisations (fonctions zéta de Dedekind, de Hasse-Weil, et plus
généralement les fonctions L de Dirichlet, des formes modulaires, représentations automorphes...
jouent un roéle central en arithmétique. En particulier leurs valeurs aux entiers contiennent
une multitude de renseignements concernant ’arithmétique des objets auquelles elles sont en
fait attachées.



Exercice 5. Prolongement analytique et valeurs aux entiers négatifs et aux entiers
positifs pairs Soit T'(s) = f0+°° e~ 't571dt la fonction T d’Euler.

(1) Montrer que I' est holomorphe pour Re (s) > 0 et satisfait I’équation fonctionnelle
[(s+1) = sI'(s). En déduire que l’on peut la prolonger méromorphiquement sur C tout
entier.

(2) Montrer que si Re (s) > 1 alors

1 +oo ts—l
C(S)—F(S)/O et—ldt

(8) Soit f une fonction C*° sur Ry a décroissance rapide a linfini. Montrer que la fonction

1 oo s—1

L9 = 75 /0 Fltyett
définie pour Re (s) > 0, admet un prolongement holomorphe a C tout entier et que pour
n €N, on a L(f,—n) = (=1)"£)(0).

(4) Déduire de (3) que
(i) ¢ a un prolongement méromorphe a C tout entier, holomorphe en dehors d’un péle
simple en s = 1 de résidu 1.

(ii) pour n € N, on a ((—n) = (—1)”% € Q, ou B, est le n-iéme nombre de
IV Bpt™ _
Bernouilli, i.e. Y ;2 Brm = 1o
1 1 1 691
Bo=1, Bi=--, By=->, Bi=——, -+, Bip=——r
0 ) 1 9’ 2 6’ 4 30’ ) 12 2730

(5) En vous servant de [’égalité classique

1 =1 1
=L B )
mwcothmz Z+Z z+n+z—n

n=1

montrer que pour k > 1 entier, on a

22k—1(71)k

m2k¢(2k) = @)

By, € Q

Quelques résultats connus sur ( : la philosophie générale est que ”les fonctions L savent
tout”, reste a savoir les faire parler.

— Kummer : si p > 3 premier ne divise pas ((—1),((—3),---,((2 — p) alors p ne divise
pas le nombre de classes d’idéaux du corps Q(e%7/?);

— Mazur et Wiles : ont donné une formule faisant intervenir le groupe des classes d’idéaux
des Q(e%“/ pn), pour calculer la puissance de p qui divise exactement le numérateur de
((—2k —1);

— Rivoal : il existe une infinité de ((2k + 1) qui sont irrationnels ;

— Hypothése de Riemann : hormis les zéros triviaux en les —2n, tous les autres sont
sur la droite critique Re (s) = 1/2 : ce que l'on sait :

— les zéros non triviaux sont dans la bande critique 0 < Re (s) < 1 et méme dans une
certaine zone...



— il y a une infinité de zéros sur la droite critique;
— au moins 1/3 des zéros sont sur la droite critique.
Elle a des applications tres importantes sur la répartition des nombres premiers :

n(z) = Li(z) + O(y/x log x)

ot Li(z) := [’ 4L : le théoréme des nombres premiers donne 7 (z) ~ Li(x).
2 Int
Généralisations

— La fonction zéta de Dedekind d’un corps de nombres : soit K/Q une extension
finie d’anneau des entiers O. On rappelle que pour un idéal A de Ok, on note N ()
le cardinal de O /2. La fonction zéta de Dedekind (i est alors

Cr(s)= > N~ = [] A-N®)™)"

ACOK PCOk

ol la somme porte sur les idéaux non nuls de O et le produit sur les idéaux premiers
de Ok : si K = Q, on retombe sur la fonction ¢ de Riemann. On a les résultats suivants :
— (i admet un prolongement méromorphe a C tout entier, holomorphe en dehors d’un
pole simple en s = 1;
— le résidu en s = 1 de (i est donné par la formule analytique du nombre de classes :
. A (27T)T2hKRK
ll_{q(s 1)CK(S) - WK\/E
ou Ak est le discriminant de K, r1 et 2ry sont respectivement le nombre de racines
réelles et complexes du polynéme minimal d’un élément primitif, wx est le cardinal
du sous-groupe de torsion du groupe des unités, hx est le cardinal du groupe des
classes d’idéaux et R est le régulateur;
— (i vérifie ’équation fonctionnelle {x (s) = {x (1 — s) avec
=)

auto) = () () ot

~ sik <0,o0na(x(k) €Q;si K est totalement réel alors 7 2KQ¢(2k) € VAKQ
pour k > 1 entier.
— La fonction zéta de Hasse-Welil : soit f1, -, fn € Z[X1,- -, X4]. On définit pour
tout premier p et tout r > 1 :

Npr = o= (21, ,20) €Fpy /| fi2) =+ = fule) = 0}

ainsi que la fonction zéta

»

+o00 N.
Zy(T) = exp (Z %T’")
r=1

On a alors les faits suivants :

— conjectures de Weil prouvées par I’école de Grothendieck : Z,(T) € Q(T) et
si(f1,-+, fn)NZ =0, alors il existe M > 0 tel que si p > M, il existe des polynémes
P, p, Qi p a coefficients entiers de terme constant égal a 1 dont tous les zéros sont de
valeur absolue p~%/2 avec

2d
P, i,p(T)
ZP(T) Z]ig Q’L,p(T)



— pour ¢ fixé, en multipliant le produit Hp> M % par un produit de facteurs d’Euler
>M Q;,

pour p < M et un produit de facteurs Gamma du type 7r*(5+k)/2f(#), on construit

une fonction L;(s) que 'on conjecture vérifier les deux points suivants :

(i) Li(s) a un prolongement méromorphe a tout le plan complexe et une équation

fonctionnelle du type L;(s) = £N; °L;(i + 1 — s) oit N; est un entier dont tous les

diviseurs premiers sont < M ;

(ii) Hypothese de Riemann généralisée : les zéros et les poles de L;(s) sont tous
_ i+l ‘

sur la droite citique Re (s) = “5% (et en 4, 2 + 1 pour i pair)

— Fonctions L des formes modulaires : si I" est un sous-groupe d’indice fini de Si3(Z)
et si k € Z, une fonction f : H — C, ou H est le demi-plan de Poincaré, est dite
modulaire de poids k£ pour I, si elle est C*° et si 'on a :

(i) (2) = fixr(z) = (ez + d)~* f(72) pour tout = < b ) er;

(ii) f est a croissance lente & linfini, i.e. quelque soit v € SL9(Z), quels que soient
a < beR,il existe C' € R tel que 'on ait au voisinage de y = +00

> @) =0w0).

z€la+iy,b+iy)

On note M (I") le C-espace vectoriel des formes modulaires de poids k. Il existe en
particulier N € N— {0} tel que f(z+ N) = f(z) et comme f est C*, elle est somme de

sa série de Fourier '
f(Z) _ Z an(ﬁ y)€2mnx/N
ne”Z

Comme f est modulaire, la fonction f(qN) = f(Nm) avec gy = e2imz/N

S et on peut
écrire f sous la forme

Z an(f)dn

nez

e 2m/N ot 1a croissance lente des coefficients de Fourier montrer

avec an(f,y) = an(f)
que a,(f) =0sin <0.

Soit f = > em(f)g™ € Moy ; la fonction L de f est définie par la formule

e e _T(9)
L(f,s) Z em(f)m et on pose A(f,s) (27T)SL(f, s)
m=1

On a alors les faits suivantes :

— L(f, s) converge absolument pour Re (s) > 2k et définit une fonction holomorphe;

— A(f,s) admet un prolongement méromorphe a C tout entier et satisfait 1’équation
fonctionnelle

A(f,s) = (=1)*A(f,2k — s)

Elle est holomorphe en dehors de poles simples en s = 0 et s = 2k de résidu respectifs
—co(f) et (=1)*co(f). Par ailleurs elle tend vers 0 & I'infinie dans toute bande de la
forme a < Re (s) < b.
Par ailleurs, on a un théoréme réciproque, i.e. si (¢)men est une suite de nombre
complexe telle que la série de Dirichlet L(s) = jnozol cmm™® vérifie les faits précédents,
alors S ¢,,¢™ € Moy



Remarque : La théorie des opérateurs de Hecke permet d’avoir d’exprimer L( f, s) comme
un produit Eulérien quand f est un vecteur propre de ces opérateurs.

— Fonctions L automorphes de Langlands : a une forme modulaire comme ci-dessus,
on peut associer une représentation dite automorphe pour GGLsy. A toute représentation
automorphe de par exemple GL,, on peut associer des fonctions L qui sont les outils
essentiels pour comprendre les groupes de Galois (non abéliens).



1 Solutions

1 (1) Comme f(n)f(1) = f(n), en prenant n tel que f(n) # 0, on obtient f(1) = 1. La
série ) . f(pF)p~"* est par hypothese, absolument convergente et égale a (1 — f(p)p~*) " si

f(mn) = f(m)f(n) pour tout n, m. Pour tout entier N soit

- TL 0™

p<N k

¢’est un produit fini de séries absolument convergentes que ’on peut développer en utilisant la
multiplicativité de f, soit un(s) =), f(n)n™° ou la somme porte sur les n dont les facteurs
premiers sont inférieurs a V.

Si la série ZpE'P % converge alors la série des log(1—1/p) converge aussi et donc le produit

[1(1 —1/p)~! converge. On en déduit alors que la série >, 1/n converge, ce qui est faux.

(2) (a) On a ((s) = [[pep(l —p~) 7"

b) La multiplicativité de p est évidente. Soit n = p{*---p% > 1, on a alors
p M Y2 Dy

> uld) = +ZM)@ + > ppips) + -+ plprpr)

dn 1<i,5<r
i#j

soit

dopd)=1-CH+C2 =+ (-1)'C; =(1-1)" =0

Le cas n =1 est trivial.
On a d’apres ce qui précede
1 —s -5 2\,.—2s — -
O [Ta =) =T]Q + u@p* + u@®)p > +-+) anjlu(n)n

p p

On remarque que I'on retrouve le calcul de 3, pu(d) en étudiant I'égalité ¢ (s)% =1.

(s
(¢) On a N N N
i), = Z nn~° Zu(n)n_s = Z f(n)n™
n=1 n=1 n=1
avec f(n) = g dis(2) = p(n).

(d) est un cas particulier de (e) pour £k = 0. On a

g Zn—sznk —s in—szdk

n=1 dln

(3) On a
2 M D)9(G) = X a2 [(d)) = 2garn 1(d) f(d')
= Zd’|n f(d,)(zd% u(d)) = f(n)

Réciproquement on a

2ean T () = 2 Qa2 1(d)9(G7) = 2 aarn 1(d)9 ()
= 2 kin DI(F) = 2ok 90 oy (1) = 9(n)

Ik



Interprétation analytique : soit F(s) et G(s) les fonctions génératrices de f(n) et g(n). Si les
séries sont absolument convergentes on a :

F(s)((s) =Y fmn™) n=3 n~") f(d)=G(s)
n=1 n=1

n=1  dn
et donc - - -
F@=§3—;AWW;¥Wn%§¥WWS
avec h(n) = X, o(d)u(4) = f(n).

(4) (a) On alog((s) =3_, log(l_;,s ). En différenciant par rapport a s on obtient

('(s) log p
C(s) 2 ps—1

p

que ’on écrit sous la forme Zp logp > o7, p~". La double série >~ p~"* log p est absolument
convergente quand s > 1 de sorte que

> p " logp =Y A(n)n*
pn n

Or —('(s) =Y .2, n *logn et donc

o0

i Aln)n™% = i u(n)n™?* Z n~*logn
n=1 n=1 n=1
i n” *logn = i n-° i An)n™*
n=1 n=1 n=1

et donc

A(n) = Y p(%) logd

din

logn = Z A(d)
din

Remarque : En différenciant (~1(s) on obtient g;((?) = ﬁ;) _gs(f ) ce qui donne

Z pu(n)lognn™° = — Z p(n)n™?* Z An)n™*
n=1 n=1 n=1

et donc n
—p(n)logn = p(-)A(d)
d|n
De la méme facon en écrivant }C(/S()S )= ¢ (5)(¢"Y(s))" on obtient

A(n) == p(d)logd

dln

9



(b) Immédiat

(c) On a -
Lo o1, () =T, 407!
=[[,A—-p=+p % )
= 2nzg ln)n™
(d) On a
T =3
((2s) poT A
p n=1

2 (i) La minoration ¢(n) > n'/? est vraie si n est une puissance d’un nombre premier impair :
en effet pour p>3,onap—1>,/pet

Pl s pE 2 s k2

Pour p = 2, cette minoration est encore valable des que k& > 2. En décomposant n en facteurs
premiers, on en déduit p(n) > 1/n/2 (le coefficient 1/2 n’apparait que quand n =2 mod 4),
d’ott le résultat pour ¢ = k = 1/2.
Remarque : on peut en fait montrer que pour tout € > 0, il existe un entier N > 0 tel que
pour tout n > N, on ait p(n) > n'~¢ ce qui est équivalent & dire que 1’on peut choisir pour
k n’importe quel réel positif < 1.

(ii) Comme (p®) = (p — 1)p®~! pour a > 1 et que ¢(1) =1, on a

1
D) t=14+> (-1 p =1+ .
a>0 k>0 (p - 1) (1 -Dp )

(iii) On écrit
1 1 —1)—p®
" 1t (p )_ P
(p—1)p(1—p—) l1—ps

de sorte que quand on fait le produit sur les nombres premiers p, on trouve a droite {(s)G(s).
En utilisant le fait que la fonction ¢ est multiplicative, on vérifie qu’a gauche on obtient
> n>1 ¢(n) ™% : pour cela on écrit comme d’habitude le produit sur les p < X et la somme sur
n est restreinte aux entiers dont tous les facteurs premiers sont majorés par X, puis on fait
tendre X vers l'infini, la convergence étant assurée par la minoration de ¢(n) de (i).

3 (i) Comme ox(n) < nF, la série de Dirichlet > -, (”jl(sn ) converge (absolument et uni-

formément sur tout compact) dans le demi-plan Re s > k. Dans ce demi-plan, on a

() —k) =33 hsd e =3 n Y d =Y “’;(:L).

h>1d>1 n>1 dln n>1

(ii) Si m A n = 1, I'application (h,l) — hl définit une bijection entre les couples (h,l) ou
h est un diviseur de m et [ un diviseur de n d’une part, et les diviseurs de mn d’autre part,
de sorte que

op(mn) = > d¥ =Y "> (W) =D PN C1F = gp(n)ow(m).
hlm

dlmn hlm ln ln

10



k(at1) _
(iii) On a o1 (p®) = 1+ p* +- —i—pak:pp;ji_ll

(iv) Comme ((s) = [, (1—p~*) " et ((s—k) = [[,(1—p"*) " et que (1—p~*)(1—p*~*) =
1—p (" +1)+p"2, ona

Zak(n) =((s)¢(s—k) = H(l_(p +1)p~°p k— 25) 1

ns
n>1 p

Remarque : on peut aussi redémontrer directement cette formule a partir de la multiplicativité
de o en utilisant que

S o = e () = ! _ !
pd pF—1\1—ph=s 1—p=/ (1-pFs)(1-p*) 1-@E+1)p=+ph2

et le produit eulérien , -, ox(n)n™° = [, 3,50 o (p®)p™".

4

5 (1)

(2) t£1 = +°‘i e~ ™. Le changement de variable © = nt donne par ailleurs
f0+°° e M5~ dt = n~°T'(s) d’on le résultat.

(3) Soit ¢ une fonction C* sur Ry valant 1 sur [0, 1] et 0 sur [2,+oo[. On peut écrire f
sous la forme ¢f + (1 — ¢)f et L(f,s) sous la forme L(¢f,s) + L((1 — ¢)f,s). Or comme
(1 — ) f est nulle dans un voisinage de 0 et a décroissance rapide & l'infini, 0+OO f)ts—tat
une fonction holomorphe sur C tout entier. En outre I'(s)~! s’annule aux entiers négatifs,
de sorte que L((1 — ¢)f,s) = 0 pour n € N. Ainsi quitte & remplacer f par (1 — ¢)f, o
peut supposer f a support compact. Une intégration par parties nous fournit alors la formule
L(f,s) = —L(f’,s+ 1) si Re (s) > 1, ce qui permet de prolonge L(f,s) en une fonction
holomorphe sur C tout entier. D’autre par, on a

L(f,=n) = (=)™ L, 1) = (=)™ / e @ = (-1 500
0

d’ou le résultat.

(4) (i) D’apres la formule I'(s) = (s — 1)['(s — 1), on en déduit que ((s) = (J:f’fl U,
fo(t) = 45 et on utilise (3).

(ii) découle de (3) et de I'égalité ((s) = %

(5) On a d’une part

1 ~+00 +00 2% 1 +00
2k—1
T 15 D)
n=1 n=1 k=0 k=1
et d’autre part
2imz ; +oo : n
o efmE 1 2im , 1 (2imz)
meothmz = ZWW =4m+ P i+ ;ZB” o

n=0

d’ou le résultat.
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