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Résumé. — Un des résultats principaux de ce travail est I’absence de torsion dans la Z;-
cohomologie de la tour de Lubin-Tate lorsque [ > 2. Comme dans [7], la stratégie est globale
et repose sur I’étude des diverses filtrations de stratification du faisceau pervers des cycles
évanescents de certaines variétés de Shimura de type Kottwitz-Harris-Taylor. On montre que
les gradués, pour la filtration utilisant les morphismes d’adjonction jij* — Id, se décrivent
comme la p-extension intermédiaire de systémes locaux construits dans [I5]. Le point crucial
consiste a décrire la différence entre les p et p+ extensions de ces systéemes locaux. Pour ce
faire, on utilise la théorie des dérivées pour les représentations du groupe mirabolique d’apres
[6] ainsi que des stratifications introduites dans [10]

Abstract (The cohomology of Lubin-Tate spaces is free). — One of the main results
of this work is the freeness in the Z;-cohomology of the Lubin-Tate tower when [ > 2. As in
[7], the strategy is of global nature and relies on studying the various filtration of stratification
of the perverse sheaf of vanishing cycles of some Shimura varieties of Kottwitz-Harris-Taylor
types. We show that these graded parts, when considering only the adjunction maps jj* —
Id, are given by the p-intermediate extensions of the local systems constructed in [I5]. The
crucial point relies on the study of the difference between the p and p+ intermediate extensions
of these local systems. The main ingredients use the theory of derivative for representations
of the mirabolic group in [5] and the stratifications introduced in [10].

Introduction

Dans [7], nous avons explicité les groupes de cohomologie a coefficients dans Q; de la
tour de Lubin-Tate en étudiant le faisceau pervers W, o) des cycles évanescents d’une tour
de variétés de Shimura de Kottwitz-Harris-Taylor Xz, cf. [15], en une place v de son corps
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reflex F'. Le passage du global vers le local est fourni par un analogue du théoreme de
Serre-Tate couplé au théoreme de comparaison de Berkovich. Le but de ce travail est de
donner une Z;-version de ces résultats en élucidant du cé6té global la structure du faisceau
pervers W7 sur la fibre spéciale géométrique Xz 5 en v et en prouvant, du coté local cf. le
théoreme [[LT.4] I’absence de torsion dans la cohomologie des espaces de Lubin-Tate.

Sur Q,, pour étudier \III’@Z , nous 'avons dévissé en constituants simples P@l (my, t) décrits
comme extensions intermédiaires de systemes locaux H1g (m,, Sty(7,)) construits dans [L5].
L’action de 'opérateur de monodromie est en particulier explicite et la filtration de ¥ra,
par les noyaux itérés de la monodromie donne alors une suite spectrale

G i K L
Ey! =Herl(Vrg) = H g,
calculant les faisceaux de cohomologie de V¥, ) a partir de ceux de ses gradués.

Fait 1 — (¢f. [7) §5.8) La suite spectrale EV dégénére en E, i.e. pour tout n, le faisceau
de cohomologie H" V7, admet une filtration dont les gradués sont les H"gr?(\lll@l).

Cette observation nous fournit une stratégie pour montrer que les H"W 7 sont sans

torsion puisqu’il suffit de construire une version entiére, i.e. & coefficients dans Z;, de
la filtration de \III@ par les noyaux itérés de la monodromie, puis de montrer que les
H"gri (W17 ) sont sans torsion.

Une Z-filtration de W7 par les noyaux itérés de la monodromie est donnée dans [9] en
utilisant des morphismes d’adjonction j;"j="* — Id associés A la stratification de Newton
= Xf’g — Xz de la fibre spéciale géométrique Xz 5 de X7 a la place v, cf. le §L.3]
Cette stratégie souleve essentiellement deux problemes :

— le premier issu de la nature méme de la construction des filtrations de stratification,
qui requiere de saturer, cf. la définition [L3.11], les morphismes d’adjonction de sorte
que l'on ne contréle plus les réseaux des systemes locaux qui apparaissent et plus
sérieusement encore, les faisceaux pervers d’Harris-Taylor P(m,,t) qui interviennent
sont seulement connus a bimorphisme pres, i.e. avec la notation [[L3.8

pj:tgHT<7Tvv Stt(”t})) 4 P(an t) — p+j:tgHT(7rva Stt<ﬂ'v))-

Remarque : Nous verrons, cf. le corollaire 2.4.2] qu’en général ces deux extensions
intermédiaires p et p+, échangées par la dualité de Grothendieck-Verdier, sont dis-
tinctes et qu’identifier P(m,,t) dépend fortement de comment on filtre ¥z, cf. le
théoreme [3.3.4] : rappelons que V7 est autodual, de sorte que si une filtration fournit
pour gradués les p-extensions intermédiaires, une filtration < duale > fournira les p+
versions.

— Le deuxiéme concerne le fait que pour calculer les faisceaux de cohomologie des
grk (\I/LZ), on doit utiliser une suite spectrale qui dégénere en Fs mais pas en Fy, i.e.
certaines des fleches d*? sont non nulles sur Q, de sorte que lorsqu’on va les considérer
sur Z;, on devrait non seulement controler les réseaux, ce qui semble difficile & cause
de la saturation évoquée plus haut, mais aussi les déterminer a homothétie pres, ce
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qui semble totalement hors de portée de part la nature méme de la construction des
suites spectrales.

En ce qui concerne ce dernier point, il existe une explication géométrique qui repose sur
le fait que les strates de Newton sont < géométriquement > induites paraboliques, cf. la
proposition

XI:,? = XI:,;L,E X Py a—n(Fy) GLd(FU>7
de sorte que lorsqu’on consideére toutes les strates, on obtient naturellement, lorsqu’on
calcule des faisceaux de cohomologie, des représentations induites paraboliques lesquelles
en général ne sont pas irréductibles. Or les faisceaux de cohomologie de ¥z ne font pas
apparaitre d’induites paraboliques, ce qui explique que dans [7], apparaissent des suites
spectrales non triviales, i.e. qui ne dégénerent qu’en F5 et non en Fj.

Or il est bien connu que la théorie des représentations de G'L4(F),) repose, via la théorie
des dérivées, sur celle beaucoup plus simple du groupe mirabolique M,(F,) obtenu comme
le sous-groupe du parabolique standard Py 4_1(F},) dont[@] le premier coefficient en haut a
gauche est égal a 1. Ainsi pour 7 et 7’ des représentations de respectivement G L, (F),) et
GL4_p(F,), la restriction au groupe mirabolique de I'induite parabolique 7 x 7’ se décrit
via la suite exacte courte

0—7mx ﬂ-‘,Md—h(Fv) — (7 X ) \My(py) — Ty () X T — 0

I 0 Va—n-1

ou le premier terme est 'induite parabolique relativement a | 0 GLj U , et le
0 0 GLgp
. e 1 s . [ My U
dernier est I'induite a support compact relativement a .
0 GLgp
Fait 2 — [l existe une version géométrique de la suite exacte courte précédente, cf. [10],

qui permet de calculer directement les faisceauz de cohomologie de chacun des gri (U )
i.e. sans avoir recours a une suite spectrale, cf. aussi l’appendice B de ce texte.

L’idée consiste & considérer pour une strate X7 1

J#c 71’ — X%?c — 71’ = XI XSpecOv Spec@v,

,S
et, plus généralement, pour tout h > 1 et toute strate < pure » Xz ’g‘tl

> > >
>h >htl , x>h

=h . -
J#e - X151, Lsc 5T Xzs.

Le point essentiel est que 3# et j;f sont affines, cf. le lemme 2. 1.2 et la suite exacte courte

La théorie classique des dérivées pour les représentations du groupe mirabolique, est uti-
lisée pour montrer que des extensions scindées entre (Q-faisceaux pervers d’Harris-Taylor,
restent encore scindées sur Z; pourvu qu’on filtre ¥7 dans < le bon ordre >.

1. Dans [5] le sous-groupe mirabolique est défini en imposant la derniére colonne égale & (0,---,0,1).
On passe alors de cette définition a la notre via g + o(‘g~ o1 ol o est la matrice de permutation
associée au cycle (12 --- d).
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Le théoréme principal [I.1.4] est donc I’absence de torsion dans la Z;-cohomologie des
espaces de Lubin-Tate lorsque [ > 2, résultat qui permet par exemple de compléter les
résultats de [11] §4.3. Signalons aussi que 'hypotheése [ > 2 n’intervient que marginalement
dans les preuves de 2.4.1] et 3.3.1] et il devrait étre raisonnablement pas trop difficile de
trouver un argument pour couvrir le cas [ = 2.

Citons par ailleurs les résultats globaux obtenus dont I'auteur pense qu’ils devraient étre
utiles.

Premier résultat global (cf. la proposition[2.41)) :

Soit 7, une représentation irréductible supercuspidale de GL4(F,) pour1 < g < d, telle que
sa réduction modulo | soit encore supercuspidale. Alors pour tout systeme local d’Harris-
Taylor associé a un tel m,, les deux extensions intermédiaires pour p et p+ sont isomorphes.

Remarque : Lorsque g = 1, i.e. quand m, est un caractere, la preuve est essentiellement
formelle, cf. le lemme 216 et la propriété a été utilisée par exemple dans [11]. Le cas
général prouvé ici permet ainsi de remplacer les hypotheses de loc. cit. portant sur les
caracteres par des représentations irréductibles cuspidales dont la réduction modulo [ est
supercuspidale.

Dans le cas ou la réduction modulo [ de m, est simplement cuspidale et plus
nécessairement supercuspidale, le corollaire [2.7.9 décrit, pour un systéme local d’Harris-
Taylor associé a m,, la [-torsion du conoyau de la p-extension intermédiaire dans la
p+-extension intermédiaire a l'aide de la réduction modulo | de la représentation de
Steinberg Sty(m,) donnée dans [8].

Deuxiéme résultat global (cf. proposition[2.1.8) :
Les faisceauz de cohomologie des p-extensions intermédiaires des systemes locaux d’Harris-
Taylor sont sans torsion.

Ce fait revient aussi a dire, cf. le corollaire Z2T.9, que les gradués de la filtration de stra-
tification exhaustive de l’extension par zéro d’un systeéme local d’Harris-Taylor sont des
p-extensions intermédiaires de systeémes locaux d’Harris-Taylor en dimension inférieure.
Avec les notations de 'appendice [B.I], une troisieme formulation équivalente, cf. [11] pro-
position 5.2.2, en utilisant les surjections

G 9T (7, T X Spehy () @ 22 = 2 R HT (7, T, X Spehy (7)) @ 2472,

revient a la donnée de la résolution suivante, cf. (B.1.7)

0= j=9HT(m,, I, X Speh,_,(m,) @ EF — - —
5D T (e, 11, X Spehy () ® ZF — 7 VI BT (7, 1L, X 7)) @ 23
— j YHT (7, 11,) — P59 HT (m,,II,) — 0,

qui permet par exemple de calculer les groupes de cohomologie des faisceaux pervers
d’Harris-Taylor 75, HT (r,,1I;) et donc de voir qu’ils sont sans torsion.

Troisiéme résultat global (cf. le théoréme[3.3.7) :
La filtration de stratification exhaustive de W définie dans [9] a l'aide des seuls morphismes
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d’adjonction 5j* — 1d (resp. Id — j.5%) admet pour gradués les extensions intermédiaires
pour la t-structure p (resp. p+) des systémes locaux d’Harris-Taylor.
Remarque : Dans [12] on utilise ce résultat en se limitant aux caractéres. Le cas général
permet alors de relacher les hypotheses de loc. cit.

Une formulation équivalente comme précédemment s’écrit, avec les notations introduites

au §3.3] sous la forme de résolutions cf. (3.3.0)

su—t

0— j!ZSu(Q).‘]u(Q)}]‘j‘*(,ﬂ.v7 LT’]T,U (t o 1’ SH(Q) _ t)) ® =
GO BT (x,, LT (= 1,2) @ 2 — GO BT (7, LT (- 1,1) @ 22
s j!:tg“(Q)HT(WU, Sty(m,)) —> grfg“(g)(‘l/g) =0,
d

ou 7, est une représentation irréductible cuspidale de o-type u, avec 1 < ¢ < su(0) = | ; (g)J

et ot on renvoie a [A.1.4] pour la définition des représentations LT (¢t — 1,r). Comme

précédemment, cela équivaut, a partir des résultats sur Q; dans [7], a dire que les faisceaux

tgu (o)

de cohomologies de gr,7"

(¥,) sont sans torsion.

En ce qui concerne 'organisation du papier, les notations sur les représentations sont
données dans I'appendice A. Les résultats des lemmes et propositions de cet article concer-
nant les Z-faisceaux pervers libres sont, d’apres [7] et [9], déja connus sur @, : ceux dont
nous avons besoin, sont rappelés en appendice B avec quelques compléments autour de
Ieffet des morphismes j;gl jzf’*, ingrédient clef de cet article.

Mentionnons aussi la these de H. Wang qui, par voie purement locale en se ramenant
aux travaux de Bonnafé et Rouquier [6] sur la cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig,
montre la liberté de ’étage modéré de la cohomologie de la tour de Drinfeld. En utilisant le
théoreme de Faltings-Fargues, son résultat correspond au cas des représentations cuspidales
de niveau zéro.

Enfin je tiens a exprimer mes plus vifs remerciements a J.-F. Dat qui a notamment
trouvé une erreur dans une premiere version de ce travail et qui a, par la suite, permis que
la présentation des arguments devienne plus accessible.

Table des matiéres
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3.1, Décomposition supercuspidald. ... .......oooeunieieeeie ... 29

3.2. Preuve de la proposition | R 32
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13.2.5. Cas @6néral. .. .......... .. 47

1. Rappels géométriques

Dans tout ce texte, les lettres p # [ désigneront deux nombres premiers distincts, d un
entier strictement positif et A au choix une extension algébrique de Q; comme par exemple
@Q,, Panneau des entiers d’une telle extension, comme par exemple Z" ou une extension
algébrique de F;, comme par exemple [F;.

1.1. Espaces de Lubin-Tate. — On désignera par K une extension finie de Q,, Ok
son anneau des entiers, d’idéal maximal Pk, wx une uniformisante et kK = Ok /Pk son
corps résiduel de cardinal ¢ = p’. L’extension maximale non ramifiée de K sera notée K™
de complété K™, d’anneau des entiers respectif Opcnr et Ofnr. S0it Y 4 le Og-module
de Barsotti-Tate formel sur & de hauteur d, cf. [I5] §II. On considére la catégorie C' des
Ok-algebres locales artiniennes de corps résiduel &.

1.1.1. Définition. — Le foncteur qui a un objet R de C' associe 'ensemble des classes
d’isomorphismes des déformations par quasi-isogénies sur R de X 4 munies d'une struc-

. , , - i(h
ture de niveau n est pro-représentable par un schéma formel Mpr 4, = [liez M(LT)dn

. ok . . . Ca
ol M(LT)dn représente le sous-foncteur pour des déformations par des quasi-isogénies de
hauteur h.
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Remarque : chacun des M\(L]Zjl)“dm est non-canoniquement isomorphe au schéma formel
/(/l\g)%,dm noté Spf Def,,, dans [7]. On notera sans chapeau les fibres génériques de Berko-
vich de ces espaces; ce sont donc des K™ -espaces analytiques au sens de [3] et on note
d/K N 7
MUE = Migan® g K.
Le groupe des quasi-isogénies de Y 4 s'identifie au groupe Dy ; des unités de I'algebre
a division centrale sur K d’invariant 1/d, lequel, par définition, agit sur MdL/TKn Pour tout
n > 1, on a une action naturelle de GL;(Ok/PJ) sur les structures de niveau et donc
sur MCLUT{(”; cette action se prolonge en une action de GLg(K) sur la limite projective

lgmM%/TKn. Sur cette limite projective on dispose ainsi d'une action de GL4(K) x D ; qui
n ’ )

se factorise par (G’Ld(K ) X Dfﬂd) /K> ou K* est plongé diagonalement.

1.1.2. Définition. — Soit Wi, ;. ~ Hi(M(L()%7d7n®IgnT?, A) le A-module de type fini
associé, via la théorie des cycles évanescents de Berkovich, au morphisme structural

0

MLT,d,n — Spf @?{T

. ; ; d/K ; . ;
i . It i _ i
On notera aussi U 5 4, := H (M7, A) et on pose Uy 4 = lim Uy 5 4, de sorte que

Rn = Ker(GLa(Ox) — GL4(Ok/Pf)) étant pro-p pour tout n > 1, on a Uje s 4, =
(U}E,A,d)ﬁ”-

1.1.3. Notation. — Considérant U’ comme une représentation de DIX(,d7 d’apres

K,Zl,d,n
7 = _ Iy YT i :
[A.3.8, pour T € Ry, (d), on note U ,, = U7 g PUs ULy = hm: U ,,. On notera aussi

UL free le quotient libre de UL .

T

La description de la @,-cohomologie de ces espaces de Lubin-Tate est donnée dans [7]
théoreme 2.3.5. Le résultat principal que nous avons en vue est le suivant.

1.1.4. Théoréme. — Pour tout h > 1 et pour tout 0 < i < h — 1, le Z;-module L{;Ehh

est sans torsion.

1.2. Géométrie de quelques variétés de Shimura unitaires simples. — Soient
E/Q une extension quadratique imaginaire, F'*/Q une extension totalement réelle dont on
fixe un plongement réel 7 : F* < R; on pose F' = F"E le corps CM associé.

1.2.1. Notation. — Pour toute place finie w de F', on note F,, le complété de F' en cette
place, O,, son anneau des entiers d’idéal mazimal P, et de corps résiduel k(w). On notera
aussi Oy, 'anneau des entiers d’une cloture algébrique F,, de F,,.

Soit B une algeébre a division centrale sur F' de dimension d? telle qu’en toute place
x de F, B, est soit décomposée soit une algebre a division et on suppose B munie d'une
involution de seconde espéce * telle que x| est la conjugaison complexe c¢. Pour § € B*="1,
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on note fz linvolution x — 2% = Bx*3~1 et G/Q le groupe de similitudes, noté G, dans
[15], défini pour toute Q-algebre R par

G(R) ~{(\,g) € R* x (B” ®g R)* tel que gg** = \}
avec B? = B ®p. F. Si z est une place de Q décomposée x = yy° dans E alors

G(Q.) = (BY)" x QF ~Q; x [[(B),

ou z = []; 2; dans F'T.
Dans [15], les auteurs justifient 'existence d'un G comme ci-dessus tel qu’en outre :
— si x est une place de Q qui n’est pas décomposée dans F alors G(Q,) est quasi-
déployé;
— les invariants de G(R) sont (1,d — 1) pour le plongement 7 et (0, d) pour les autres.

1.2.2. Notation. — On suppose que
— p est décomposée p = uu® dans E et on note vy, vy, -+ ,v,, les places de F' au dessus
de u,
— et qu’il existe au moins une de ces places, mettons vy que l'on notera v, telle que

(BP)* ~ GL4(F,).

Pour tout sous-groupe compact U? de G(A>?) et m = (my,---,m,) € Z%,, on pose

UP(m) = UP x Z; x [[Ker(Of, — (Op, /Py)")
i=1
1.2.3. Notation. — On note T l’ensemble des sous-groupes compacts ouverts UP(m) tels
qu’il eziste une place x pour laquelle la projection de UP sur G(Q,) ne contienne aucun
élément d’ordre fini autre que lidentité, cf. [15] bas de la page 90. Pour m comme ci-dessus,
on a une application my : T — N.

1.2.4. Définition. — Pour tout I € Z, on note X; — Spec O, < la variété de Shimura
associée a G > construite dans [15] et X7 = (X[)sez le schéma de Hecke relativement au
groupe G(A>), au sens de [7]

Remarque : les morphismes de restriction du niveau r;; : X; — X sont finis et plats. et
méme étales quand my(J) = my(1).

1.2.5. Notations. — (cf. [7] §1.3) Pour I € Z, on note :
— X1 la fibre spéciale de X1 et X;5:= X4 % SpecF, la fibre spéciale géométrique.
— Pour tout 1 < h < d, X%Q (resp. Xil) désigne la strate fermée (resp. ouverte)
de Newton de hauteur h, i.e. le sous-schéma dont la partie connexe du groupe de
Barsotti-Tate en chacun de ses points géométriques est de rang > h (resp. égal a h).
— On notera aussi ng = X7.
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Remarque : pour tout 1 < h < d, la strate de Newton de hauteur A est de pure dimension
d — h; le systeme projectif associé définit alors un schéma de Hecke X; " (vesp. XZ%) pour
G = G(A*>), cf. [15] 111.4.4, lisse dans le cas de bonne réduction, i.e. quand m; = 0.

1.2.6. Proposition. — (cf. [15] p.116) Pour tout 1 < h < d, les strates X7 sont
géométriquement induites sous l'action du parabolique Py 4-p( . au sens ou il existe
un sous-schéma fermé XI:fL— tel que :

XI:7£L ~ X h Ph,d—h(ov//]j:nl) GLd(Ov/PZ)nl).

Islh

. . > s .
Pour h =0, on ne dispose que d’une unique strate et X="— désignera encore X7.
) 7,519

Soit G(h) le groupe de Barsotti-Tate universel sur X~ hlh :

0—G(h) — G(h) — G(h)*" =0

ou G(h)¢ (resp. G(h)®) est connexe (resp. étale) de dimension h (resp. d — h). Notons
by ¢ (P;™/0,)% — G(h)[p™] la structure de niveau universelle. Notant (e;);<i<q la base
canonique de (P, ™ /0,)?, la strate de Newton XI:S?— est alors définie par la propriété que

s9sLh

{Lm1<€i) c1<i < h} forme une base de Drinfeld de G(h)¢[p™].

1.2.7. Notation. — Dans la suite, et afin de ne pas alourdir les notations, on confon-
dra un élément a € GL4(F,)/Pya—n(F,) avec le sous-espace vectoriel (a(er),--- ,a(ep))
engendré par les images par a des h premiers vecteurs ey, --- ,ep de la base canonique de
F2. On notera P, := aPyq_na™t le parabolique stabilisant a C F¢

1.2.8. Notation. — Pour h =1 et c € GLy(F,)/P1a-1(F,), M.(F,) C P.(F,) désignera
le sous-groupe mirabolique associé au sens de [’introduction, i.e. constitué des éléments
induisant l'identité sur le sous-espace c.

Pour tout idéal I € Z, I'élément a € GL4(F,)/Pra—n(F,) fournit un facteur direct a,,,
de (P, ™ /O,)" et donc une strate X" . Dans le cas oit a € GL4(O,), la strate X7

1,5,a
s’obtient aussi comme l'image par a de X ST

Remarque : X771 I.sa Peut se définir dlrectement en demandant que pour (fi,-- -, fn) une base

de a,,_1, {Lml(fl) : 1 < i < h} forme une base de Drinfeld de G(h)[p™].

1.2.9. Nota,tz'on — Pour tout a € GL4(F,)/Pya—n(F,), on notera Xlz’sfl,a ladhérence
dans X de XI . On dira d’une telle strate qu’elle est pure.

Remarque :

I s a\X
be GLy( v)/Ph’7d—h’(F ) tel qu’avec les notations précédentes, G, C by, .

7 . 2 . — !
Isa Sécrit comme la réunion des strates X7l pour h < W < d et

2. cf. lappendice [Al pour les notations
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Remarque : Le systeme projectif <X1:gﬂ) 1e7 définit un schéma de Hecke XI:’S_‘E pour
G(A>®") X Py g_n(K) ot P q_pn(K) agit a travers le quotient Z x GL4_,(K) de son Levi,

via l'application ( g(; gtt ) — (v(det g¢), g¢). On dira de I'action de GLy(F,) qu’elle est

(2

infinitésimale. Le groupe de Weil W, en v agit sur (X;'—)rer via son quotient — deg :

h
W, — Z ou deg est la composée du caractere non ramiﬁlgyclihe W,, qui envoie les Frobenius
géométriques sur les uniformisantes, avec la valuation v de K.

Dans la suite du texte, nous utiliserons de maniere cruciale la situation suivante relati-
vement au choix de a € GLy4(Fy)/Pra—n(F,) et ¢ € GL4(Fy)/Pry1,a—n—1(Fy) tels que a C c.

Pour tout g > 1 on introduit les strates suivantes.

'_ htg >htg
— Soit XI 9 la réunion de strates pures XI = U Xrsp’s et Xzg.? son
b: cCb
dim b=h-+g
adhérence.
1 .
— Pour tout I € Z, on a une inclusion de strates pures X; f e X! 5. €t on utilisera
>h+1 x=h >h
le schéma XIM\XI—SZL ainsi que pour g > 1 : Is:g\Xls:g
>h+tl

Remarque : lorsque I varie dans Z, le systéme des X7 s a\X n’est pas projectif. Prenons

I1,5,c
par exemple h = 1 avec a = (e1) et ¢ = (e1,e). Pour b = (e1, e5 + wjes) alors X732, est

>2 . .
contenu dans XI sa \ X7s,. siet seulement si m; > 3.

1.2.10. Notations. — Avec la convention que i (resp. j) correspond d une immersion
fermée (resp. une inclusion ouverte), on note

MoXEE e X7L b X7, X7 Mo XTh JEt e XTh e s X2

S

L»<X}

Y s,a 59

ainst que
i=h 2h+1 >htg . y=htg >htg
Ja—c * Isa \ XI ,8,C — XIsa? et Je . XI,E,C — XIsc .

Pour tout g > 1, on introduit aussi

-h+g >h+g >h+g >h+g
]ac- 1,5,a \Xls,c — X

1,50 *

Remarque : lorsque a = 1j,, on utilz’semj 9 pour désigner thrg

Enfin afin de de n’avoir que des faisceaux sur ng on utzlzsem aussi la notatzon.

.—h ._ :h >h o .=h+g -h+g -h+g
T =14" o g=", j#c. zlh 917(:’ Jpe = =3 ©Jze -

. , .=h
Remargue : On renvoie le lecteur au §B.3 pour des compléments sur j,

3. Contrairement aux préconisations précédentes, ne sont pas des inclusions ouvertes.

59 IS 1y I7§7E7
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1.3. Filtrations de stratification d’aprés [9]. — Soient S le spectre d'un corps fini
et X un schéma de type fini sur S, alors la ¢-structure usuelle sur D(X, A) := D2(X, A) est

AeDX,\) & Vo e X, HFi3A=0, Vk > —dim {z}
AePD(X,A) & Vre X, HMNLA=0, Vk < —dim {z}

olt i, : Speck(z) — X et H¥(K) désigne le k-iéme faisceau de cohomologie de K.
1.3.1. Notation. — On note PC(X, A), ou simplement PC quand le contexte est clair, le

ceeur de cette t-structure. Les foncteurs cohomologiques associés seront notés PH' ; pour un
foncteur T, on notera PT :=PH o T.

Remarque : PC(X,A) est une catégorie abélienne noethérienne et A-linéaire. Pour A un
corps, cette t-structure est autoduale pour la dualité de Verdier. Pour A = Z;, on peut
munir la catégorie abélienne Z-linéaire PC(X,Z;) d'une théorie de torsion (7,F) ou T
(resp. F) est la sous-catégorie pleine des objets de [*°-torsion T (resp. [-libres F') | i.e. tels
que V17 est nul pour N assez grand (resp. [.1p est un monomorphisme).

1.3.2. Définition. — Soit d’apres [17], la t-structure duale

"X, Z) = {A € DX, L) : PHN(A) € T}
PD(X, 7)) = {A € PD>(X, Z) : PHO(A) € F}

de coeur P7C(X,Z;) muni de sa théorie de torsion (F, T[—1]) < duale > de celle de PC(X, Z;).

Remarque : pour j : U — X <= F : i avec U ouvert de complémentaire F', la t-structure
ainsi définie sur X muni de la théorie de torsion précédente, est obtenue par recollement a
partir de celles sur U et F' selon la recette

PDO(X,A) == {K € D(X,A): j*K € PDSO(U, A) et i*K € PD<O(F,A)}
PD20(X,A) = {K € D(X,A): j*K € *D=(U,A) et 'K € "D>°(F, A)}.

ou les théories de torsion sont reliées par

T:={P e"C(X,\): "i"P €Tpetj P €Ty}
F:={PePC(X,\): Pi'Pe Fretj*Pc Fy}

1.3.3. Définition. — (cf. [9] §1.3) Soit
F(X,A) == C(X,A) NP*C(X, A) = PD=O(X, A) 0 P*D=(X, A)

la catégorie quasi-abélienne des faisceaux pervers < libres » sur X a coefficients dans A.
On identifiera aussi F(F,A) avec son image dans F (X, A) via le foncteur i, = iy = iy,.

1.8.4. Lemme. — (cf. [9] lemme 1.3.11) Pour j : U — X un ouvert, on a
PERF(UA) € F(X,A) et P F(UA) C F(X,A).
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Remarque : si ji est t-exact alors, cf. [9] proposition 1.3.14, j, = Pj = P*j et donc
MFU,A)) € F(X,A). Dapres le lemme B.3.1] ce sera en particulier le cas pour les
j=" du paragraphe précédent.

1.3.5. Lemme. — Soit L € F(X,A) tel que jij*L € F(X,A), alors i,PH™%*L est nul
pour tout 6 # 0,1 ; pour 6 =1 c’est un objet de F(X, A).

Démonstration. — Partons du triangle distingué j7*L — L — 4.2*L ~». En utilisant
la perversité de L et j7*L, la suite exacte longue de cohomologie perverse du triangle
distingué précédent s’écrit

0— i."H "L — Pjij*L — L — i.”H%* L — 0.
La liberté de ,H~'i* L découle alors de celle, par hypothése, de Pj,5*L = jj*L. O

Rappelons, cf. [9] §1.3, que tout morphisme f: L — L' de F(X, A) possede :

— un noyau Kerz f qui est le p-noyau de f, i.e. dans PC(X, A);

— un conoyau Cokerz f qui est le p+-conoyau de f, i.e. dans PTC(X,A);

— une image Imz f qui est la p+-image de f;

— une coimage Coimzf qui est la p-image de f;
tels que 0 — Kerr f — L — Coimzrf — 0 et 0 — Imz f — L' — Cokerr — 0
sont des suites strictement exactes de F(X,A), ou le qualificatif strict est rappelé dans la
définition suivante.

1.3.6. Définition. — Un morphisme [ : L — L' de F(X,A) est dit strict et on note
f: L= L' sila fleche canonique Coimgf — Imz f est un isomorphisme.

Remarque : un monomorphisme f : L < L’ dans PC(X, A) entre faisceaux pervers libres, est
strict si et seulement si son conoyau dans PC(X, A) est libre. Cela revient aussi & demander
que f est un monomorphisme de P*C(X, A).

1.3.7. Définition. — Un bimorphisme de F (X, A) est un monomorphisme qui est aussi
un épimorphisme.

Exemple : Coimzf — Imz f est un bimorphisme.

1.3.8. Notation. — On notera L —» L' un bimorphisme de F(X,A). Si en outre le
noyau dans P*C(X,A) est de dimension strictement plus petite que celle du support de L,
on notera L — L.

Remarque : tout morphisme f: L — L' de F(X, A) admet, cf. [9] proposition 1.3.7, une
factorisation canonique L — Coimzf — Imz f —— L.
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1.3.9. Définition. — Pour L un objet de F(X,A), on dira que
L1CL2C"'CL62L

est une F-filtration si pour tout 1 <i <e—1, L; — L;,; est un monomorphisme strict.

Pour L € F(X,A), on considere le diagramme suivant

L

PG L P L P L Pt L

ou la ligne du bas est, cf. la remarque suivant 1.3.12 de [9], la factorisation canonique de
P*5i* L — Pj,5*L et les fleches can, j, et can, ;, données par adjonction.

1.3.10. Définition. — On note Py = i,"H;; i*j.j*L = Ker;(”j;j*L —» pj!*j*L).

Avec les notations du diagramme ci-dessus, on pose
FilOUv!(L) =Img(can; ) et Fil(}}!(L) = Im;<(can!,L)|pL>.

Remarque : d’apres le lemme 2.1.2 de [9], Fil(}}!(L) C FilOUv!(L) C L est une F-filtration au
sens de 39}, avec L/ Fil}), (L) ~ i.7%i* L et Pji.j* L —» Fil};,(L)/ Filg) (L), ce qui d’apres
le lemme 1.3.13 de [9] donne un triangle commutatif

P L Fill (L) Filgh(L)

\7. Wr

P+, 5% L.

1.3.11. Définition. — La filtration Fila},(L) C FilOUv!(L) C L est dite saturée si can,
est strict i.e. si Fil?“(L) = Coimg(cany ).

Soit X un schéma muni

— d’une stratification & = {X = X2 D X225 ... D X=¢} et

— de la donnée pour tout 1 < h < e d’un ensemble fini .Z(h) de classes d’isomorphismes
de Q,-faisceaux localement constants irréductibles sur X=" := X 2" — XZ"*+1 tels qu’en
notant j=" =" 0 j2h avec j2h : X7 s XZh et it X2M s X

VL € Z(h), R"jI"L est (6,.%) — constructible

AY . . N — / . . Ve 7/ . .
au sens ou sa restriction & tous les X=" est une extension itérée finie de faisceaux
irréductibles localement constants appartenant a .2 (h’).
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1.3.12. Notation. — On note DY 4(X,Q,) la sous-catégorie pleine de D°(X,Qy)
des complezes dont les faisceaur de cohomologie sont (&,.L)-constructibles au sens
précédent ainsi que PCs,2(X,Q,) la catégorie abélienne des Q,-faisceauz pervers (&, L)-
constructibles.

1.8.13. Définition. — Un faisceau pervers P € PCg (X, Q;) est dit a support dans
XZ=" si h est le plus petit entier 1 < r < d tel que j="*P est un systéme local non nul. Un
faisceau pervers libre P € F(X, A) sera dit a support dans X=" si P®z Q €%Cs »(X,Q)
I’est au sens précédent.

Remarque : dans la suite on appliquera ces définitions pour la stratification de Newton
de la fibre spéciale d’une variété de Shimura de Kottwitz-Harris-Taylor, nous ferons alors
disparaitre & des notations, avec £ constitué des systemes locaux d’Harris-Taylor. La
propriété de stabilité de . par les foncteurs Rj;" découle des résultats de [7]. Dans cette
situation on dira que P est a support dans XIZ’,; 4 s'il est a support dans XIZI; et si pour
toute strate pure X%?a, j=h*P est un systéme local non nul si et seulement si a € A.

On cherche a présent a construire des filtrations d'un L € F(X, A) tel que L ®z Q €

PCs.2(X,Q,), & laide de la stratification &.

1.3.14. Définition. — Soit L € F(X,Z) tel que L®z Q; € "Cs »(X, Q). On dira d'une
F-filtration

0 =Fild(L) C Fil§(L) C Filg(L)--- Cc Fil§ (L) c Filg(L) = L,

quelle est de type &, si pour tout k et h tel que gri(L) est & support dans X=" le
morphisme d’adjonction
T T s (L) — ere (L)

est un épimorphisme, pas nécessairement strict, de F (X, A).

1.8.15. Définition. — Pour 1 < h < e, on note X'Sh := X=1_ X2htl o jish . X1 <h oy
X=1 Pour L € F(X,Z;) soit

Filg, (L) := Imz (w&ﬁr JIE*L — L).

1.3.16. Proposition. — (cf. [9] §2.2) La définition précédente munit fonctoriellement
tout objet L de F(X,A) d’une F-filtration de type &, dite de stratification

0 = Filg, (L) C Filg,(L) C Filg,(L)--- C Filg,'(L) C Filg,(L) = L.

1.3.17. Définition. — On dira que L est &-saturé si pour tout 1 < r < e—1le
morphisme d’adjonction P*j'S"j1<"* [, — L est strict, i.e. si

Filg (L) = Coimyz("*5'<"j'<""L — L).
Autrement dit si pour tout 1 <r <e— 1, %"™1*[ est un objet de F(X,A).
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Remarque : les filtrations de type &, ne sont, en général, pas assez fines. Dans [9] proposition
2.3.3, en utilisant les Fil,}},, on construit de fagon fonctorielle la filtration exhaustive de
stratification de tout objet L de F(X,A),

0=Fillg} (L) C Fillgy (L) € -~ C Fill (L) C --- C FillZ, "(L) = L, (1.3.18)

telle que tous les gradués grrf sont libres et sont, sur @, simples, i.e. vérifient
Pj=hi=hrorrh otk ot X2" est le support de grrf. Décrivons rapidement la
construction de loc. cit. :

— on commence par regarder le morphisme d’adjonction 7571~ L — L dont le
conoyau () donnera des gradués pour des indices strictement positifs alors que 'image
dans L du noyau P; de P*j71=* L — P5i=15=1* [, donnera des gradués pour des
indices strictement négatifs, le gradué d’indice 0 sera tel que Pji;1j=5* L — grO&! (L).

— On passe alors a la strate suivante Xf% pour P; et Q. Pour F' := P, (resp. F :=
Q1), on considere P*j72j=2*F — F. Le conoyau de ce morphisme donnera des
gradués pour les indices —2°72 < k < 0 (resp. 2°72 < k < 2°71), alors que le noyau
de P*j72j=2*F — Pj=2j=2*F donnera des gradués pour les indices strictement
inférieurs & —272 (resp. 0 < k < 2¢72); le gradué d’indice k = —2°72 (resp. k = 2°72)
vérifiant Pj 2= F —» grg,(L).

— On traite ainsi toutes les strates jusqu’a h = e.

Dualement en utilisant can, ;, avec

CoFil, (L) = Coimy <L el jlﬁr’*L),
on définit une cofiltration
L = CoFilg . 4(L) = CoFilg.,4_1(L) = - -+ = CoFile_,.1(L) — CoFilg..o(L) = 0,
et 0= Fil;*(L) C Fill™%(L) C -+ C Fil)(L) = L ot Fil;"(L) := Kerz(L — CoFil, ,(L)).

1.4. Rappels sur les faisceaux pervers de Hecke. — Soit X7 = (X[);e7 un schéma
de Hecke pour (G,Z) au sens du §1.2.2 de [7], pour G = G(A>*") x P(F,) ou P(F,) est un
sous-groupe de G(F,) ~ GL4(F,). Rappelons que
— X7 est un systeme projectif de schémas relativement a des morphismes dits de res-
triction du niveau [1],; : X; — X/, finis et plats;
— pour tout g € G et tous J C I tels que g~'Jg C I, on dispose d'un morphisme fini
(g1 : X; — X vérifiant les propriétés suivantes
—pour g € I et J C I, [glyr = [1ss;
— pour tous ¢g,¢' € G, et tous K C J C I tels que g~ 'Jg C I et (¢)"'Kg C J, on
a 991k = [glsrolglxs : Xk — Xy — Xp.
La catégorie FPHg(Xz; A) (resp. FHg(Xz; A)) des faisceaux pervers (resp. des faisceaux)
de Hecke sur Xz a coefficients dans A est définie comme la catégorie dont :
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— les objets sont les systemes (Fj);ez ou F est un faisceau pervers (resp. faisceau) sur
X; & coefficients dans A, tels que pour tout g € G et J C I tel que g~ *Jg C I, on
dispose d’un morphisme de faisceaux sur Xy, wyr(g) : Fr — [g]sr+Fs soumis a la
condition de cocycle uk 1(9'g) = [g]sr(uK s(9")) o usr(g);

— Les fleches sont les systemes (f; : F; — F7)er avec des diagrammes commutatifs :

u,1(9)

Fi “ [9]5.1.4(FJ)

Lf[ \L[g].l,l,*(f.l)
ug,1(9)

Fi [9)5,1.4(F7)

Remarque : par rapport a [7] §1.3.7, on a supprimé les conditions (ii) et (iii). Les proposi-
tions 6.1 et 6.2 de loc. cit. sont encore valables, i.e. FPHg(Xz; A) et FHg(Xz; A) sont des
catégories abéliennes munies de foncteurs ji, i (resp. Rjy, ix, resp. j,, Ri') qui sont t-exacts
a droite (resp. t-exacts, resp. t exacts a gauche) avec les propriétés d’adjonction habituelles,
de sorte que l'on se retrouve a nouveau dans une situation de recollement.

Pour A = Z;, comme les [g]ss. sont t-exacts, les théories de torsion & chaque étage
munissent FPHg(Xz; A) d'un < systéme > de théories de torsion et donc d’un < systéme > de
t-structure p+, i.e. a chaque étage.

1.4.1. Notation. — On notera F(Xz,7,;) la catégorie quasi-abélienne des faisceauz per-
vers < libres > de Hecke, i.e. le systéme de Hecke des F(Xp,Z;) pour I € L.

2. Sur les faisceaux pervers d’Harris-Taylor

On renvoie le lecteur a 'appendice [B.1l pour les rappels sur les systémes locaux d’Harris-
Taylor. On consideére dans cette section, un Z;-systéme local d’Harris-Taylor H Ty, 1)
associé a une représentation irréductible cuspidale 7, de GL,(F),) et II, une représentation
quelconque, qui ne jouera aucun role, de G L, (F),) ot on a aussi posé h = tg. On entend
par la qu'on a fixé un Z;-réseau stable par I’action de Py a-n(F,). Le but de cette section
est, en particulier, de prouver que les faisceaux de cohomologie de pj%f'!*H T (my, I1;) sont
sans torsion.

2.1. Rappel sur les stratifications miraboliques. — Soit F' un faisceau pervers libre
sur XIZZE tel que jlz—hh’*F est de la forme HT(m,,Il;). On note Pp := i lp—Lih e

avec
0 — Pr — jj " F — F = 0. (2.1.1)

s >ht1 >h
On considere alors comme dans [10] une strate pure X720 C X~ et on note pour

7,515’
tout 7,6 > 0 :
h4+r<+0 | y>h+r+6 >h+r
e : XI@C C XI,E,E'
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Soit alors le triangle distingué

];ﬁc Ij;éc PF N PF N Zthl h+1 *P —~
2.1.2. Lemme. — Le complexe i"*1* Py est un faisceau pervers libre.

Démonstration. — On reprend la preuve de la proposition 6.2 de [10]. Comme F est de la
forme 2}1‘— F’, il suffit de montrer que
h*
IS0 (pa 1 h<H1x p
Zlh, ( H 1h F )
est p-pervers sans torsion. Pour ce faire, on utilise la suite spectrale
B = payrihriseos (pHSi’f—f“’*F’) gy St

1hc 1}16

) )

Comme jih est affine, d’apres le lemme [[L3.75] p?—[si?—f“’*F’ est nul pour tout s < —1; la
surjectivité j1> h, j1> M F , implique aussi la nullité pour s = 0. Ainsi la suite spectrale

précédente degenere en Fy avec

pHr h<+41, *F/ ~ pHr+1 .h+1<40, *(pH 1 h<+1 *F/)

Th,c Th,c 1h
De la méme fagon, comme j ; X;:lh X;?ng X>h est affine, PH"i ?<:1 “F' est
nul pour r < —1 et sans torsion pour r = —1 d’apres le lemme 35, d’ou le résultat. O

Ainsi le triangle distingué précédent s’écrit sous la forme d’une suite exacte courte
0 — jZhjon* Pp — Pp — il T4 Pp — 0. (2.1.3)
Considérons dans un premier temps, le cas ot F = pj%?!*HTE(ﬂU,Ht). Dans [10] pro-
position 6.4, on montre que sur Q;, on a
it Pr @7, Q 7 (tH)g]Z(Hl)g’*PF ®7, Q.

L’objectif principal de cette section est ainsi de démontrer que cet isomorphisme est encore
valable sur Z; sachant qu’a priori on sait simplement que

Jc E:f+1)gj;(t+1)g,*PF - i?+1’*PF S Jc ()}f‘l’l)gjc:(t-f—l)g,*PF'

Des suites exactes courtes (ZI1.1]) et (2.13), on en déduit le lemme suivant qui nous
ramene ainsi, en raisonnant par récurrence, a prouver les isomorphismes (Z.1.5]).

2.1.4. Lemme. — Si les faisceaur de cohomologie de pj:(tﬂ)gHT(m,HtH) sont sans
torsion et si avec les notations précédentes pour ' = pj;ﬂ*HTK(m, I1;), on a

AR ARy M (Hl)gjc—(tﬂ)g,*p (2.1.5)

C,* C*

alors les faisceaux de cohomologie de Pj,," " HT (,,I1;) sont sans torsion.
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Pour des raisons élémentaires, cf. le corollaire 2.4.2] on ne peut pas espérer 1'égalité entre
les deux extensions intermédiaires d'un systeme local d’Harris-Taylor. L'un des résultats
principaux de ce papier, cf. la proposition 2.4.1] qui sera prouvée au §3.2 est que les deux
extensions intermédiaires d’un systeme local d’Harris-Taylor indexé par une cuspidale 7, de
GLy(F,), coincident si et seulement si la réduction modulo [ de m, est encore supercuspidale.
Dans le cas ou g = 1 et donc lorsque 7, est un caractere y, de F,, on dispose d'un argument
simple. En effet avec les notations de §B.Il £(x,[h]p) est isomorphe & Z; ot action du

groupe fondamental IT;(XZ%) de X7% se factorise par son quotient ITy(XZ%) — D, ol

s
l'action de D'}, est donnée par un caractere y.,.

2.1.6. Lemme. — On a
Pjt L[l p)[d — b = PYE" L(xo[h]p)[d = h] = Zi[d — h].

Démonstration. — Rappelons que X~ zlf— est lisse sur SpecF, de sorte que Zj[d — h] y est

pervers au sens des deux t-structures avec zh T Z[d — h] € PD<0 et zh—< TUZd — 1] €
PHD21"d’ou le résultat. O

Revenons a P et j;f,, j;g’*Pp que l'on peut filtrer en utilisant les constructions du §I.3]
En particulier, il a un quotient j;f,, j;f’*Pp — Q£ tel que
_ b e _
Qrsc @z, Q= @ Pion i Pr @z Q.

a: EC@

cZa
Notons alors T le conoyau
—htg .=
@ n It j=htgepo Qrze — T,

a: ECa

cZa

. , >h+1 . T 3
et remarquons que pour tout point fermé z de Xz—;g , avec i, : {z} — X755 on a
PHY%Qp 2 = 0 et donc PHiET = 0. Avec la notation suivante, on peut alors écrire Qp 4.
sous la forme

Qrze~ @ P59 Pp

a: ECa
cZa
’ 1 ~ p( ) h+g h+g’
que l'on notera plus simplement encore Qr . ~ 7).\ j .. ° Pr.
2.1.7. Notation. — Pour L un systéme local sur une strate pure XI:,;L:;Q avec ¢ ¢ a, la

notation p(c)j;ﬁﬂﬁ[d — h — g] désignera une extension intermédiaire

Pt ILld — h — g >, PO LA — b — g]

>h+1

Se s avec iy

dont le conoyau T wvérifie la propriété suivante. Pour tout point z de X7
{2} = Xz5, on a PHOXT = 0.
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On introduit alors le poussé en avant

i e

I

| |

: \
p(Cj;écl*j;éc Qr == Qrx"~ — - >QF—>>Zh+1 h+1*P

Du lemme T4 l'isomorphisme (ZI5) découle alors de la proposition 231 qui sera
montrée plus loin. Supposons ainsi dans la fin de cette section que (ZIH) est vérifiée.

2.1.8. Proposition. — Soient 7, une représentation irréductible cuspidale de GL,(F,)
et1 <t< g, alors les faisceauz de cohomologie de P, HT (,,11;) sont sans torsion.

2.1.9. Corollaire. — Pour toute représentation irréductible cuspidale 7, de GL,4(F,) et
pour tout 1 <t <d/g, les gradués de la filtration de stratification ezhaustive, cf. (I.3.138),
de j7HT (m,,11,) sont les pj;(tﬂ)gHT(ﬂv,Ht?Sti(wv)) =5

Remarque : le résultat est démontré dans [7] sur Q,, 'apport de ce nouvel énoncé est le

fait que sur Z;, ce sont les p-extensions intermédiaires qui interviennent.

Démonstration. — Le cas i = 0 est trivial puisque j, YHT (m,,IL,) — Pj. Y HT (m,, I1,).
Dans le cas général, on se ramene trivialement a jl Y H Iy, (7, ;) et & la proposition 23]
qui traite le cas ¢ = 1. Concretement soit tout d’ abord
0= P, — j— 9 HTr~(m,, II;) — P/ — 0,
tgs-
tel que P, — Q; ou
ra =(t+i —t
Q; ®7 Q = pjlf S >9HT1t g, (7o, 11 X X Sti(r,))E5.

Comme dans le lemme T2 "1 P; «— i"*1* Py est un faisceau pervers libre, ce qui fournit
une suite exacte analogue a (ZI1.3))

0= jZh ot P — P — il p — 0,
dont le poussé en avant via j;c | j;c’ Py —» j;c | j;c’*Qi est isomorphe a @); avec donc
0 — p(c)jfc(hjl)gj;éh-i-l g% Q N Qz N Zh+1 h+1 *Qz N O
puisque "1 Py o~ g2 H1R Q. Le résultat découle alors de la proposition 231 O

Dans le paragraphe nous utiliserons une version légerement modifiée du corollaire
précédent, cf. la proposition B.2.6]

2.1.10. Corollaire. — Le lemme[B.3.2 est valable sur 7.

Il reste alors a prouver (ZI.H), ce qui est le but des paragraphes suivants.

4. Pour i =1 on a noté précédemment P, = Pp.
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2.2. Extensions entre Z;-faisceaux pervers libres. — FEtant donnés deux systemes
locaux L1, Lo sur un ouvert j : U — X, il est bien connu qu’il n’y a pas, sur Q;, d’extensions
entre leurs extensions intermédiaires, i.e. toute suite exacte courte

0 = 2Ly @7, Qdim X] — Py — Pji.Ly ®z Q[dim X] — 0

est nécessairement scindée. Sur Z;, la propriété subsiste pourvu qu'on prenne les p (resp.
les p+) extensions intermédiaires pour £ et Lo mais sinon il peut y avoir de telles suites
exactes courtes non scindées. C’est ce phénomene que 1’on veut étudier dans ce paragraphe.
Concretement soient A; et Ay des faisceaux pervers libres et A une extension

0—>A — A— Ay, — 0,
que I'on suppose scindée sur @Q;. Notons alors A) le tiré en arriere
A —--->A
P {\
|
v [— —_
Ay ®7, Q——A ®7, Q

de sorte que

A —— A (2.2.1)

!

14'2;>A—>>A'1

b

AL A, T

En particulier 7" est nul si et seulement si 'extension A est scindée, i.e. A ~ A; pour
1=1,2.

2.2.2. Lemme. — Avec les notations et les hypothéses ci-avant, on suppose en outre que
pour k = 1,2, alors Ay, == i P ik Lrldi] ou ji, : Uy — Uy est Uimmersion ouverte dans
son adhérence de dimension dy, i : Uy — X et Ly un systéme local. Si T # 0 alors pour
tout point fermé i, : z — Uy, on a T # 0.

Démonstration. — On reprend le diagramme précédent avec A; = iy "1 j1 1.L1]d] soit
0— T[—l] — ’L.17*p+j17!*£1[d1] — All — O,

de sorte que, par définition de la t-structure p+, T ne peut pas étre a support dans U, \Uj,
et nécessairement le conoyau ijj;7T de £ < i]jf A} est non nul, d’ou le résultat. O
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2.3. Faisceaux de cohomologie des p-faisceaux pervers d’Harris-Taylor. — La
problématique décrite au paragraphe précédent est en général difficile & controler. Dans
notre situation, les arguments reposent
— d’une part sur 'utilisation des foncteurs j;ﬁ,* j;f’*, dont le lecteur pourra trouver au
gB.3l les effets sur les Q; faisceaux pervers d’Harris-Taylor,
— et d’autre part sur la théorie des représentations du groupe mirabolique et de leurs
dérivées d’apres [5] et [18] pour son adaptation aux corps finis.

2.3.1. Proposition. — Soit Q un Z,;-faisceau pervers libre qui est Py q_p,(F,)-équivariant
et tel que

— Qg Q, ~ pjl_h:gHT (7, I, ®7,) avec m, une représentation irréductible cuspidale

de GLy(F,) et I1;, une représentation quelconque de GLy(F) ;

— @ s’écrit comme une extension 0 — Qz. — Q — Q. — 0 ot XF, 2t

[sc €St une strate
pure contenue dans X—, ST avec Qe = P )j;gff’j#f“’ Q et Q. libre.

=h+g .=h+g,* Q

Alors la suite exacte cz—dessus est scindée et () ~ Pj—
1h Ix 1h

Démonstration. — Supposons dans un premier temps que la suite exacte est scindée et

considérons une strate pure X7 Q;g telle que ¢ ¢ a. Notons @, le quotient de @ tel que

=h+g = . , , s 1
P, .:g =ht9+5() — . @Q,. La suite exacte de I’énoncé étant scindée on en déduit que Q, ~

p(c) jaﬁw j=ht9*Q. Par équivariance, I'isomorphisme précédent est valable pour tout ¢ ¢ a

=h+g 7h+g,

ol Q. Soit alors A maximal tel qu’il existe un épimorphisme

de sorte que @, ~ Pj_,.

Q —» PP Q = Qua,

acA

et notons Q% son noyau. Supposons par 'absurde qu'’il existe a’ ¢ A avec j;thg’*Q # 0.
On a alors

QA Q Qa

N

Qa’-
Comme QA — ja/h.: 955 —htgx @ est non nulle et que son conoyau est a support dans

>htg+1 , . o . o .
X7 §+g+ , cette application est nécessairement surjective ce qui contredirait la maxima-

lité de A.

Montrons a présent que la suite exacte de 1’énoncé est scindée. On raisonne par 1’ab-

surde en supposant que le conoyau 7' de Pj— h: g j;h“’ Q) — @, est non nul et donc, par

hypothese, a support dans X ng

Py g-n(F,)-équivariant, et on choisit Ty < T'[I] de sorte que Tj soit Py q—p(F,)-équivariant

Soit T[l] sa l-torsion qui est donc un [Fj-faisceau pervers

et simple.
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Notons que T < T ot T est le conoyau de Pj— h:gjl_hh*g’ Q —» p+~71h N jlh’”g’ Q que

I’on peut aussi écrire sous la forme
0Ty —T—T.—0 (2.3.2)

ot T, (resp. T.) est le conoyau de

=h+g :=h+g,* h+g .=h+g,*
j;éc'*g]7éc 7 Qf_»p—i_j;éc'*g];éc 7 Q7

h —h N o
(resp. de Pt 9 ThH9rQ s PHy ol *+g i=h+9+()). Concrétement, supposons pour simplifier

les notations que ¢ = 15,41, et soit

p:=h+g .=h+g,x

p+=h+g 7h+g7 T
> —»
th+g7|* Thig Q + J Q 1-

Thtg e Lhtg

Alors T, 1], muni de son action de Py g4 4—p—4(F,) admet une filtration avec pour gradués

P F,
111 Phgdhg( v)
h,g,0),d—h—g—23dp,

() I Ll di]

ot £, est un Fj-systéme local sur U, C XI?K%&“ avec jy : Uy — Up — XIZ{ dy =
dimU, <d— h — g — d;,. Pour z, un point générique de Uy, en utilisant la notation [B.1.3]
ind z;; Ly, en tant que F-représentation du sous-groupe de Levi de Py 4.6, (Fy), s’écrit sous
la forme r;(I1;) ® (7, ){re } @ 7.

En ce qui concerne T[l], il suffit alors d’induire de P, g4 n_o(Fy) & Pyan(F,).
Considérons ainsi un point générique z dun des U, — XIQL—%’ avec 0 = 0y et
tels que dp = dim U, est maximal. Regardons alors simplement 'action infinitésimale de
Py g+5(F,) sur la fibre en z, ou plutdt avec la notation [B.1.3] sur ind z*.

La filtration de T[] ci-avant fournit alors une filtration de ind 2*T7l] dont les gradués en
tant que Fj-représentation du sous-groupe de Levi de Py gi5,(F), s'écrivent sous la forme
r(Il,) ® (rl(m){rk} x 7). La suite exacte courte (2.3.2]) fournit alors sur chacun de ces
gradués, une suite exacte courte M, 5(F,)-équivariante

0 = ru(mo{ri}) X (Fo)asy(ry — (ri(mo{k}) x ) — (T T} vy () X T = O

‘Mg+5(Fv)

ou la premiere induite a gauche, dite < la grosse induite mirabolique > par la suite (resp.

1 0 =
celle de droite appelée < la petite induite mirabolique ») est I'induite de | 0 GL, =
0 0 =«

(resp. de M, 5(F,) défini comme le sous-groupe de P; ;i 5(F,) dont le coefficient en haut
& gauche est égal a 1) a M, s(F,). En particulier Ty — T[] se factorise par un de ces
gradués avec PH’ind 2*Ty — r(I1;) ® (Tl(?TU{Tk})|Mg(Fv X k).
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Considérons alors le tiré en arriere ()

.=h+g -=h+g,* Ie
p]m v JT, Q Q T
' A
|
|
J

.=h+g -=h+g,*
p]EJ* i o = Qo — 1T

Par composition des monomorphismes stricts, on a encore
.=h .=h *
0— p(c)j¢67ﬁg]¢c+g, QO — Qo — QO,C —0 (233)

: : : . . >htl .
avec PHi2Qy = PHYiQo. = PHi;Ty. En outre z étant choisi dans X7;7', on éerit

PHO ind 2*T, sous la forme r,(I1;,) ® 6 ol 6 est une représentation irréductible de GL,5(F})

)

|

Tl(ﬂv{rk}) X (7_7-]9)|M6(Fv)<_> (rl(ﬂ-v{rk}) X ﬁ-k)\MgH(Fv) — Tl(ﬂv{rk})lMg(Fv) X T

On utilise a présent la théorie des représentations du groupe M, s(F,) de [5] dans le
cas complexe et [I8] chapitre III §1 sur F;. En particulier d’apres [18] III 1.10, pour 7y
irréductible, ry(m,{7%})|nm,(F,) X Tx admet une unique dérivée d’ordre > 0 non nulle de sorte
que d’apres [18] II1.1.5, c’est une représentation irréductible de M, 5(F),). Ainsi on a

O >~ ri(mod{Tr}) My (o) X Tk

. Mgy s(Fy) =h+g  =h+g
~ ind;/’ ’
et Qo dMg,s(Fv) Q1h+g 1h+gvl*j1h+g

On utilise alors que l'extension ([Z3.3)) est scindée sur QQ; pour écrire () sous la forme

ou ?j Qo — 4 Q7,7 de conoyau Ty 1, non nul.

0— @0,0 — QO — QO,;EC — 07

~ =htq —
Qo —+ Qo —+ Qo Sachant que le conoyau 1) de p]c,!*+gj;h+9v*Qo —

p .=h
avec Pj_ .
. -~ —htg .—
Qo.c est simple, on en déduit Qg ~ Pj_ . 7j"9+Q.
D’apres (2.2.1)), si I'extension (2.3.3) n’est pas scindée, on a une fleche Py 1 g1+5-1.4-h—g—s(Fy)-

équivariante non nulle Ty — Tz, ou T, est le conoyau de p(c) j;g?f j;erg’*Qo > Qo.£es

9 ;=h+g,
Cc

i.e. une injection

11Tk }) () X Tk = (T TR }) X () 05 (F)s (2.3.4)

ou 7 est une représentation irréductible de G Ls(F),) qu'il est inutile de préciser plus.

On reprend alors la preuve du théoreme 4.11 de [5] p458, cf. [18] pour la justification
que les arguments de loc. cit. sont valables sur F;. On notera aussi que notre mirabolique
n’est pas celui de loc. cit., on passe de nos conventions a celle de loc. cit. en tordant les
actions par g — o('g71)o oll o est la matrice de permutation associé au n-cycle (12---n),
cf. [10] preuve du lemme 4.4.
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On introduit, d’apres [5] 3.2 p450, les foncteurs
U™ Alg(M(Fy)) — Alg(GLya(F), @7 = Alg(Mn(F,))) — Alg(My-1(Fy))
définis par ¥~ = ry, 1 (resp. @~ = 1y, ) le foncteur des V,, coinvariants (resp. (V,,v)-
coinvariants), cf. [5] 1.8, ou
Vi(Fy) = {(mi; € Py(F,): m;; =9, for j <n}

désigne le radical unipotent de M, (F,) et ou ¢ est un caractere additif non trivial de F,
qu’on prolonge sur le radical unipotent de M, (F,).

2.8.5. Proposition. — ( c¢f. [5] 4.13) Pour p € Alg(GL.(K)), 0 € Alg(GL,(K)) et
T € Alg(M,(K)), on a les propriétés suivantes.
(a) Dans Alg(M,(K) on a la suite exacte courte déja rencontrée

0= p X (Opax)) = (P X O) ) = (Plaanx) X 0 = 0.
(b) Pour Q =V~ ou &, concernant < la petite induite mirabolique >, on a Q(T X p) ~
Q1) x p.
(c) En ce qui concerne la < grosse induite mirabolique >, on a V" (px 1) >~ px U~ (1) et
0=px® (1) — @ (px7) — (pm,(x)) X ¥ (1) = 0.
(d) Supposons r > 0, alors pour tout sous-M, (K )-module non nul, w C p X T, on a

™ (w) # (0).

Rappelons en outre que pour toute représentation irréductible 7 de M, (F,) alors exac-
tement un parmi ®~(7) et (1) est non nul et on calcule la dérivée k-éme de 7 par la
formule 7% = WU~ (®~)*~1(7). Rappelons que 7 a une unique dérivée non nulle qui est
irréductible; si k est Pordre alors pour tout ¢ < k — 1, (®7)*(7) est aussi irréductible.

2.3.6. Lemme. — Pourtout0<i:<g—1, ona

(@) (r(rodriingy ) x 7)) = (@) (r(mu{ri) gy ) % 7 # (0)
et
(@) (r(mo{re g, r)) X ) < ri(mo{re}) x (@) (@) sy )-

Démonstration. — La premiéere partie découle du point b) de la proposition précédente et
du fait que r(m,) étant cuspidal, sa restriction a M,(F),) est irréductible, isomorphe a la
représentation mirabolique.

Pour ce qui concerne la deuxieme assertion, on raisonne par récurrence sur ¢ en partant
de i = 0 qui correspond a (2Z34]). Supposons donc le résultat acquis au rang i de sorte
qu’en appliquant le foncteur exact &~ on obtient

(@) (r(md e sy ) X ) = ® (rl(m{rk}) x (@)i((w)Mé(Fv))),
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ou le terme de gauche est irréductible. Si la composée de l'injection précédente avec la
surjection du point ¢) de la proposition précédente

O (n(m{m}) X (<I>)i((7r)M5(Fv))) = ri(To{re})ar, ) X U7 ((‘D)i((ﬂ)lMg(Fv)))

était non nulle alors alors
((I)*)@'le (TI(WU{Tk})\Mg(Fv)) X ﬁ'k) — Tl<7Tv{Tk})|Mg(Fv) x U~ (((I))i(<7T)M5(FU)))

et donc par exactitude de @~ et U~ le foncteur ¥~ o (®7)97~2 appliqué au membre de
droite serait non nul, i.e.

0o ()72 (nlm{n D ) < ¥ (@) (i) ) # )
alors que U~ o (@ )92 (T[(WU{Tk})|Mg(Fv)) = (0), d’ou la contradiction. O

Ainsi (@) (ru(mo{ri ]y % ) # (0) et
(@) (ru(modri Dy X k) = ma(mo{rid) x (@) (70 ity ),
D’apres le point (d) de la proposition précédente on a alors &~ ((q)_)g_l (TI(WU{Tk}>|Mg(Fv) X
ﬁk) = (Q)_)g('r’l(m{'r’k})|Mg(Fv) X %k) # 0, ce qui n’est pas, d’ou la contradiction et donc la
suite de I’énoncé est bien scindée. O

Comme noté plus haut, du lemme 2.T.4] et de la proposition précédente on en déduit
I'isomorphisme (ZI.75]) et donc aussi la proposition ZT.8 a savoir que les faisceaux de
cohomologie des p-extensions intermédiaires des systemes locaux d’Harris-Taylor, sont sans
torsion. Afin d’étudier les faisceaux de cohomologie de Wz, cf. le §3.3 nous utiliserons
I’énoncé suivant qui n’est qu’une version légerement modifiée de la proposition précédente.

2.3.7. Proposition. — Soit Q) un Z,;-faisceau pervers libre qui est Py q_p,(F,)-équivariant
et tel que
ay .=h — \
T Q ®Z Ql = @nveCusp,l(g) ijJ':g 1(9)HTE(7TU>Hh(7TU) ® 7Tv) ou Hh(ﬂ-v) est une

représentation quelconque de G Ly (F,) et ot Cusp_; (o) est introduit dans la définition
[A.2.10;
— Q s’écrit comme une extension 0 — Qx. — Q — Q. — 0 ou X%gjl

pure contenue dans XIZh avee Qe ~ p(c)j;?!tg‘l(Q)j;f”‘l(g)’*Q et Q. libre.

est une strate

5157
Alors la suite exacte ci-dessus est scindée et @ ~ pjih]ig‘l(g)jlz—hhw‘l(9)’*6,2.
Démonstration. — La preuve est exactement identique, simplement lors de la filtration de

T[l], m, n’est alors plus fixé mais appartient & Cusp_;(0). Mais comme dans la suite du
raisonnement 7, n’intervient que via sa réduction modulo [, cette nuance est transparente.
O
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Une autre fagon de le voir est de choisir une numérotation Cusp_,(0) = {mp1,- -+, Mo}
et de filtrer Q. (resp. @.) de sorte que gr¥(Q.) (resp. gr*(Q.)) soit de la forme

.=h+g -=h+g,* k) :=h+g :=h+g,* .=h+g -=h+g,*
p]!*,;écgj;éc Qe 4 7 )]1*7#9]# Qe p+J!*,¢cgJ¢c P Qe
respectivement
-=h+g -=h+g,* o (k) ;=h+g :=h+g,x* o -=h+g -=h+g,*
pj!*,c gjc o QC }_hr P )j!*,#cgjc o Q#C }_hr er.]!*,;écgjc o Q?’EC’
ou on utilise la notation p(k) en exposant a gauche pour indiquer une position entre les

deux extensions intermédiaires p et p+.
Remarque : Notons en particulier qu’on doit avoir p(r) = p(c) mais qu’a ce stade on ne

peut pas affirmer que pour tout k = 1,--- ,r, on a p(k) = p(c). Pour [ > 2, on démontrera
que c’est le cas dans la section suivante.
On intervertit alors gr!(Q..) avec les gr*(Q.) pour k = 2, -+ |7 en utilisant le diagramme
2.2.1] Lors d’un tel échange on obtient
g (Qc) =y gr'(Qe) — T,
et

o (Qpe) =1 & (Que) = T
Comme précédemment on observe alors que T, est une < petite induite mirabolique >, cf.
la proposition 2:3.5] qui n’a que des dérivées d’ordre g_1(p) alors que T, est une < grosse
induite mirabolique > qui a des dérivées d’ordre > g_1(p). Ainsi lors de ces échanges gr!(Q.)
n’est pas modifié et on se retrouve dans la situation précédente avec

0— grl(Q#) — X — gr'(Q,) — 0,

avec X qui est Pjq_pn(F,)-équivariant de sorte que la proposition précédente four-
nit p'(1) = p(1). Par récurrence on obtient de méme p(k) = p'(k) et finalement
Qe = joy o0 q,.

Nous utiliserons aussi 1’énoncé suivant dont la preuve est similaire aux propositions
précédentes.

2.3.8. Proposition. — Soit Xzz,é,c une strate pure et Q. un Z-faisceau pervers libre
et P.(F,)-équivariant tel que Qx. ®7 Q ~ Dr,ecusp_, (o) pjzﬁ*HT#(m,T) ot T est la
représentation mirabolique de M, (F,), i.e. celle dont la seule dérivée mnon nulle est
celle d’ordre tg. On considére alors une extension de faisceauz pervers libre My(F),)-
équivariants :
0= Qpc— X —PFP. =0
telle que
— lestension est scindée aprés extension des scalaires a Q ;

— avec les notations précédentes, Q2. =~ p(c)j#f’!*jzg’*Q# ;

5. Dans le cas d’une p+ extension intermédiaire, on aurait p(1) = p+.
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h

, >
— P. est supporté sur une strate X775 . avec h <tg.
Alors extension ci-avant est scindée.
Démonstration. — On raisonne comme dans la preuve de la proposition précédente en

partant de
0=P —X-—Q,—0

avec Qe —4 Q.. Le conoyau T2, de pj;zﬂ*jzg’*Q# > Ql,, dapres (2.21)), s’iden-
tifie avec le conoyau T, de P, < P,.. On décrit alors T.[l] a I'aide d’une filtration comme
ci-avant ott les gradués sont de la forme .7 1. L5 ® (7 X 0|p, (1)) €t on observe que X o|uy, (k)
est de dérivée inférieure ou égale a h < tg, alors que la dérivée de tout sous-espace de
T\My(r,) % T est d’ordre strictement supérieur a celui de 7, i.e. tg de sorte que T,[l] est
nécessairement trivial, i.e. la suite exacte courte de I’énoncé est scindée. O

En particulier dans le cas ou h = tg, on obtient le résultat suivant.

2.3.9. Corollaire. — Soit XI%;C une strate pure et soit Q un Zy-faisceau pervers libre,
G Lq4(F,)-équivariant tel que :

=t
T Q ®il Ql = eaﬂveCusp,l(g) pj!* QHT(WM Stt(ﬂ-v)) ;
— @ s’écrit comme une extension de faisceaux pervers libres P.(F),)-équivariants

0= Qzre—Q —0Q.—0

avec Qe p(c)jzﬁ*j;ﬁg’*Q#.
Alors la suite exacte ci-dessus est scindée.

2.4. Sur les extensions intermédiaires des systéemes locaux d’Harris-Taylor. —
Au §3.21 nous montrerons le résultat suivant.

2.4.1. Proposition. — Supposons | > 2 et soit m,_1 une représentation irréductible
cuspidale de GL4(F,) dont la réduction modulo | est supercuspidale, alors, pour tout 1 <
t < g et pour toute représentation I, de GLyy(F,), le bimorphisme naturel

pj!jtgHTOTvﬁlv Ht) 4 p+j!jtgHT<7Tvﬁlv Ht)v
est un isomorphisme.

Notons ¢ la réduction modulo [ d'une telle 7, _; qui est donc par hypothese, supercus-
pidale. Avec les notations de [A.3.9] m, 1 € Cusp_,(7) = Cusp_;(p) ou 7T est la réduction
modulo ! de 7w, _1[1]p. Dans ce paragraphe, nous voulons en déduire le calcul de la p-
torsion du conoyau du bimorphisme ci-avant lorsque 7,, € Cusp,(0) pour u > 0. Avec les
notations de [A.2.9] cela signifie que la réduction modulo I de T, est isomorphe & p,,.
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Soit F(e) := e @% F;, le foncteur de réduction modulo I. Rappelons que ce dernier ne
commute pas aux foncteurs de troncations et que d’apres les équations 2.54-2.61 de [17],
on a

FPj, — PjF — H™ lez*thmsz Je[1] ~

Pj F — FPTj, — HOFPi PHO 0%, ~

tors

En revanche, dans le cas ou P, = P*7, en utilisant
P = Py = P (1]~
quand Pi, H~1i*j, est libre, alors le triangle distingué
FPjy — PjF — HFPiPH, 0% 5.[2] ~
nous donne que F et P, commutent.

2.4.2. Corollaire. — Avec les notations précédentes et celles de la proposition [A.2.10,
dans le groupe de Grothendieck des TF-faisceaux pervers équivariants sur Xz, on a l’égalité

s—tm(o)l*
IF( =tgu(e )HT(%u Ht)) = m(o)l ZQ jftgu(g)Jrv"g 1(0)

r=0
g—1

HT (0, r(I1) X V(r + tm(o)l*, < 0,)) @ '

Remarque : dans le groupe de Grothendieck, I'induite 'r’l(Ht)QVg_l('r’ + tm(o_1)l*, < d0y)
n’intervient que par sa semi-simplifiée. Pour les mémes raisons, il est inutile de préciser les
réseaux stables utilisés pour les systemes locaux de la formule précédente.

Démonstration. — Les cas tg, > d étant triviaux, on raisonne par récurrence en supposant
le résultat acquis pour tout ¢ < t' et on traite le cas de t. L’'idée est de partir de la

commutation entre [ et les J =19

Su

F(57 9 HT (w00, 1)) = S F (PO HT (0, 11, X St —o(m0,)) ) © 2

t'=t

(' =) (gu(e)=1)
2

),
et, en posant t(u) = tm(o)l*

F(j!:t(u)g_l(g)HTOTv,fl’ Ht)) _
s . (' —t(w)(9—1(e)—1)
S F(%R O HT (1, T) X Sty (7-1)) © = . (2.4.3)
t'=t(u)

Or d’apres [A.3.10, on a
Fj_tgu( )HT(WU s Ht) j:tQU(g)FHTOTv,u, Ht) — m(Q)luj!:t(u)g_l(Q)FHT(WU,,l, Ht)
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et d’apres I’hypothese de récurrence, on a

— =) (gqu(e)=1)
2

Z IF( ];t gule HT(WU ws Ht X Stt/ t(ﬂ-u))> ® =

t'=t+1
s(u) (t'—t(w))(9—1(e)=1)
= X RUTOHT (M) XV, ( — i), 2 A @ = (244)
t'=t(u)+1
En soustrayant (2.4.4) a (2.4.3]), on obtient le résultat. O

Fait important : on notera en particulier que si II; est un sous-quotient irréductible de
Sti(my) alors pour tout sous-quotient irréductible o de V, | (s(u) — t(u),> d,), l'induite
II; x o est irréductible.

Remarque : la surjection

Pl (FHT (7,0, 1)) — F(P5 O HT (0, 1))

nous donne en outre que la suite des dimensions des gradués de la filtration de stratifi-
cation exhaustive est strictement croissante ce qui fixe completement cette filtration. En
particulier, en notant T := 79 (pH it9* j>tg[1]), alors pour tout sous-faisceau pervers 7Ty

de la I-torsion T'[{] de T, il existe un sous- quotient irréductible o de V,_, (s(u) —t(u), > dy,)

sl CORTOPRGEY ,
tel que Ty admet P, (we-1le )HT(Q r(I1;) X o) ® = —— comme sous-objet.

Remarque : la [-torsion du quotient des p+ faisceaux pervers d’Harris-Taylor par leur

p version, est completement décrit par la combinatoire de la réduction modulo [ des
représentations de G Ly(F,) et de D, ;. L’étude de la torsion d’ordre supérieure découlerait
selon le méme schéma de démonstration, de l'’étude de la réduction modulo [" des
représentations irréductibles de G'Lq(F},) et Dy,

3. Cycles évanescents

Pour tout I € Z, le faisceaux pervers des cycles évanescents RV, ;(Ald — 1])(%5) sur
X715 sera noté Wy . Soit alors Wz, le faisceau pervers de Hecke associé sur X7 ;. Pour
A = 7Z,;, on notera plus simplement W; et Wz. Avec ces décalages, Uz est autodual pour
la dualité de Grothendieck-Verdier.

Remarque : soit, cf. [15] I11.2, L, le systeme local attaché a une représentation irréductible
algébrique & de G sur A. Alors RV, 7(L¢) ~ RV, 7(A) ® L¢, i.e. d'un point de vue
faisceautique, le role de L¢ est transparent ce qui justifie de n’étudier que le cas ¢ trivial.

D’apres [7] théoreme 2.2.4, cf. aussi la proposition [B.2.2] les gradués de la filtration par
les poids de V7 sont les P(t, 7o) (2525 on

— m, décrit les classes d’équivalence inertielle des représentations irréductibles cuspi-

dales de GL,(F,) pour g variant de 1 a d,

—tvarledelaLgJ et kdeOat—1.
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3.0.1. Définition. — On dira d'un Z;-faisceau pervers libre P tel que

1—t+2k

— )

comme ci-avant avec m, € Cusp,(p), qu’il est un faisceau pervers d’'Harris-Taylor de o-type

P ®Zl @l ~ P(t, 7TU)(

1, ou simplement de type ¢ quand on ne souhaitera pas préciser l'indice i.

Le but de cette section est de montrer que les faisceaux de cohomologie HiW; de W7
sont sans torsion. Pour ce faire, comme indiqué dans l'introduction, nous allons utiliser
une filtration de Uz dont la suite spectrale calculant les H/W7 & partir des faisceaux de
cohomologie de ses gradués, dégénere en Fj.

3.1. Décomposition supercuspidale. — A Taide des variétés d’Tgusa de premiere et
seconde espece, les auteurs de [15] p136, associent a toute A-représentation admissible p, de
D}, un A-systeme local £, 7-(p,) sur XI:,];,E muni d'une action de G(A*") x P, 4-r(O,),
ou le deuxieme facteur agit via la projection Py 4-n(O,) — Z X GLgq—1(O,) comme dans
la remarque précédant [L2.9. On note alors

La(po) = La1;(po) X Py o p(00) GLa(O0)

sa version induite sur X%, cf. les notations du §B.Il Pour p, une représentation de D,
on notera L (p,) pour EA(va\DUXh)'
Remarque : Iaction du facteur GLh(Fv) du sous-groupe de Levi Py, 4, (F,) est dite < in-
finitésimale ». Pour toute strate pure X;’;a et pour L4 4(p,) le systeme local associé,
on a aussi une action dite infinitésimale du facteur GL;(F,) du sous-groupe de Levi de
P,(F,) = aPyq4-n(F,)a™ !, cf. le deuxieme tiret de [A 1.2

Le découpage (B.2.1]) de ¥ra, selon les classes d’équivalence inertielles des représentations
irréductibles cuspidales 7, de GL4(F,) pour g variant de 1 a d, n’est plus valable sur Z,.
L’idée est alors d'utiliser la proposition [A.3.6l Ainsi & la décomposition p, ~ 69%67% (h) Po,r
d'une Qj-représentation entiere de DUX’ n, selon ses T-composantes, on associe

LZ (pv) = @ EZZ (Pv,%)-
TRy, ()

3.1.1. Proposition. — (cf. [15] proposition 1V.2.2 et le §2.4 de [T])
On a un z'somorphz’sme G(A>®") X Py a—n(F,) x W,-équivariant

D Lz WU,
)

Z,5,1p, FEREI (h

12

J: X .

: h h—d—i

lnd b (; 1 ‘;[] = )
(D:;h)ow% 1,7 |X:h

ou Uz est défini en et la correspondance entre le systéeme indexé par T et N est
donnés par lapplication m, de[.2.3.

6. Noter le décalage [d — 1] dans la définition de ¥, 7 .
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3.1.2. Notation. — Pour T € Rg,(h), on notera Lz, +—(T) pour L7 1 (Ul Lree) €t L7 ()
pour la version induite.

Remarque : on retrouve ces systémes locaux dans les gradués gri’(¥z) de la filtration de
stratification

7T e (Ur) = P Ly,(7)

7eRg, (h)

3.1.3. Proposition. — On a une décomposition

Izé @ v,

g=1 QESCuspE (9)
ot les gradués gri'(V,) de la filtration de stratification de U, vérifient, cf. la notation[A3.8,

0 sigth

-=h,x__h ~
I () = { Lz (o[t]p) pour h = tg,

et ou les constituants irréductibles de WV, ®z Q, sont exactement ceur de Uz Rz, Q, qui
sont de type o au sens de la définition [T

Démonstration. — Raisonnons par récurrence sur la filtration de stratification de Wz
0 = Fil)(V7) C Fil{ (¥7) C --- C Fil{(¥7) = ¥y

en supposant l'existence d'une décomposition

Filly (V1) = @ @ Fil,(vq).

g=1 QGSCUSpJFl (9)

Le cas de r = 0 étant clair, supposons le résultat acquis pour » — 1 et montrons le pour r.
De la décomposition j="*g1{ (V1) =~ @yjr—1y Bgeseuspy, (9) £7, (0[t]n), on obtient

gry (V) =~ @ @ gr!”,g(\llz)

glr 0€Scuspg (9)

avec ji" Lz (o[t]p)[d —r] — grf ,(¥1) et oi tous les constituants simples de grf (V1) ®7 Q
sont de type 0.

Considérons alors un diagramme comme ([Z2.1]) ot A; (resp. As) est un faisceau pervers
d’Harris-Taylor de type g1 (resp. g2) ou on suppose que g; et g2 ne sont pas dans la méme
droite de Zelevinsky. L’action de W, sur T'[l] vu comme quotient de A} (resp. de Ay) est
alors isotypique relativement a la représentation galoisienne associée a p; (resp. g2) par
la correspondance de Langlands-Vigneras, d’oti la contradiction. Ainsi grf,, (¥z) est en
somme directe avec Fili;ll(\lfz) ce qui donne la propriété au rang r en faisant varier p; et
02. O
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Remarque : on peut donc ainsi traiter séparément chacun des ¥,, ce qui nous amene a fixer
pour la suite une telle F;-représentation irréductible supercuspidale o.

3.1.4 — Notations : dans la fin de cette section, nous allons introduire quelques nota-
tions utiles dans les paragraphes suivants. Avec les notations de [A.3.4] rappelons que
~1(0) | g0(0) | ---| gs(o)- On note alors i,(h) le plus grand entier i > —1 tel que g;(0)

divise h = g;(0)ti(0, h). De la formule (B.2.2), on a alors

el en U B B Pl g

t=—1 m,eCusp; (o)

Avec les notations de [B.2.3, on note
0— gr!flﬁ(\pg) — gr!h(‘llg) — gr{l7+<\1]9) — 0,
tel que gr”* (W) @z, Q = P 7 e (W, ®7 Q) et on introduit

gt e (W)
|
i |
\
iyt (5 et () - = arth (T,),
de sorte que

gr{f’jl(\llg) ¥z, Q =~ @ gr!h7+(lll7rv)>

my€Cusp_1(0)

et donc
h7
gry >0< ®Zl Q =~ @ @ gr " (Wn,).
120 m,eCusp; (o)
3.2. Preuve de la proposition 2.4.1. — Notons j : Xy — Xz +— X5 i, et

considérons la t-structure p sur X7 1= Xz X Spec 0, SPEC O, obtenue en recollant
("D (K25 Z0), D> (K25 B)) et (PD(Xzs, T, "D (Xrs o))
Les foncteurs j! et j* = pj!* sont alors t-exacts avec
d—1

5 )—0

ouVr = pH—lg*j*Zl [d — 1](%)

3.2.1. Lemme. — Pour A =7, \I]I,Zl est un objet de }'(XI,E,Z).
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Démonstration. — D’aprés [1] proposition 4.4.2, W, 7 est un objet de PD0( X145, 7).
D’apres [16] variante 4.4 du théoréme 4.2, on a DV, 7 ~ V.7 de sorte que

U,z € DS X7, 7)) NP D2 (X145, 7)) = F(Xz5,2Z1).
O

Le morphisme j.. : YI\X%;c < X7 étant affine, on peut reprendre la preuve du lemme

212 et conclure a la liberté de PH%1* (\I!I) r~ @gesﬁuspﬁl (o) PHOI (\Ilg) avec

0 = JrerjzeWo — Wy — il PHOL" (W) — 0. (3.2.2)

De l'exactitude de j;éc,!j;c, les filtrations de W, introduites plus avant, fournissent des
filtrations de 5#(:,!5;2@‘1’9- Ainsi la filtration de stratification fournit les gradués gr{f#(‘llg)
avec

0— gr!h’_(\Ilg) — grff#(\llg) — gr!}f’;c(\llg) — 0, (3.2.3)

ou, cf la notation 217, gr{f;rc(llfg) ~ p(c)j;Z!*j;f’*gr?(Wg).
3.2.4. Notation. — Partant des grﬁ’;c(‘l’g); on introduit comme précédemment les
h, h,
gr;,;,fl(‘l’g) et gr!,;c,zo(‘l'g)-
Comme rappelé a la proposition [B.3.5] le faisceau pervers libre Z'é*p'HOii’* <\I/Q) admet
une filtration de stratiﬁcation
Fill(W,) = 0 C Fill(W,) C - -~ C Fil{(w,) = it "HOi (0,).
dont les gradués gr’(V,) vérifient, en supposant pour simplifier les notations que ¢ = 1y,
h o) - aPra-1(Fy) —ph .=hx__h o)
gre (Vy) ®7z, Q ~ lndpi,;dz—ll,d—h(Fv) p]ﬂJ*JE g1y’ (Wy) X7z, Q-
3.2.5. Notation. — Comme précédemment, on introduit les notations gr" ,(V,) et
h W] 7
grc,zo( g)-
3.2.6. Proposition. — La filtration de stratification de grf’l(g)(\llg) admet pour gradués
les pj:tg_l(g)Qt ou Qt ®Zl @l = @WUGCusp_l(g) HT<7TU7 Stt@“’))(%)

Démonstration. — Notons que grf’_l(g)

p;1 24015 ( 9-1(0) psl 740:1,%
T H L, (gr, = Pi, Hi"Y,

— W,, de sorte que

est libre de sorte que dans la suite exacte courte
0 — jZ0 @20 O (g @) — grf @ — O (grf @) 0,

7. La formulation sur Q, est plus agréable car on peut y séparer les contributions selon les cuspidales
de GL,(F,) pour g variant de 1 & d.
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tous les termes sont libres avec

pIHOZ'i’* <gr?€1—1(9)) ®Zl @l ~ @ pji!g*—l(Q)HT(ﬂ.U’ 771)))-

muECusp_4(0)

On considere alors le poussé en avant

j;ggl(g)j;ga(@),* (gritpl(@)) c gr!gfl(g) pHOZ'i,* (gr?’l(g))

i | |

PO O (i @) X 0 (g0

*

On se retrouve alors dans la situation de la proposition [2.3.7] ce qui nous donne le cas t = 1.

Pour ¢ > 1, on reprend la preuve du corollaire ou les (); sont a présent tels que
_ — t—1
Qi2z,Q~ @O P fHT(m, St(7m)) (),

my€Cusp_4(0) 2

et en remplacant 'appel a 231 a celui de 3.7 O

Remarque : Dans la proposition précédente, en utilisant 2.3.1], pour m,; € Cusp_,(p), on
g’l(g)(\llg) I'image du morphisme de j!:gil(g)HT(ﬂ'ul,ﬂ'vJ) — ¥,

L7y
ou HT(my1,mp1) est le réseau fourni par jzg—l(g)’*\llg. A ce stade on ne peut pas

=tg—1(e
[E3

peut aussi considérer gr

conclure que les Pj )Qt peuvent s’écrire comme une extension successive des

pj;tg‘l(g)HT(m,Stt(wv))(%) pour 7, décrivant Cusp_;(¢). On renvoie le lecteur a la
fin de la section suivante traitant du cas s = 2 et m(p) > 2, ou a la figure [l
En utilisant le fait que W7 est autodual, on en déduit le corollaire suivant.

3.2.7. Corollaire. — Pour tout m, € Cusp_,(0), on a une surjectz’on v, —»
coFil, 1(V,), ou les gradués de la filtration de stratification de coFil,1(V,) sont les
p+ ;=tg-1(0) d

Jis Ptmlpourtzl,---,tmj,

Py~ @ HI(m.Stm)(=0).

muECusp_; (0) 2

Avant de décrire la combinatoire dans le cas général, nous allons étudier des exemples
simples en basse dimension.

3.2.1. Cas s =2 et m(p) > 2. — On suppose ici que d = 2¢g_1(0) avec m(p) > 2 de sorte
qu’on ne doit considérer que des cuspidales de o-type —1. On s’appuie sur la figure [l ou a
chacun des cercles correspond a un faisceau pervers d’Harris-Taylor. Ainsi dans la partie
gauche du dessin

8. cf. [9] proposition 2.2.5
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Ficure 1. Illustration graphique du cas s = 2 et m(p) > 2.

— le cercle le plus en haut (resp. le plus en bas) correspond & un faisceau per-
vers entier notél?) grlg‘l(g)’*(\llg) (resp. gr?g‘l(g)(‘l!g)) tel que apreés tensorisation
avec Q) on obtient, avec les notations de BIAl @y, cusp_, (o) P(2,70)(1/2) (resp.

®ﬂ'v Cusp_;(0) P<27 Wv)(—l/Q)) )

— le grand ovale correspond a grf"l(g)(\lfg) qui admet comme quotient le cercle noté
g9-1(0),+

gr (¥,) qui, aprés tensorisation avec Q;, devient @, cusp_, (o) P (1, 70)-
Dans la partie droite du dessin
— lovale en biais représente j;cgjl(g) j;cg’l(g)’*grf’l(g)(\llg) avec pour quotient
Pgr 2T (W) = PO e OO (W),
— le conoyau de j;cgjl(g)j;g’l(g)’*grf’l(9)(\I/Q) — W, admet une filtration de longueur

2 avec pour sous-espace un faisceau pervers tel qu’apreés tensorisation avec Q;, on
obtient @, ccusp_, (o) Pe(Tv, 1), Teprésenté par le cercle en bas de I'ovale en pointillé,
— et comme quotient le faisceau pervers représenté par le cercle en bas a droite et qui
correspond comme précédemment a gr?g’l(g)(\llg).
De maniere générale dans nos illustrations plus un cercle est dessiné haut plus il correspond
a un gradué d’indice petit dans la filtration que l'on représente, i.e. les sous-espaces sont
en haut quand les quotients sont en bas.

9. Sur le dessin pour ne pas alourdir les notations, on a pris g_1(0) =1
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Dans ce cas simple il n’y a alors plus a modifier la filtration associée au dessin de droite.
L’ovale en pointillé correspond a un sous-quotient G'Ly(F,)-équivariant, puisque les autres
sous-quotients le sont, qui s’écrit comme une extension

0 —s p(c)j é}*l(g)j " 1(0)* griqfl(g)v‘*‘(\p ) — grf~ 1(9)"'(\1! ) —> gr?cl(g)+(\11 ) — 0,

de sorte que d’aprés la proposition 2237, on a gr{ @ (0,) ~ Pjer l(g)j 2o MOt O (W)
et
pj=o- 1(g)j,g 1(0) % gr‘!g—l(g),'i‘(\:[[ )~ PHjo- 1(e )j:gf1(g)7*gr!gf1(9),+(\IJQ).

Remarque : Dans les autres situations plus compliquées, nous devrons modifier nos fil-
trations de fagon a nous ramener a la situation matérialisée par I'ovale en pointillés puis
d’invoquer la proposition 3.7

Jusqu’a présent nous n’avons pas eu besoin de I'hypothese [ > 2 qui va intervenir exclu-
sivement dans la prochaine étape. Considérons a présent

0= grf (W) — ! (W) — g (T,) = 0,

et fixons alors une numérotation {m,1,---,m,,} = Cusp_;(p) ce qui fournit une filtration
Fil,(gr,"(¥,)) de gradués successifs gr®(gr{~ O£ (g ) tels que

gk (g1 1O (,)) @5 Q = P(mup. 1), et grf(gr{ 9 (0,)) @5 Q, = P(m,1, 2)(1/2).

9-1(0F () est une p+ extension intermédiaire alors gré(gr,g_l(g)’Jr(\Ifg)) est

Fait : comme gr,
aussi une p+ extension intermédiaire de HT (7,1, Ty 1).
Par ailleurs comme gry~ (o) (Vr,,) = ¥,®7 Q,, on peut, via le diagramme 2T}, échanger

gry(gri” teht (¥,)) avec chacun des grk(gr{~ o (¥,)) pour k = 2,--- ,r pour former au

final, cf. la figure (4]
0= gry(gr! 7 (0,) — gryler! " (T,)) — gri(@! T (T,) =0,

ou
gri(g! O (W,)) o gri(g! O (w,) - T,

tel que T admet une filtration dont les gradués gr*T pour k = 2,--- , 7 sont tels que

gtb (g 107 (,) o grh(gr{ 9T (V) - T

Ainsi tous les T;[l] qui sont concentrés sur la strate supersinguliere, sont tels que, selon la
notation[B.1.3] en tant que Fj-représentation de G Ly(F,), tous les constituants irréductibles
de ind z*T}[l] sont a prendre parmi ceux de la réduction modulo [ de Sty(m,).
Fait : d’apres la remarque suivant la proposition .20, érvé(grf’l(g)’Jr(\Ifg)) doit étre une
p-extension intermédiaire.

Ainsi T'[l] est une induite parabolique de P, (0)_(0)(Fv) & GLag_, (o) (F), de sorte que
la réduction modulo ! de Spehy(m, 1) doit aussi étre un sous-quotient irréductible de I'un
de Ty[l], ce qui ne se peut pas car d’apres [8], Speh, (o) n’est pas un sous-quotient de la
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réduction modulo [ de Sty(m, k) lorsque [ > 2. Pour étre plus précis dans [8], on montre les
faits suivants :

— Lorsque le cardinal €(p) de la droite de Zelevinsky est > 2, alors la réduction modulo

[ de Sty(m, k) reste irréductible et comme elle possede une dérivée d’ordre 2g_1(p) elle
ne peut pas étre isomorphe a la réduction modulo /, irréductible aussi, de Speh, (7, k).
— Lorsque €(9) = 1 alors m(g) = | > 2 par hypothese, et la réduction modulo [ de
Sta(my k) est encore irréductible : les arguments précédents s’appliquent a nouveau.
— Lorsque | = 2 et €(p) = 1, la réduction modulo [ de Sty(m, ) est de longueur 2 et
contient la réduction modulo ! de Speh,(m, ;) ainsi qu'une cuspidale.
Ainsi T est nul et d’apres les deux faits précédents, les p et p+ extensions intermédiaires
associées a m, 1 sont égales.

Dans le cas général, on devra aussi passer de I'isomorphisme entre les p et p+ extensions
intermédiaires associées a gr)’ ’l(g)’+(\If ») au méme énoncé pour chacun de m, € Cusp_,(p),
ce qui correspond a la proposition 2.4.1] Par récurrence, on se ramenera au cas t = 2 traité
ici et qui nécessite [ > 2. L’intérét de passer par la proposition [Z4. T est de pouvoir controler
la différence entre les p et p+ extensions intermédiaires dans le cas général, qui en utilisant
le fait important suivant le corollaire Z4.2] sera l'ingrédient crucial pour conclure, cf. le
§3.3
3.2.2. Cas s = 2 et m(p) = 2. — On reste avec s = 2 mais on suppose & présent que
m(o) = 2 de sorte qu’interviennent a présent les m, de o-type 0 pour les faisceaux pervers
d’Harris-Taylor concentrés aux points supersinguliers. Graphiquement on représente avec
un cercle vide (resp. hachuré) les faisceaux pervers d’Harris-Taylor pour les 7, de g-type —1
(resp. de o-type > 0), par exemple gry :11(9)’+(\I/g) (resp. grii_ol(g)(\lfg)) et avec un quadrillage
pour le mélange des deux. -

Comme dans les notations précédentes, on utilise

0— grﬁgz_ol(g)(\ljg) — gr?g_l(g)(qjg) — grﬁg—_ll(g)(lpg) — 0,

ce qui illustré en bas a gauche de la figure 2l Comme dans le cas précédent, la partie
droite de la figure illustre la filtration obtenue en utilisant le morphisme d’adjonction
j;ggl(g)j;f’l(g)’* — Id. L’ovale représente j;gf(Q)j;g’l(g)’*gr!g’l(g)(\I/Q) et le quotient ad-
met une filtration avec trois cran : grﬁi‘ol(g)(\lfg), puis, d’apres le corollaire B.2.7, une p+-
m,_eCusp,l(g) HT.(m,,m,) et enfin un faisceau pervers
concentré aux points supersinguliers associé & @y ccusp_, (o) HTe(Ty, Sta(m,))(—1/2). On
découpe ensuite dans la filtration de droite du dessin, I'extension

extension intermédiaire associée a @

0 —s p(c)j;é};:(g)j;é}fl(g)7*grﬁ:11(9),+(\I/Q) X griggol(g)(\llg) — 0,

qui, suivant le diagramme 2.2.T] s’écrit aussi

—~—

0 —s gTQQ’l(g)!,zo(\I]g) X — 5j;37?*1(@)j;élﬂ(g),*grﬁfll(g),-i-(\I/Q) — 0,
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FIGURE 2. Illustration graphique du cas s =2 et m(p) = 2.

avec

P(e) 59,10 291 @2 g (O () ey By 9210 701 @ g OF (g ) s Ty
ou T}, qui est équivariant pour le mirabolique associé a ¢, s’obtient aussi comme un sous-
quotient T, = T7 de

gro-1(0), 5o (V,) — 831"l29>01 (¥,) - To.
Cet échange est représenté par la fleche en pointillé dans la figure précédente. On raisonne
par I'absurde en supposant que 77 = T35 est non nul. On remarque alors que tous les
sous-quotients irréductibles de T»[l] pour l'action de P.(F),) ont des dérivées divisibles par

g0(0)-
En ce qui concerne T;]l], d’apres le corollaire B.2.7 et la proposition 237, on doit avoir

j 3*1(9)%&69 1(0) grﬁill(")’+(\11 ) ~ p+j7£c *( )j;éé} 1(0), gr!g’:11(9),+(\119).

Ainsi ind 2*T1[l] s’écrit extensions successives de < grosses induites mirabolique >, cf. la
proposition 2.3.5] 0p.(r,) X 0 oll 0 est une représentation du groupe mirabolique pour
GLy (o) (Fy). On note alors, cf. 233, que ¥~ o (&7)9-1@1 (g3 gy X 0) = 0. Ainsi T1[l] =
T5[l] admet d’un coté une dérivée d’ordre g (o) et de lautre toutes ses dérivées sont
d’ordre divisible par go(0), d’ou la contradiction, i.e. la p(c) extension intermédiaire de
j=9-1(0), grg o)+ (¥,) coincide avec la p+-extension intermédiaire. Le passage a chacun
des , se fait alors comme précédemment.
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3.2.3. Cas s = 3. — Le cas s = 3 est particulier relativement aux cas s > 4 car la
proposition qui utilise les filtrations de stratification, demande, pour étre efficace,
que s soit supérieur ou égal a 4. Comme dans le cas s = 2, on fait remonter grﬁg&*cf(_gl) F(,)
pour se ramener a la filtration représentée dans la figure [3

FIGURE 3. Illustration graphique du cas s = 3 et m(p) = 3.

Il y a alors trois situations[1%)] selon que m(p) = 2,3 ou m(p) > 4 qui se traitent de
maniere similaire puisque les 7, de g-type > 0 ne vont pas interférer dans le raisonnement.
On découpe alors le sous-quotient P rassemblant les deux extrémités de la fleche en pointillé

de la figure

0= X — P — gr{ 9% (w,) — 0.

ou
— dans le cas ou m(p) = 2,
0— gr?gfl(g)’_(llfg) — X — grﬁggol(g)*(\lfg) — 0,
avee gry’ M9 () = g 0T (W,),
— alors que pour m(p) = 3, on a

0 —s grigz_ol(g)ﬁ (q,g) v X — grig:ll(g)f (\Ilg) — 0,

— et pour m(p) >4, X = gri{‘f(g)’*(\llg).
Comme dans la proposition pour s > 4, nous allons montrer que P est scindée
mais cette fois-ci en utilisant la théorie des dérivées et plus précisément le point (d) de la
proposition 2.3.5 Plus précisément, en raisonnant comme précédemment on note que

10. Dans la figure Bl on a pris m(g) = 3.
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— d’un coté tout quotient de la I-torsion de PH°ind z*ergrﬁ ;71_(§)’+ ne fait intervenir que

des < petites induites > miraboliques et donc des représentations du groupe mirabo-
lique dont la dérivée est d’ordre g_1(p).
— D’autre part nous allons voir que tous les quotients de torsion associés aux extensions
intermédiaires de X, ont nécessairement une dérivée d’ordre strictement plus grande
que g_1(0).
C’est évidemment clair pour toutes les extensions intermédiaires associées a des
m, € Cusp,;(p) pour ¢ > 0 : on note bien ainsi que le réle de m(p) ne joue pas. Il ne
reste alors plus qu’a le vérifier pour grigjf(g)’* (¥,). Notons que lors de 1’échange, comme

grig_’f(g)’_(\llg) est supporté sur le lieu supersingulier, on doit controler la modification du
réseau des @

grig:f(g)’_(\llg) (resp. aprés I'échange) : I'_ < I'y, — T, ce qui aprés tensorisation avec F,

fournit

moeCusp_, (o) HT (4, St3(m,)). Notons T'_ (resp. T'y) le réseau correspondant a

0Tl —T_. —T, — T[]0,

et il s’agit de montrer que T'|/] admet une dérivée d’ordre > g_;(p). Comme précédemment
on peut numéroter les éléments de Cusp_, (o) ce qui fournit une filtration de T[] dont
les gradués gr*(7T'[l]) s'identifient & une sous-représentation du réseau I'"(m, ;) ®7z F; de
la réduction modulo [ de HT(m,y, Sts(m,x)). D’apres la proposition 218, la fibre en
un point supersingulier de I'"(m, ;) est un réseau ind z*I'~ (7, ;) de Sts(m,) qui s’obtient
comme le quotient de I'induite parabolique Sto(m, {5 }) % (m,{1 }), alors que la fibre de
#H~ind z*gri? '@ (0,) s'identifie avec la < petite induite > mirabolique.

H~!ind z*grﬁi;l(g) (V)
Sta(mo{ ) x (M1 P (Sta(m{F}) x (1{1})),, —= Sta(m{ 5 x (m{1 })

e 29-1(0)—
70 ind z* g9 (@ (V,)

Ly

ou on a noté simplement M pour le mirabolique associé et on a omis les termes galoisiens.

Ainsi le réseau de Sts(m,) de Hoizgrﬁizl(g)’f(\llg) vérifie la propriété suivante d’aprés la

proposition (d) : toute sous-représentation irréductible de sa réduction modulo [ a

une dérivée d’ordre 2g_1(0) ou 3g_1(0), ce qui est donc nécessairement le cas pour T'[1].
Apres ’échange on découpe alors une extension

0— p(c)grﬁ;{ifc)”’(\lfg) — P — p+grﬁ;f§@>v+(\pg) — 0,
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ce qui comme précédemment nous conduit & pgrﬁ;l(g)’+(\11 0) p*grﬁ;l(g)’+(\119). On obtient
finalement le résultat pour chacun des 7, € Cusp_;(p) en procédant comme a la fin de la
section précédente.

Précisément, pour montrer que les p et p+ extensions intermédiaires de HT'(m,, Sty(m,))
coincident, on raisonne, comme annoncé a la fin de la section précédente, par récurrence
sur t de 3 a 1.

- Pour ¢t = 3 il n’y a rien a montrer puisque les faisceaux pervers sont ponctuels.

- Le cas t = 2 se traite comme le cas s = 2 traité dans la section précédente. Précisément,
le conoyau 7' de

P D ATy, Sto(my)) Ay P13 0 O HT (7, Sto(my)) — T,

est tel que ind 2*T'[l] s’écrit comme une induite parabolique r;(Sta(7,)(d)) X 7 pour un cer-
tain demi-entier § et une représentation 7 de GL4_,(,)(F,) qu’il s’agit de préciser. Or dans
les échanges on voit que les composantes irréductibles de ind z*T'[[] sont & prendre parmi
les sous-quotients irréductibles de la réduction modulo [ de Sts(m,). On en déduit alors
que ind z*T[l] doit contenir tous les sous-quotients irréductibles de la réduction modulo [
de LT, (1,1), cf. la notation [A.T.4] qui est encore noté [T, T
tion découle alors la proposition 4.3.2 de [8] ou plutdt sa version duale explicitée dans la

], dans [8]. La contradic-

remarque suivant loc. cit., qui affirme que pour [ > 2, le sous-quotient I ([T, ?]M) n’est
pas un sous-quotient de la réduction modulo [ de St3(7,).

- Regardons alors le cas t = 1 comme illustré sur la figure @l Pour ce faire on regarde
grﬁ;lc(g)(\lfg) Il s’agit ainsi de passer de la filtration a gauche du signe égal a la filtration
a droite. Comme a ce stade de la preuve on a déja montré que les p et p+ extensions
intermédiaires pour les HT'(m,, Sta(m,)) coincident, et que pour HT(m,,m,) la différence
entre les extensions intermédiaires est concentrée aux points supersinguliers, on est ramené
a étudier 1’échange avec les faisceaux pervers ponctuels pour lesquels il s’agit juste de com-

prendre si le réseau est modifié ou pas. Or comme la fibre en 2z des faisceaux de cohomologie

en degré < 0 de grﬁ;lc(g)(\lfg) et des grﬁiﬁv’k(\llg), sont nuls, ce réseau correspond au réseau
de Sts(m,) fourni par PH~!ind 2*P(2,7,). Comme les P(2,,) ne sont pas modifiés des

deux cotés de la figure, il en est de méme pour les P(3,7,).

3.2.4. Cas s = 4 et m(p) = 2. — On considére ici s = 4 avec m(p) = 2 ce qui nous
permettra d’illustrer toutes les techniques développées dans le cas général. On reprend
les conventions graphiques des figures précédentes. Ainsi ce qui se trouve a gauche de la

grande barre oblique correspond & j;g;l(g) j;f‘l(g)’*\lfg et & droite le quotient associé. Il

faut voir le terme de gauche & travers les gradués grig ’l(g)(llfg) pour t = 1,2, 3, cf. (32Z3)).

Rappelons, cf. la proposition B.2.6], que grﬁ;lc(g)(‘l!g), matérialisé par la premiere diagonale,

a pour sous-quotients les p-extensions intermédiaires. La deuxieme diagonale associée a
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grll,;c(qjg)

FIGURE 4. Passage des gr!t’g;é(g)(\llg) aux gr!t7g¥017(9)(\119).

Ty

griggcl(g)(\llg) fait intervenir les m, de o-type 0 que 'on matérialise comme précédemment

avec des cercles quadrillés ou hachurés selon qu’on y ajoute ou pas ceux de o-type —1.

En ce qui concerne le quotient a droite de la barre oblique, I'anti-diagonale avec les p+
correspond au corollaire [3.2.7] et reste alors, en sous-espace de ce quotient, les gradués
associés aux m, de p-type 0.

Premiere étape : la fleche a lintérieur de l'ovale matérialise la premiere étape qui
consiste & rassembler la p(c)-extension intermédiaire, que l'on note PP,.(3), as-
sociée & D ccusp_, (o) H (o, Sta(my))(—1) avec la pt-extension intermédaire de
D, ccusp_, (o) HTe(my, Sta(m,))(—1) pour former, d’apres le corollaire 3.2.7, la p+-extension
intermédaire associée al(l!) Dr,ccusp_, (o) HT (T, St3(m,))(—1). On se retrouve alors dans
une situation GLg(F),)-équivariant ce qui permet d’utiliser la proposition 2371 et d’en

11. La notation est trompeuse : on n’affirme pas a ce stade que le Z;-réseau est une somme directe.
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FIGURE 5. Illustration graphique du cas s =4 et m(p) = 2.

déduire 1’égalité entre la p(c) et la p+ extension intermédiaire. On passera ensuite aux ,
individuels comme précédemment.

Pour ce faire, on reprend la stratégie expliquée dans le cas précédent pour chacun des
quatre premiers sous-quotients de la partie droite de la figure, i.e. on construit une extension
X entre 'un de ces quatre sous-quotients et P(9P,.(3). Lors de chacun de ces échanges
on obtient un faisceau pervers P.(3); pour ¢ = 1,--- ,4 avec P,.(3), isomorphe a la p+
extension intermédiaire ** P,.(3). On note P.(3)y := P9 P,.(3) ainsi que pouri = 1,--- 4

P#c(?))ifl L}_) P;éc(?))l - E7

ou chacun des T; s’écrit aussi comme un quotient du i-eme quotient du c6té a droite de la
barre oblique de la figure précédente.

Pour les deux premiers, i.e. T et Ty, comme dans le cas précédent, on note que ind z*T;[[]
en tant que Fj-représentation de P,.(F,), admet des dérivées d’ordre divisible par go(o). Pour
T; (resp. Ty), on obtient une < petite induite mirabolique > dont les dérivées sont d’ordre
g-1(0) (resp. 2g-1(0)).

En ce qui concerne P©P,.(3) —f» PTP,.(3) — T, ot par absurde, on suppose que
T et non nul de sorte que ind z*T'[l] s’écrit comme une extension de < grosses induites
miraboliques > St3(0)p.(r,) X T pour chacun des 7, € Cusp_,(0) et possede donc des
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dérivées d’ordre 3g_1(0) lequel est strictement plus grand que 2¢g_1(p) et non divisible par
go(0)-

Deuziéeme étape : afin de faire fonctionner la troisieme étape, on fait passer le terme
grf’g’l(g)’_(\llg) du co6té droit de la figure [6l L’intérét de cette manipulation qui, dans
le cas général, ne sera faite qu'une seule fois sera explicité dans 1’étape suivante, cf. la
derniere remarque de cette section. Cette manipulation est démontrée dans le cas général
dans la proposition en jouant avec les filtrations de stratification. En clair cette pro-
position est une légere modification du corollaire B.2.7 en intégrant le faisceau pervers
697rv€Cusp,1(Q) HT(T[-v? St4(7Tv))(—1/2).
On casse ensuite

0 gro " — el 0T — e80T >0,

ce qui est matérialisé en bas a gauche de la figure [6l 11 s’agit alors de rassembler gri{ —;gfg’*

avec la p+-extension intermédiaire associée & @, ccusp_, (o) HLe(w, Sta(m,))(—1/2) dessinée
a l'extrémité de la grande fleche dans la figure.

FIGURE 6. Illustration graphique du cas s =4 et m(p) = 2.

o o , 29-1(0),+ .
Il s’agit ainsi, comme dans la premiére étape, d’échanger gr;?- f;fg avec chacun des trois

premiers sous-quotients de la partie droite de la figure, les deux premiers étant de o-type
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0 et le dernier une p+-extension intermédiaire associé a @, ccusp_, (o) T (T, Ty). Comme
d’apres la proposition [3.2.8 a laquelle on applique la dualité de Verdier, lors de ces échanges
gr.zg_ fif) " doit devenir une p+-extension intermédiaire que I’on note P*P(2) 4, on cherche

dans le conoyau T
gr?g—llgfc }_> p+P( ) #c 77 T7

un sous-quotient irréductible P.(F),)-équivariant de T'[l], qui ne pourra pas étre, avec des
notations similaires a celles de I’étape précédente, un sous-quotient de T;[l] pour i = 1,2, 3.
Pour ce faire rappelons que ind z*T'[l], en tant que représentation de M (F,) a pour sous-
quotients irréductibles des < grosses induites > mlrabohques- St2(0)|a.(r,) X T pour
des représentations irréductibles inconnues de G'Ly, (o) (F). Pour une telle représentation
7 ayant une dérivée non nulle d’ordre 0 alors Sta(0)ar.(r,) X T admet une dérivée non nulle
d’ordre 0 +2¢g_1(p) et 6 + g_1(p). L'une d’entre elles, que I'on notera 7y, est alors telle que
son ordre est a la fois > g_1(p) et non divisible par go(0). N'étant pas divisible par go(o)
une telle représentation 75 ne peut pas étre un sous-quotient de ind z*T}[l] et ind 2*T5[l] ;
par ailleurs en tant que < petite induite » mirabolique ind z*T}[l] n’admet que des dérivées
non nulles d’ordre g_;(p) et ne peut donc pas contenir 7.

Troisiéme étape :
On se retrouve a présent dans la situation de la figure [7] ot ne reste plus a gauche de la
grande barre oblique deux grands gradués a savoir

— gr 7&2(@)(11%) représenté par la premiere diagonale avec des cercles décorés d'un p, cf.

la proposition B.Z6, qui a pour quotient gry_, 1o+ (U,);

— puis gri 97 (0,).
Dans un premier temps, on découpe I'extension

1(0),+

0— gy 7" (V,) — X — grﬁi}l(g)’_(\ﬂg) — 0,

et on échange, cf. 2.2.1]

P P

0— gr2g—1(9)7*!,#(\119) — X — grg‘l(")’+!,¢c(‘1’9) — 0,

ce qui est matérialisé par la fleche en pointillé sur la partie gauche de la figure [7]

Cette < remontée > du grand ovale dessiné sur la figure, ne peut pas se controler avec
la théorie des dérivées : en quelque sorte on va dans le mauvais sens. Notons P le faisceau
pervers de la partie gauche de la figure :

0— P _>]7é29 1(e )]_39 1(0),* \I’ _>gr'2g11(9) (\I’g) — 0,

12. Par souci de lisibilité, on a utilisé la méme notation M. pour des groupes miraboliques dans des
groupes linéaires de taille a priori différente.
13. qui dans le cas général contiendra tout ce qui n’est pas descendu vers la partie droite de la figure



46 PASCAL BOYER

FIGURE 7. Illustration graphique du cas s = 2 et m(p) = 2.

puisque grig, _117§fc)’+(\l’g) a déja été déplacé sur la partie droite de la figure. A ce stade de la

, . . 29-1(0),+ L L qe . , X
démonstration on sait que gr;*- 11;92 (W,) est la p-extension intermédiaire qui est égale a la
p+-extension intermédiaire de sorte que la suite exacte longue de cohomologie associée au

foncteur ind z* appliqué a la suite exacte courte précédente, nous fournit
PH%ind z* P = (0),

puisque notamment PH ! ind z*gri{‘iifﬁ*(@@ est nul.
Revenons a l'extension X dont nous allons montrer qu’elle est scindée. Dans le cas
contraire, le conoyau 7' de

gl (W) oy g @ (V) = T,
serait non nul et on aurait une surjection (0) = PH*P — T ce qui est contradictoire.
Remarque : Le méme argument n’aurait pas fonctionné avec grf’g’l(g)’Jr(\I/ o) car le faisceau
ponctuel PH 1P jig_l(g)H T(m,, St3(m,)) est certes sans torsion mais sa partie libre est non
nulle, de sorte que la surjection précédente ne conduirait pas a une contradiction. C’est
pour cette raison que dans la deuxieme étape ci-avant, nous avons commencé par déplacer
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grf’g’l’_(‘llg) en utilisant, via la dualité de Grothendieck-Verdier, la proposition B.2.8 ci-

apres.

Maintenant que grﬁ;l(g)’Jr(\Ifg) est passé en quotient du faisceau pervers de la partie
gauche de la figure, i.e. dans la position en pointillés dans le dessin, on se retrouve dans
une situation similaire a celle de la deuxieme étape ou on regarde un sous-quotient de
T équivariant pour P.(F,) et de dérivée d’ordre g_1(p). Enfin le passage a chacun des
7, € Cusp_(p) se fait comme dans le cas s = 3.

3.2.5. Cas général. — Comme expliqué dans la section précédente, nous commencons par
démontrer une version légerement améliorée de la proposition [3.2.6, et par dualité de son

corollaire B.2.71

3.2.8. Proposition. — Soit s, = % que l’on suppose entier et > 4. Il existe un

g-1(e
quotient ¥, — Q, ou les gradués grf(Q,) de la filtration de stratification de Q, sont
— nuls pour k # tg_1(0) avec 1 <t < s,
— pour k = tg_1(p) avec 1 < t < s, et t # s, — 1, ils sont isomorphes a
p+j,jtg’l(g)j:tg—l(9)’*grfg’l(g)(QQ) ou j:tg—l(g)’*grfg’l(g)(Qg) est un réseau stable de
@m;éCusp_l(g) HT(WM Stt(ﬂ-v))(%) pour 1 7é So — 1,

— pour k= (s, — 1)g_1(0), on a

0= P OL — g (Qy) — P L, 0,

B3

ot Ly (resp. Ly) est un réseau stable de @, ccusp_, (o) HT (70, Stsg(wv))(3;s") (resp.
de GBWUECusp,l(Q) HT(WM Stsg—l(ﬂv))(2;sg))'

Remarque : on va raisonner comme précédemment par dualité, de sorte qu’il s’agit de faire
< remonter > le réseau de

@ pj;Sggfl(Q)HT(Trv’ Stsg (Wv))(sg

muECusp_1(0)

-3
5 )

vu comme sous-espace du conoyau de Fil!g’l(g)(llfg) = ¥, le long de la fleche de la figure
[l en utilisant le diagramme Z.2.T] Contrairement a ce que I'on fera par la suite, on ne peut
pas le faire directement, on va alors utiliser le foncteur exact jz,, j;cl* ce qui nécessitera

S, > 4 pour qu’on puisse en tirer une information utile.

Démonstration. — Comme annonceé il s’agit de construire un monomorphisme strict P —
v, avec

0—-F —P—P—0
ou, cf. la partie gauche de la figure [8
— les gradués de la filtration de stratification exhaustive de P; sont, pour t =
Loov 8, — 2, les pj;tg’l(g)j:tgfl(g)’*grt(Pl) ot j=%9-1(@*grt(P) est un réseau stable
de @r,ccusp_, (o) HT (10, Ste(m,)) (57)-
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— P, se dévisse en

0—>P071—)P0—)P072—)0

avec Py 1 ~ Pj"9 "9 £ o1t £ est un réseau stable de Drccusp_, (o) HT (70, St (7)) (357)
et

0 pj;(SQ_l)g_l(g)‘Cll — Pyy — pj:ng—l(Q),C,z — 0,

Sp—2

ou L) (resp. L) est un réseau stable de @, ccusp_, (o) HT (v, Sts,—1(7))(75~) (resp.
®7T7J€Cusp_1(g) HT(an Stsg (7Tv>)(§))

FIGURE 8. Illustration graphique de la preuve de 3.2.8|

Soit tout d’abord é;vrﬁ{‘f(g)(ll/g) — g9 19 (W,) le sous-espace strict isomorphe sur Q; &

grig_‘ll(g)(lllg), i.e. par rapport a la p-filtration naive utilisée jusqu’a présent, on commence
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F1cure 9. Ilustration graphique de la preuve de

par filtrer avec Cusp_,(p). Soit alors, cf. la figure

. -
\ » [
) 2
Fil{= (@) ———Qy - - - - - - g O(w,)

Fil{—@ (¢

e

ou QZ,l ®Zl Ql = GaﬂveCusp_l(g) QQ,I,ﬂ'v avec

0 — P(ry, 5,)(22—2

5 ) — Q21,7, — P(my, 8, — 1)(

2

On consideére alors

0 — Fil¥0=4(Q,) — Qy — CoFilX@~(Q,) — 0,

49



50 PASCAL BOYER

puis les filtrations de stratification exhaustives de Q5 := Fil*- 10)- UQy) et QF =
CoFil?-1@=4((Q,). On obtient ainsi une filtration

0 = Fil°(Q,) — Fil'(Qy) < - - - = Fil***2(Q,) = Q5

dont les gradués gr®(Q,) apres tensorisation par Q; s’écrivent comme une somme directe
sur les 7, € Cusp_, (o)

— des P(my, s, — k+ 1)(%) pour k =1,2,3;

— P(my, $p — k + 4)(‘%&) pour k =4,5;

— P(?TU,SQ—]{/‘*I»:%)(SQ;ﬂ) pour k =6,---,s,+ 2.

A ce stade on ne peut pas affirmer que les structures entieres correspondent a des p-
extensions intermédiaires, pour ce faire nous allons appliquer le foncteur exact j#c | j;cl *au
monomorphisme strict Q2 — ¥,. En utilisant les formules données par (Mi)mpletées

14)

par le corollaire ZT.I0 la filtration Fil*(Q2) de @y fournit alors une filtration
0 = Fill, (Qs) = Fill,(Q2) = -+ = FIL™(Qa) = 7120 Qs = Qs = 1,

dont les gradués gr’;c(Qg) vérifiant les propriétés Suivantesﬂ :

—

— pour k =1 c’est un réseau stable de @, ccusp_ 1(9) P(?TU, 5,)(22L)

2
(59—1)9 1(

— pour k = 2, il s’écrit sous la forme P(9); j Q2 ou Qs est un réseau stable de

eaﬂUeCusp,l(g) HT#C(TFM Stsg—l (ﬂ-’l})) (

une p(c)-extension intermédiaire des Prc(my, 5, — 1)(%4 2);

— pour k = 3, avec le vocabulaire du tiret précédent en remplacant p(c) par p, c¢’est une

2). On dira plus simplement que gr’;C(Qm) est

. . s 1 . 5972 .
p-extension intermédiaire des P.(m,, s, — 1)(75~) ;

— pour k =4, c’est une p(c)-extension intermédiaire des P.(m,, s, — 2)(%) ;

— pour k =5 c’est un réseau stable des @y, ccusp_, (o) P (7o, 50)(252);

. o —4
— pour k = 6, c’est une p(c)-extension intermédiaires des Prc(my, s, — 1)(%4—);
— pour & = 7 et comme on a supposé¢ s, > 4, c’est une p-extension intermédiaire

Pc(ﬁva Sp — 2)(892—73) )
— pour k = 9+ 2¢ (resp. 10 + 2i) et 0 < i < s, — 4, c’est une p(c)-extension in-

termédiaire (resp. une p-extension intermédiaire) des P.(m,, s, —3 —z)(%%w) (resp.
de Po(my, 8o — 2 — i) (2251)).
Remarque : en rassemblant les gradués d’indice 2 et 3, on déduit de la proposition [3.2.6]
que gric(Qm) est en fait une p-extension intermédiaire.
Il s’agit a présent de réorganiser la filtration selon les deux fleches de la figure
a) On fait alors passer grg’;c(Qm) en quotient de jz’! ];cl Q2,1 ; en utilisant le diagramme
221l Comme les réseaux des systemes locaux ne sont pas modifiés, lors de 1’échange

14. D’apres (B.3.3)) chaque gradué non concentré aux points supersinguliers, va donner deux facteurs.
15. On utilise en particulier que les faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor sont
sans torsion, cf. aussi le corollaire ZT.10]
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les gradués gr’;c(Qm) qui deviennent g‘f’;c(Qm) pour 7 < k < 25,42, restent toujours
des p et p(c) extensions intermédiaires.

b) On échange ensuite I'ordre entre gr (Q21) et grl,(Qa1) ce qui fournit un nouveau
g‘fic(Qg,l) que 'on rassemble alors avec le gradué d’indice 7 modifié lors de I’échange
précédent :

0= 815.(Q21) — X — g1, (Q21) = 0
ou X tel que

—_ S — 3
X®Zl Ql: @ ,P(ﬂ-vvsg_2>( 92 )7

muECusp_; (0)

est GLy(F,)-équivariant puisqu’il s’écrit comme un sous-quotient K /K’ de U, avec
K et K' qui sont G'Ly(F,)-équivariant. Par équivariance et commel19) 'g‘f;c(Qm) est
une p-extension intermédiaire, on déduit du corollaire 2.3.9qu’il en est de méme pour
812.(Q21).
A ce stade on a presque fini de prouver le résultat annoncé sauf qu’a priori on a simplement
un dernier quotient grée=2(P;) vérifiant
0— p(c)j;g!—l(g)

*

j;g_l(g)7*P1 — gr8972(P1) — A =0

ol A ®7z, Q ~ pjzgfl(g)jc:g—l(g),*Pl_ On conclut alors que grée=2(P;) ~ pj;g’?*l(g)j;gﬂ(@),*ﬂ

%
en utilisant le corollaire [2.3.9]
]

Revenons a présent a la prewve de la proposition [2.4.1] que l'on va démontrer en rai-
sonnant par l’absurde. Considérons donc un point géométrique de dimension maximale de
sorte qu’il existe un entier k tel que PH%igr(W,) # (0). Soit alors h, maximal tel que z
est contenu dans Xf’;z et on note

S 1<hz . 21 >hz+1
1, - {Z}‘Xégghz — XI,§ = XI,§ \ XI,E

o . 1<h. \ ToU 1<h
ainsi que j, : X735\ {Z}‘Xlghz — X732,

K 175 K
Remarque : pour simplifier les notations, on supposera dans la suite que z est un point
supersingulier, i.e. h, = d. Les modifications pour retrouver le cas général se font en

appliquant simplement le foncteur exact jllTShz,* ol

A<h . v1<h

>1
. - “Tsin XZs

a tous les faisceaux pervers intervenant et en utilisant I'équivariance sous P, q_p, (F)
(resp. Py, —1,4-n.(F,)) en lieu et place de celle de GL4(F,) (resp. Py a—1(F})).

16. C’est ici qu’on utilise s > 4.
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On note encore s, := L#‘l(g)j. On va suivre la méme stratégie que dans la preuve du cas
5, = 4 du paragraphe précédent ou dans une tranche

0— P, — grﬁg;gcl(g)(\ljg) — grﬁg—ill,;(égc)#(lpg) — 0,

avec
kg—1(0),— kg
0— gr!,icl(g)’ (Vp) — P — gr!éof;gc)#(\l’g) — 0,
— le quotient grﬁﬁ‘lf;gg’Jr(\Ifg), en utilisant la théorie des dérivées, descend vers les quo-

tients pour rejoindre le facteur p*grﬁg_’ﬁﬁg)”L(\Ifg),

— tandis quePy associé aux P précédents pour k < k' < s, — 2, est échangé avec le
gr,(if;fgl @+ (@) précédent,
et ainsi de suite. Alors que pour s = 4, il n’y avait qu’une seule étape < descente/remontée >,
dans le cas général il y en aura s, — 3, ce qui nous conduit a introduire les hypotheses
de récurrence suivante sur la forme de la filtration a l'issue d'une succession de < des-
centes/remontées .

On introduit les hypotheses suivantes dont le lecteur pourra trouver une illustration
graphique a la figure [[(] et que nous allons montrer par récurrence sur h de d — h, (supposé
égal a d d’apres la remarque précédente), a 1.

-|HRy(h+1)|: ¥, admet une filtration

0= Fil°’(V,, h) C Fil'(V,, h) C Fil*(¥,, h) C Fil*(¥,, h) C Fil*(¥,, h) C Fil°(¥,, h) = ¥,

vérifiant les propriétés suivantes :

— R (W, h) = 5L, Rl (W)

— gr}(¥,, h) admet une filtration dont les gradués sont[1”) si s,g_1(0) # d, (vesp. si
$p9-1(0) = d) les grf 4. 5o(¥,) et gr{f’__l(llfg) pour k variant de h a d (resp. on enléve le
terme gr!(f_gfl)g _1(9)’7(\Ifg) par rapport au cas non respé). On notera en particulier que
la partie libre de PHi* Fil*(W,, h) est triviale et on demande qu’il en soit de méme
pour sa torsion;

(W h) =gl (W)

— Fil'(W,, h) est GLy4(F,) équivariant et la filtration de stratification de gri,(¥,, h)
admet pour gradués successifs les gr¥(¥,) pour 1 < k < h puis les gr’§7>0(\_119) pour
h+1<k<h )

— Si s, ne divise pas h, (supposé égal a d) ou si s, < 2, la filtration de stratification de

gr°(¥,, h) admet pour gradués successifs grf(gr®(¥,, h)) = Pj* = *grf_,(¥,) pour

17. On rappelle que ces gradués sont nuls si k n’est pas un multiple de g_1(p).



LA COHOMOLOGIE DES ESPACES DE LUBIN-TATE EST LIBRE 53

=1,%

j;é,!j;éc

FIGURE 10. Illustration graphique de HRy(h + 1)
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h+1 <k <d. Dans les autres cas, on demande la méme condition sauf pour

—d i—d e d ,
0 — Pjdj=degry 4107 (p,)

_)gr(sg L)g— 1(9)(gr5(\ll h)) —
j:d g— 1(Q).]—d*g—l(Q)v*gr!d’:i_l(g)(qlg) — 0

Remarque : la modification de la filtration pour les cas ou s, > 3 divise h, = d, provient
du fait qu’on cherche a avoir la partie libre de PH%* F112(\If h) nulle, ce qui sera utile pour
montrer I'inductivité. Cela implique en particulier que I'on doive alors utiliser la proposition
B.2.8 au lieu du corollaire B.2.7. Notons enfin que cette nuance n’est pas illustrée dans la
figure [I0 afin de ne pas alourdir encore le dessin.

- |HR,(h)|: pour tout k > h, on a Pj*j=F*grf _ (U,) = PHjckj=F*grf_ (T,).
Remarque : on notera que HR,(1) implique le résultat cherché, i.e. la proposition 2.4.1]
Commengons par noter que tout systeme local sur X7 4= X;gc est pervers et donc

HR,(d) est trivialement vérifié. En ce qui concerne HRy(d), il suffit simplement de poser

Fil'(U,, d) = Fil*(¥,, d) = Fil*(¥,,d) = jZ},j2. "V, et Fil'(¥,, d) = Fil’(¥,, d).
3.2.9. Lemme. — Si HRy(h+ 1) et HR,(h + 1) sont vérifiées, alors HR,(h) aussi.

Démonstration. — Visuellement a l'aide de la figure [10], il s’agit de montrer qu’on peut
faire passer le terme gr, # 1(¥,) de l'autre coté de la fleche notée O, pour former un
quotient Fil*(W,, h) — grf(W¥,) vérifiant
0 = P2k, o el (W,) — grl' (V) — PHii " er! (¥,) — 0.
On utilise ensuite le corollaire B.Z.7 pour conclure.
S’il n’existe pas d’entier ¢ tel que tg_; = h alors il n’y a rien a démontrer puisque
HR,(h) = HR,(h + 1). Notons alors ¢ tel que tg_1(0) = h. Les cas h, = 2g_1(p) et

h, = 3g_1(0), ayant été traités ci-avant, on suppose donc h, > 4g_1(p), de sorte que
d’apres [3.2.8, on a une surjection

gt (Wy, h) — Prar 1O (),

et on note gr*~(¥,, h) son noyau. Soit alors X le tiré en arriére

p(C)g tg 1( )Jr(\pg)( X-——-—-—-—-—--- > gr4’_(g'ga h)

I

I

Y
P2 O (U,) —— Fil' (U, h)/ Fi* (¥, h)

)

gr4(\I/Q, h)

Prr 0T (g ),
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Ainsi en échangeant 'ordre des termes de I'extension définissant X, on obtient

0 — g (U, h) — X — Pri% 107 (w,) — 0,

ou 'extension
0 — Per2 O (W,) — Y — Prar 1@ (w,) -0,
est GLg(F,)-équivariant, car tous les autres quotients de la filtration modifiée de U, le
sont. Ainsi d’apres la proposition 2Z.3.7, on a
Parl Ot (Tg) = P (D).
Supposons, par I'absurde que le conoyau
T = Coker(gr (U, h) —» gr (U, h))
= Coker p(c tg o) +(\Dg) 4 p+grtg 61(_9%-1-(11%))’

#c,—1
est non nul.
(a) En voyant T' comme quotient de gr®~(¥,, h) comme ci-dessus, d’apres (ZZ1]), T
admettrait une filtration
(0) =Fil%T) cFilT) C --- CFil'(T) =T
dont les gradués gr*(T') s’écriraient comme le conoyau T d’un bimorphisme
d—1 pt =050 d—1

j 5915(Q)HT<7TU5’ St5<7Tv 5))(7) —y HT(TFU,& Sté(ﬂ-v,(s))(T) — T57

ot m,5 € Cusp,;,(¢) avec lorsque is = —1, § < t. Or un tel Ts[l] peut s’écrire comme

c,x

extensions successives de My(F,)-représentations de petites induites oy, (r,) X T, pour
9ig

o la réduction modulo [ de Sts(m, ), de sorte que sa dérivée vérifie la propriété suivante :
pour is = —1, cette dérivée est d’ordre < tg_1(p) et pour is > 0, cet ordre est divisible par
90(0)-

(b) Comme conoyau de P(¢)gr té; l(f% T(W,) —»y grfg#l (@) *(w,), T[l] admet comme sous-
quotient une < grosse induite mirabolique >, cf | de la forme r;(Sty(m,)) X 0 ol o est
une représentation de M,.(F,). Ces représentations ont alors des dérivées d’ordre 6+kg_1(p)
pour 1 < k < ket 6 > 0 l'ordre de la dérivée de o : il existe ainsi une dérivée d’ordre
strictement plus grand que (¢ — 1)g_1(0) et non divisible par go(0), ce qui contredit la
propriété obtenue en (a).

Ainsi on a p+grtg Cl(f’i (U,) = (C)grtg cl(f’% (U,), d’out HR,(h) en faisant varier c.

3.2.10. Lemme. — Si HRy(h + 1) et HR,(h) sont vérifiées alors HRy(h) aussi.

Démonstration. — Comme dans la preuve du lemme précédent, gr®(¥,, h)_; < passe a
travers > la fleche notée © dans la figure (I0), ce qui permet de construire Fil*(¥,, h — 1)
avec gr’(W,, h — 1) vérifiant les hypotheéses demandées.
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1l s’agit alors de faire remonter gr?(¥,, k) le long de la fleche notée < dans la figure [0
Soit alors

Fil' (W, ) Fil’(¥,, h) — gr2(¥,, h)

| |

g 1(U) S~~~ = P g’ (V. h)
et il s’agit de montrer que
0— g2t T (W,) — P — gr®(U,,h) = 0 (3.2.11)

est scindée. Dans le cas contraire, on aurait
0— g (W, h) — P — gl 1 (¥,) = 0
avec, puisque les réseaux ne sont pas modifiés,
h—1,+ —h—1,+
gr!,¢c,—1(q’g) 4+ grlgéc,—l(\ljg) — T #0.

Or rappelons que FilQ(\I'Q, h) a été construit de sorte que la partie libre de son
PHO3* Fil*(W,, h) est triviale. Ainsi si 7' était non nul, on en déduirait que PH°i* Fil*(W,, h)

serait de torsion, ce qui n’est pas par hypothese.

]
Comme illustré dans le cas s = 3, on passe ensuite des isomorphismes pgrfgfl(g)*(\ll o)
p*grfg’l(g)’Jr(\I/Q), a la proposition .4.1], par récurrence sur ¢ de s, a 1. Seul le cas t = s, —1

nécessite I’hypothese [ > 2 pour controler la théorie des représentations. Comme dans le
cas s = 2, le quotient T de

pj!j(sgil)g_l(g)HT(ﬂ-’ln Sth_l(ﬂ-’U)) (_}—>+ p+j:(sg71)g_1(g)HT(ﬂ-U7 Sth_l(ﬂ-U)) - T7

est tel que ind 2*T'[l] est, & torsion pres, une induite parabolique 7;(Sts,—1(7,)) X 7 pour
une certaine représentation m de GL4_, (o) (Fy) quil s’agit de préciser. Par ailleurs lors des
échanges on sait que les sous-quotients irréductibles de ind z*T[l] sont & prendre parmi
ceux de la réduction modulo [ de St,,(7,). On en déduit alors que, & torsion pres ™ = g et
que ind z*T[l] doit contenir tous les sous-quotients irréductibles de la réduction modulo [
de LTy, (s, —2,1), cf. les notations de [A.1.4]

Or d’apres la proposition 4.3.2 de [8] ou plutot sa version duale explicitée dans la re-
marque suivant loc. cit., la réduction modulo [ de LT}, (s, —2,1) admet un sous-quotient
irréductible, noté IQ([(T—Q, ?]M dans [8], qui n’est pas un sous-quotient irréductible de
la réduction modulo [ de St,, (7).

On traite ensuite les cas t = 1,---,5, — 2 exactement comme on a traité le cas ¢t = 1
pour s, = 3.
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3.3. Preuve du théoréme principal. — D’apres le théoréme de comparaison de Ber-
kovich, cf. [4], le théoreme [[L.T.4] découle de ’énoncé suivant.

3.3.1. Théoréme. — Les faisceauzr de cohomologie de ¥, sont sans torsion.

La preuve procéde en deux temps.

(a) On utilise tout d’abord la suite exacte courte (8.2.2)) pour montrer que si torsion il y
avait, alors la [-torsion, en tant que F;-représentation de My(F,), n’aurait que des grosses
dérivées.

Rappelons que d’apres la proposition [B.3.3], sur Q,, les gradués de la filtration de stra-
tification de ia*pHOii’* (\IJI’Z) sont des faisceaux pervers d’Harris-Taylor et que la suite
spectrale calculant ses faisceaux de cohomologie a partir de ceux de ses gradués, dégénere

en Fy.

FIGURE 11. Filtration de H%*¥, pour s = 4 et m(o) = 2.

Sur Z, la torsion provient donc uniquement des gradués qui ne seront pas de p-extensions
intermédiaires des faisceaux pervers d’Harris-Taylor. Ainsi pour d = 2, sachant que les seuls
faisceaux pervers d’Harris-Taylor non ponctuels sont associés a des caracteres, le résultat
découle trivialement du lemme 2.1.6l
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Dans le cas général notons z un point générique de dimension maximale tel que la
fibre en 2z d'un PH%* d’un de ces gradués soit de torsion non nulle. Ce gradué est associé a
un faisceau pervers d’Harris-Taylor pour 7, de o-type > 0. Notons alors que cette torsion,
qui apparait donc dans la premiére page F; de la suite spectrale calculant PH%* W admet
pour sous-quotients, des représentations de la forme 7 x o Mig, 5y (Fu) ou

— 0o est un sous-quotient de la réduction modulo [ de St;(7,) et

— 7 est, d’aprés le corollaire ZZ4.2], un sous-quotient irréductible de V,(r+tm(o)l’, < &;).
Supposons par ’absurde qu’une partie de cette torsion persiste dans ’aboutissement et
notons alors 7 le p-type minimal correspondant. On obtient en particulier que tous les
sous-quotients irréductibles de PH% W, ont une dérivée d’ordre > g;(o).

(b) L’idée est maintenant de considérer la filtration de stratification Fil}(¥,) puis de
considérer la suite spectrale associée calculant PH"*W-, pour montrer que si sa torsion
était non nulle, alors la [-torsion en tant que F;-représentation, contiendrait, avec les mémes
notations que dans (a), une induite parabolique irréductible de la forme 7 x o avec

0— ﬁ-|Mh(Fv) X o —> (7_'(' X U)‘Mhﬁ»tgi(g)(F’U) — 7T X 0|Mtgi(g)(Fv) — 0.

En effet puisque les supports cuspidaux sont disjoints, 7 x o est bien irréductible. On observe
alors que 7, (r,) X 0 admet un sous-quotient irréductible ayant une dérivée d’ordre < g;(0),
d’ou la contradiction.

Pour mettre en forme ce calcul, on commence par filtrer chacun des gradués grf(¥,), ou
k est divisible par g_1(0),

Fil, ) (grf (1)) o - - > Fil)(erf(¥,)) > Fil, (g1 (1,),

avec i,(k) > —1 maximal de sorte que g;,x)(0) divise k et de sorte que

grégrf(\l/g) ®7z, Q~ @ gr{f(\pm)_
my€Cusp; (o)
En numérotant les éléments de Cusp, (o), on filtre ensuite chacun des grigrf(¥,) de fagon
a définir des gradués grf’, (¥,) tels que

gr{fﬂv(\llg) ®7z, Q ~ grfﬂ(\pm}).
Rappelons que d’apres [7] sur Q,, pour 7, € Cusp,(0) avec s;(0) := |d/g;(0)], alors pour
tout 1 <t < s;(0), la filtration de stratification exhaustive de grf%g)(\lfg) a pour gradués

p; {0910 grp (7 Sters(my)) (2LE22). 11 s’agit ici de montrer que sur Z;, on

successifs les
obtient bien les p-extensions intermédiaires. Pour ¢ = —1 comme les p et p+ extensions
intermédaires sont les mémes, il n’y a rien a montrer.

On raisonne alors par I’absurde en supposant qu’il existe 7, que ’on prendra minimal

pour la propriété qui suit, tel qu'ils existe 7, € Cusp;(0) et 1 <t < s;(p), pour lesquels

18. On peut pour simplifier considérer comme dans le paragraphe précédent que z est un point super-
singulier.
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torsion # 0

Jeocoocecee

St; x Speh, : : Sts
Ste X Spehy Sty x Speh,

FIGURE 12. EP? calculant les faisceaux de cohomologie de gri o (Po).

un des gradués de grffﬁig)(\lfg) n’est pas une p-extension intermédiaire. D’apres le corollaire
2472 il existe 0 > 0 et z un point générique de Shig,;'-gg)%g’l(g) de sorte que le PH"i¥ du
quotient de cette extension intermédiaire par la p-extension, est nul pour » < 0 et non nul
de torsion pour 7 = 0. Nous allons alors montrer que la torsion de PH": ¥, serait non nulle
et que la [-torsion, en tant que [Fj-représentation, admet des petites dérivées.

Comme précédemment, pour simplifier, on va supposer que z est un point supersingulier,
i.e. tg;(0) + dg_1(0) = d, et on commence par montrer que ?H°ind z*grfziig)(llfg) est non

nul et de torsion. Pour cela on étudie la suite spectrale

EPY = PPt ing z*gr_p(grf%g)(‘l’g)) = PH"ind z*grtgiig)(llfg),

I

associée a la filtration de stratification de grf,g;ig)

tion a la figure [I2 dans le cas out = 1 et s = 5 et ol on suppose que le gradué associé a
P(m,,3) ne serait pas une p extension intermédiaire.

(¥,), dont on pourra trouver une illustra-

Rappelons que les quotients libres non nuls de E{*, correspondent aux (p,1 — t) avec
0 < p < t—1 et que seul Eg’lft a un quotient libre non nul isomorphe a LT (t —
1,s — t). On remarque alors que les termes de torsion EL’{Of pour 0 < p < s —t non
tous nuls par hypothese, ne sont pas modifiés, i.e. E2P = EP™P pour 0 < p < s —t et
comme les quotients libres des E¥~* sont tous nuls, on en déduit donc que p?—loi:grf%g)(\llg)
est de torsion et non nul. Notons par ailleurs que, d’apres le corollaire 2.4.2] 1a [-torsion
de PH°ind z*grfﬁﬁig)(\llg), en tant que Fj-représentation de GL4(F,) admet comme sous-

quotient tous ceux de 7;(Sty(m,;)) x V,(s;(0) —t, < 9;). Considérons alors un sous-quotient
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Str(0) quelconge de r;(St.(m,;)) avec donc k qui est de la forme (0, - - -, 0, w;, wiy1, -~ - ), i.€.
ces i-premieres coordonnées sont nulles. Ainsi 'induite irréductible

Str(0) X St(s;(0)-1,0,-)(0) (3.3.2)

f%")(\Ilg). On note aussi que Stg(g) X

St(s;(0)—t,0,)(0), en tant que représentation de My(F,), admet des dérivées d’ordre g_(0).

est un sous-quotient de la [-torsion de PH’ind z*gr

hOz*gr}

FIGURE 13. B}l calculant les faisceaux de cohomologie de W, .

On étudie ensuite la suite spectrale

BP = PP ind 2 P(0,) = PR ind 210,

)

associée a la filtration précédente de ¥, dont les gradués sont les grfiﬁig)(\llg). Rappelons,
cf. [7], que sur Q; la suite spectrale dégénere en Ej, cf. la figure M3 pour ¥, avec T,
une irréductible cuspidale de GLy(F,) et d = 5g. Par hypothese, rappelons qu’on raisonne
par I'absurde, il existe k < d tel que PH’ind z*grf(¥,), qui est de torsion, est non nul et
sa [-torsion en tant que représentation de GLy4(F,) admet un sous-quotient irréductible
générique.
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3.3.3. Lemme. — On suppose a nouveau | # 2. Pour tout uw > —1 et pour tout m, €
Cusp,(0), la réduction modulo | de LT, (s;(0) — 2,1) n'admet pas pour sous-quotient la
représentation Stg(0) X St(s,(o)—t0,-)(0) de[ZF 2.

Démonstration. — La proposition 4.1.3 de [8] décrit les sous-quotients irréductibles de la
réduction modulo [ de LT, (s —t—1,t) (et donc en particulier pour ¢ = 1) en fonction de
leur niveau de cuspidalité qui sont donc de la forme St,_, ,..y(0u) X Io(LTy, (s, 1)), on
— Iy est la notation désignant le sous-quotient de niveau de cuspidalité minimal : ainsi
St(s,(0)-t.0.-)(0) = To(Sts,(g)-¢(T0)),
— 8+ X s 1 Guir(0) =5 — 1.
Le résultat découle alors de la remarque précédant le corollaire 4.3.3 de loc. cit. qui nous
dit que St(sp....)(0) n’est pas isomorphe & Iy(LT%, (s',t)) pour ¢t > 0. O

Notons alors les faits suivants :
(a) parmi les £7’] seuls ceux pour p + ¢ = 0 sont susceptibles d’avoir de la torsion ;
(b) les quotients libres des E7’,” pour p # 0 sont tous nuls;

Du points (a) et du lemme précédent, on en déduit que Eglojg’k’d est de torsion et que
sa [-torsion admet comme sous-quotient. Du point (b), on en déduit que ce sous-
quotient est aussi un sous-quotient de la [-torsion de PH"ind z*¥, laquelle, en tant que
représentation de M,(F),), admet donc une dérivée d’ordre g_1(p) ce qui contredit (a) et
conclut la preuve du théoreme. O
Remarque : dans 'argument ci-avant, le point important est l'irréductibilité de I'induite
parabolique 7 X o ol 7 est de g-niveau strictement plus petit que J; alors que o est de
niveau supérieur ou égal a ¢;. L’information sur 7 est obtenue a le corollaire et repose
sur 224711

Dans les arguments au final on a prouvé le résultat suivant qui se formule simplement
et qui peut étre utilisé efficacement, cf. par exemple [12].

3.3.4. Théoréme. — Les gradués de la filtration exhaustive de stratification de W, uti-
lisant les adjonctions j1j* — Id (resp. Id — 7,5%) construit dans [9], sont les p-extensions
intermédaires (resp. les p+ extensions intermédiaires) des systémes locauz d’Harris- Taylor.

Comme on a montré qu’en général, i.e. des que le p-type est > 0, les p et p+ extensions
intermédiaires ne sont pas isomorphes, on constate que les réseaux des systemes locaux
d'Harris-Taylor des gradués des filtrations de stratification de W,, varient selon la facon
dont on filtre. Pour plus de précisions sur ces réseaux et le lien avec le lemme d’Thara, on
renvoie le lecteur a [11].

Remarque : For m, a irreducible cuspidal representation of p-type u, then using repeatedly
the exact epimorphisms

j!:(t+5)g“(g)HT(7rv, LT, (t—1,0)® =6/2 _, ijZ(lH*(;)gu(g)HT(ﬂ_U’ LT (t—1,6)® 55/2’
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for 6 =0,---,s,(0) — t, we then deduce the following resolution

Su

0— 5 @rOgp(n, LT, (t—1,5,(0) — 1)) @ =T — -+ —»
G R (e, LT, (t—1,2)) @ E — jr @ g, LT, (t—1,1)) ® =
—s 7O HT (x,, Sty(m,) — g% @ (T,) >0, (3.3.5)

=

Appendice A

Rappels sur les représentations

A.1. de GL4(K) a coefficients dans Q;. — Notons K un corps local non archimédien
dont le corps résiduel est de cardinal ¢ une puissance de p. Une racine carrée q% de ¢ dans
Q, étant fixée, pour k € %Z, nous noterons m{k} la représentation tordue de m ou laction
de g € GL,(K) est donnée par 7(g)v(g)* avec v : g € GL,(K) +— g~ V!det9),

A.1.1. Définition. — Pour V un sous-espace vectoriel de dimension h de K™, soit Py
le sous-groupe parabolique associé et Ny son radical unipotent, i.e. I’ensemble des g €
GL,(K) tels que le noyau de g — Id contienne V' et son image soit contenue dans V.

A.1.2. Notations. — — Dans le cas ot dans la définition précédente, V' est engendré
par les h premiers vecteurs de la base canonique, V' sera noté 1, et Py par Py g_p.
— Pour tout a € GLy(K)/Pyq-n(K), on rappelle qu’'on note encore a le sous-espace
vectoriel obtenu comme l’image par a de Vect(ey, - ,ep), ot (€)1 <i<a désigne la
base canonique de K¢. On notera aussi P,(K) = aPy 4 n(K)a™" le parabolique associé
et Ny, = aNpqa(K)a™' son sous-groupe unipotent. Le facteur GLy(K) de P,(K) est
appelé < son facteur infinitésimal >.

Remarque : afin d’alléger les notations, on notera dim a pour dim V.

A.1.3. Définition. — Soit P = MN un parabolique standard de GL, de Lévi
M et de radical unipotent N. On note dp : P(K) — @Q, lapplication définie par
op(h) = |det(ad(h)pien)| ™. Pour (m, Vi) et (m, Va) des représentations de respecti-
vement GL,,(K) et GL,,(K), et P,, ,, le parabolique standard de GL,,n, de Levi
M = GL,, x GL,, et de radical unipotent N, m X my désigne l'induite parabolique
normalisée de P, n,(K) & GLp 40, (K) de m ® mo c’est a dire l'espace des fonctions
f:GLy 10y, (K) = Vi ® Vs telles que

Flnmg) = 552 (m)(m @ m2)(m) ( f(g)), Wn € N, Ym € M, Vg € GLy,1ny (K).

Pour g fixé et sous-entendu, étant données 7 et my des représentations de respectivement
GLy 4(Fy) et GLyg(Fy), m;)m désignera I'induite normalisée m {—2} x mp{4}.
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Rappelons qu’une représentation irréductible 7 de G L, (K) est dite cuspidale (resp. su-
percuspidale) si elle n’est pas isomorphe a un sous-quotient (resp. & un sous-espace) d’une
induite parabolique propre. D’apres [20] §V.4, la réduction modulo [ d’une représentation
irréductible cuspidale est encore irréductible cuspidale mais pas nécessairement supercus-
pidale.

A.1.4. Notations. — Soient g un diviseur de d = sg et ™ une représentation cuspidale
irréductible de GL4(K).

— L’unique quotient (resp. sous-représentation) irréductible de
1— 3— -1
X Xr=r{ Yy xa{ ) x e x {2
2 2 2
est noté Ste(m) (resp. Spehy(m)).
— L’unique sous-espace (resp. quotient) irréductible de

St(x) X Speh, () = Stu(r{ 1) x Spehr(ﬂ{%})

(resp. de E]tt_l(w);> Speh, () = Ste1(7{=52}) x Speh, . (7{5})) est noté
LT.(t—1,7).

A.1.5. Notation. — Pour n > 2, on note M,(K) le sous-groupe de Py ,_1(K) dont le
premier coefficient en haut a gauche est égal a 1.

Remarque : Quitte a tordre les actions par g — o (g~ })o™ !, ol o est la matrice de permu-
tation associé au cycle (12---n), on reconnait le traditionnel groupe mirabolique dont le
radical unipotent V,,_1(K) est abélien isomorphe a (K*)" 1.

A.1.6. Lemme. — Soit m une représentation irréductible cuspidale de GL,(K), alors en
tant que représentation du parabolique M 44,(K), on a des isomorphismes

S t
Stt(ﬂ{—é})\Mtg(K) X Spehs(w{é}) ~ LT (t—1, S)IM(t+s)g(K)v
et ;
s
Stt(ﬂ-{_é}) X Spehs(ﬂ{§})\Msg(K) = LTﬂ(t’ s — 1)|M(t+s)g(K)’

ou dans le premier isomorphisme, ['induite parabolique est relativement a

M, U
0 GL,,

alors que dans le deuxieme, il s’agit de ["induite a support compact relativement a
1 0 ‘/sg—l

0 GLy, U
0 0 GLy,
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Remarque : si dans le lemme précédent, on remplace la représentation de Steinberg St;(m)
par LT, (6,t — 3 — 1), le membre de droite dans le premier isomorphisme devient LT, (d,t —
d—1+s).

Démonstration. — On rappelle cf. par exemple [18] §II1.1.10, que
S t
0— Stt<ﬂ'{—§}) X Spehs(ﬂ{ﬁ})wsg(;()

— (Stt(w{—g}) X Spehs(ﬂ{%}))

‘M(t+s)g(K)

t
— Ste(m{ =5 D0 x Speh, (r{5}) = 0,

ou le deuxieéme terme est I'induite parabolique relativement a ( Otg ar ) et le premier,
sg
1 0 ‘/sgfl
I'induite a support compact relativement a | 0 GLy, U . En outre pour tout

0 0 GLy,
k>0, la dérivée d’ordre k de Sty(m{—%}) s, (k) X Speh,(m{:}) est, cf. [18] p153, donnée
par celle de St,(7{—2})a, (k) induite avec Speh,(7{5}), i.e.

(St =3 Dinnatao % Spehsw{g}))(“ ~ (Stt(w{—g})mg(m)(k)  Spel, (r{3})

Rappelons que la dérivée d’ordre k de Sty(7) est nulle sauf si k est de la forme dg avec
0 < & <t auquel cas elle est isomorphe & St,_s(7{2}). Ainsi en raisonnant par récurrence
sur ¢, on en déduit que St;(7{—35})ar,x) X Spehy(m{3}) et LTr, (t — 1, 5)n..,,x) ont
les mémes dérivées et qu’elles sont toutes d’ordre < tg. Considérons alors le morphisme
composé

S t
LT, (t -1, 5>|M<t+s>g(K) = (Stt(w{_ﬁ}) % Spehs(w{§}))M (K)
(t+s)g
S t
= Sto(m{ =5 a0y X Spehy({Z})

et notons K — Sty(m{—%}) x Speh,(7{%})a,(x) son noyau. D’apres [21] proposition
5.3 et corollaire 6.8, St,(m{—%}) x Speh,(m{%})ar,, (k) est homogene, i.e. tout sous-espace
M144)g(K)-équivariant irréductible a une dérivée d’ordre (¢ + 1)g, or on vient de voir que
les dérivées de LT, (t — 1, S)IM(t+s)g(K) sont d’ordre < tg, de sorte que

LTy(t = 1,5) < Ste(r{~Djas ) x Speh, ({2 }).

Comme ces deux termes ont les mémes dérivées, cette injection est un isomorphisme. [



LA COHOMOLOGIE DES ESPACES DE LUBIN-TATE EST LIBRE 65

A.2. Réduction modulo | d’une Steinberg généralisée d’apres [8]. — On rappelle
que [ et p désignent des nombres premiers distincts et que g est une puissance de p. On
note ¢;(q) 'ordre de I'image de ¢ dans F;*. Afin de simplifier la lecture, dans la suite on
utilisera la lettre 7 pour désigner une Q;-représentation entiere et les lettres o et p pour
des [Fj-représentations.

A.2.1. Définition. — Une représentation o de GL,(K) est dite
— cuspidale si pour tout sous-groupe parabolique propre P de GL,(K), Jp(0) est nul.
— Elle sera dite supercuspidale si elle n’est pas un sous-quotient d’une induite para-
bolique propre. On notera Scuspg, (g) I'ensemble des classes d’isomorphismes des ;-
représentations supercuspidales de GL,(K).

Remarque : sur Q,, les notions de cuspidales et de supercuspidales coincident, ce qui n’est
pas le cas sur [y, cf. ci-apres.

A.2.2. Proposition. — (cf. [18] II1.5.10) La réduction modulo | d’une Q,-représentation
irréductible cuspidale entiére de GL4(K) est irréductible cuspidale.

A.2.3. Proposition. — [14] §2.2.3
Soit T une représentation irréductible cuspidale entiére. Alors pour tout s > 1, la réduction
modulo | de Speh () est irréductible.

A.2.4. Définition. — Une Fj-représentation irréductible est dite [-Speh (resp. I-
superSpeh) si c’est la réduction modulo | d’une Q,-représentation entiere Speh, () pour 7
irréductible cuspidale (resp. et dont la réduction modulo [ de 7 est supercuspidale).

A.2.5. Notation. — On notera €(p) le cardinal de la droite de Zelevinski de o, i.e. de
Uensemble des classes d’équivalence {o{i} / i € Z}. On pose alors cf. [20] p.51

m(g) _ { 6(9)7 Sl 6(9) > 1

l, sinon.
Remarque : €(p) est un diviseur de ¢;(q).

A.2.6. Définition. — Etant donné un multi-ensemble s = {p7, - - |, pr} de représentations
cuspidales, on note d’apres [20] V.7, St(s) 'unique représentation non dégénérée de 'in-
duite

ni Ny
—_— —_—
p<§) =P X e X P X X P X X Py

Remarque : d’apres [20] V.7, toutes les représentations non dégénérées sont de cette forme.

A.2.7. Notation. — Pour p une représentation irréductible cuspidale et s > 1, on note
s(p) le multi-segment {p, p{1},- -+, p{s — 1}} et comme dans [20] V.4, Sts(p) := St(s(p)).
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A.2.8. Proposition. — [20] V.4 Soit o une représentation irréductible cuspidale. La
représentation non dégénérée St,(o) est cuspidale si et seulement s = 1 ou m(o)l¥ pour
k>0.

Remarque : d’apres [18] 111-3.15 et 5.14, toute représentation irréductible cuspidale est de
la forme St,(¢) pour g irréductible supercuspidale et s = 1 ou de la forme m(p)l* avec
k> 0.

A.2.9. Notation. — Soit ¢ une représentation irréductible cuspidale de GLy(K); on
note o_y = o et pour tout i > 0, 0; = Sty eui(0)-

A.2.10. Définition. — On dira d'une Q;-représentation irréductible cuspidale entiére
qu’elle est de p-type @ > —1 si, a torsion par un caractére non ramifié pres, sa réduction
modulo [ est de la forme p;. On note alors Cusp,(g) I'ensemble des classes d’équivalence
des représentations irréductibles cuspidales de p-type 1.

A.2.11. Notation. — Soit s > 1 un entier et p une représentation irréductible cuspidale
de GLy(K). Soit Z,(s) l’ensemble des suites (m_y1,mg,---) d valeurs dans N telles que

+oo
s=m_1 +m(o) Y myl*.

k=0

On notera 1g,(s) le cardinal de Z,(s). On munit enfin Ty(s) d’une relation d’ordre
(m_1,mq,--+) > (m_y,mg, )< Ik > —1 tel que Vi >k : m; = m) et my > my,.
A.2.12. Définition. — Pour i = (i_1,ip, - -) € Z,(s), on définit
Stl(Q) = Sti:l(g—l) X Stlg(go) XX Sti(gu)

ol i, = 0 pour tout k > u et ol les p; sont définis en [A.2.9

A.2.13. Théoréme. — Soit m une Q,-représentation irréductible cuspidale entiére de
GLy(K) et o sa réduction modulo . Dans le groupe de Grothendieck des F)-représentations
de GLsy(K), on a l’égalité suivante :

n(stim) = 3 Sule).

1€Z,(s)
Par ailleurs pour tout i € Z,(s) et pour tout parabolique P, Jp (Stz(g)) est égal a la somme

des constituants irréductibles de p-niveau i de rl<Jp(Sts(7r))>.

Remarque : pour s < m(p), la réduction modulo [ de Sty(7) est irréductible.

A.2.14. Définition. — On dira que [ est banal pour GL4(K) si e/(q) > d.
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Remarque : dans le cas banal toute représentation cuspidale est supercuspidale, i.e. m(p) <
s avec les notations précédentes.

Pour 7 une représentation irréductible cuspidale entiere de GL4(K), comme, d’apres
[A.2.2] sa réduction modulo I, notée o, est irréductible, on en déduit qu’a isomorphismes
pres, m possede un unique réseau stable, cf. par exemple [2] proposition 3.3.2 et la remarque
qui suit.

A.2.15. Définition. — (cf. [8]) Etant donné un réseau de St,(7), la surjection (resp.
I'injection)
%
Sty(m) X = Styyq(m),

induit un réseau de St,1(7) de sorte que par récurrence on dispose d'un réseau Rlz _(,t)
que 'on qualifie de réseau d’induction. On note alors

RIE,* (7'(', t) = szﬁ(ﬂ', t) ®Z F[,

A.2.16. Proposition. — (cf. [8] propositions 3.2.2 et 3.2.7) Pour tout 0 < k <1g,(s),
il existe une sous-représentation V, _(s; k) de longueur k de Rlg _(m,s)

(0) = Voo (5:0) & Va3 1) & -~ & V(s 1, () = RI5, (),

définie de sorte que l'image de V, _(s; k) dans le groupe de Grothendieck est telle que tous
ses constituants irréductibles sont de o-niveau strictement plus grand que n’tmporte quel
constituant irréductible de W, _(s; k) := V, _(s;1g,(5))/Vo,-(s; k).

,—

A.2.17. Notation. — Une représentation irréductible o étant fixée ainsi qu’un entier s,
pour k > 0 tel que m(o)l* < s, on note :
= (0,-+-,0,1,0,--) € T,(s) et

— pour tout t tel que m(o)l*t < s, V,_(s,> t.04) le sous-espace V, _(s,1g,(s)) défini

ci-dessus tel que tous les constituants irréductibles de V, _(s,lg,(s)) sont de o-niveau

plus grand ou égal a t.0y,
— et Vy(s, < tdy) =V, _(8,1g,(5))/ V- (5, > t.01).

A.3. Représentations de Dy, a coefficients dans F;, et leurs relévements. —
Soient D 4 l'algebre a division centrale sur K d’invariant 1/d, Dk 4 son ordre maximal de
radical P4 : 1+ Pga C Df. 4 C D 4/w” de quotients successifs Fou et Z/dZ.

A.3.1. Notation. — Pour m une représentation irréductible cuspidale de GLy(K) et
s > 1, on note w[s|p la représentation irréductible de Dy ., image de Sty(m") par la
correspondance de Jacquet-Langlands.

Remarque : toute représentation irréductible de Dy ; s’écrit de maniere unique 7[s]p pour
s|d et m une représentation irréductible cuspidale de G'Lg/s (k).
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A.3.2. Notation. — On notera Rg (h) Uensemble des classes d’équivalence des ;-
représentations irréductibles de D,

A torsion par un caractére non ramifié pres, toute représentation irréductible 7 de Dy ,
se factorise par D ;/ w?, on choisit alors un facteur irréductible p de Tl11+Pg, €6 on note N,
le normalisateur de sa classe d’isomorphisme dans Dy ;/ w?. Comme 1+ P 4 est un pro-p-
groupe, la dimension de p est une puissance de p de sorte que, un p-Sylow de N,/(1+ Pk q)
étant cyclique, p admet un prolongement p a N,, cf. [19] lemme 1.19. Soit alors ¢ une sous-
représentation irréductible de N, agissant sur Homp, ,(p,7) laquelle d’apres la preuve
de la proposition 2.3.2 de [14] que nous suivons, est de la forme ¢ ~ ind]fp(x) pour un

groupe J contenant N, N O ; et un caractere x de J trivial sur 1+ P q.

A.3.8. Proposition. — (cf. [14] proposition 2.3.2)
Avec les notations précédentes, on a

T = ind?}x(’d/wZ (ﬁu ® X)

avec J = N, N N, ou N, désigne le normalisateur de x. La réduction r(7) de 7 modulo
est de la forme

. DY o -

ind, " (ri(p;) @ (%))
ou r(ps) reste irréductible de normalisateur N, de sorte que la longueur de r;(T) est égale
a

m(7) =[N, N Ny 1 J]-

Remarque : deux sous-quotients irréductibles 7 et 7 quelconques de la réduction modulo
[ d'une représentation irréductible entiere de D ,;, sont inertiellement équivalents, i.e. il
existe un caractere ¢ : Z —» @IX tel que 7 ~ 7 ® ( o val orn.

Par construction il existe des entiers f/, d’, e’ de produit égal a d tels que

J/(1+ Pra) = F iy % mZ/ed'Z,

ot m est un diviseur de d’ tel que f'm = [Dj ; : w”Dy . J]. L'abélianisé de J/(1 + Pk q)
s’identifie, via la norme, a quf,m x mZ/e'd'Z et le nombre de représentations irréductibles
strictement congrues a 7 est la plus grande puissance de [ divisant le cardinal de cet
abélianisé.

A.3.4. Notation. — Pour T une Fi-représentation irréductible de Dy ,, avec les nota-
tions de la proposition précédente et T un relévement, avec les notations précédentes, on
notera

_ B d
m(7) = [NyN Ny 0 J] et g(T) = o= fd.
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d

Soit aussi s(T) la plus grande puissance de l divisant e € on note
g1(7T) = g(r) et VO <i<s(7), gilr) = m(r)lg(7).
A.3.5. Définition. — Pour 7 une Fj-représentation irréductible de D ,, soit Cz C

Repznr (D 4) la sous-catégorie pleine formée des objets dont tous les Zj"Dg ssous-
quotients irréductibles sont isomorphes a un sous-quotient de Tipx . On note 7° un
K,d

sous-quotient irréductible quelconque de ?|D}x(d.

A.3.6. Proposition. — (cf. [13] §B.2)
Soit P-o une enveloppe projective de 7° dans Rep%m (Dk.q)- Alors la sous-catégorie Cr est
DX
facteur direct dans Rep%r(DIX( 4) pro-engendrée par linduite Pr := inde’d(P;o).
’ K,d

Ainsi toute Zj"-représentation Vzn- de D ; se décompose en une somme directe Vznr =~
b~ VZ;L; ou 7 décrit les classes d’équivalence inertielles des F;-représentations irréductibles
de Dg 4 et ot Vzpr est un objet de Cz, i.e. tous ses sous-quotients irréductibles sont iso-
morphes a un sous-quotient de 7_—|D;X<d'

A.3.7. Proposition. — (cf. [14] proposition 2.3.2) Soient T wune F;-représentation
irréductible de Dlxﬂd et 7' € C; une Q;-représentation irréductible entiére. Il existe alors
—1 < i < s(7) et une représentation irréductible cuspidale m; de GLg,7 (K) telle que

d
9:(T)

T’Z’T(’i[ ]D-

Remarque : avec les notations de la proposition précédente, la réduction modulo [ de 7; est
supercuspidale si et seulement si ¢ = —1 et sinon son support supercuspidal est un segment
de Zelevinsky-Vignéras de longueur m(7)I" associé a une supercuspidale o de GL, (7 (K).
En outre 7 est uniquement déterminée par g, on dira qu’elle est de type p.

A.3.8. Notation. — Etant donnés une représentation irréductible supercuspidale o de
GLy(K) et un multiple h = tg de g,on notera o[t]p € Rg,(h) la classe de la représentation
de Dg, de type 0. On note

Rz, (0) = {oltlp: 1<t < g}-
Ezemple : soit m_; une Q-représentation irréductible cuspidale entiere de GL,(K) dont
la réduction modulo [ est supercuspidale. Soient ¢ > 1 et 7 un constituant irréductible de
la réduction modulo [ de m_1[t]p : on a alors g_1(7) = g. Soit alors m; une représentation
irréductible cuspidale de G'Ly,(7)(K) dont la réduction modulo [ a pour support supercus-
pidal un segment de Zelevinsky [ry(m_1{%52}), ri(m_1{55*})] avec ¢;(7) = sg. Pour tout
t; tel que t;9;(T) > tg, la représentation m;[t;|p (resp. un sous-quotient irréductible de la
réduction modulo [ de m;[t;]p) est de T-type i.
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A.3.9. Notation. — On notera parfois Cusp,(T) ['ensemble, précédemment noté
Cusp;(0) en[A.2.10, des classes d’équivalences des représentations ;.

A.3.10. Proposition. — Soit m,; € Cusp,(T). Pourt > 1, on a alors l’égalité suivante
dans le groupe de Grothendieck

m(o)—1

ri(mpultlp) = 1" Z rl(wv,,l[tm(g)l”]yi. (A.3.11)

1=0

Remarque : dans le cas ot €(p) = 1, la formule (A.3.11]) s’écrit (7, o [t]p) = 1“1y (my —1[t] ).

Appendice B

Rappels des résultats faisceautiques sur Q, d’aprés [7]

Dans ce paragraphe nous rappelons les résultats de [7] que nous utilisons dans ce texte :
les notations sont celles des paragraphes précédents. Précisons de nouveau que tous les
résultats de loc. cit. sont sur Q; ce qui permet de I’enlever des notations afin d’alléger les
écritures.

Rappelons que pour o, (resp. m,) une représentation de W, (resp. de GL4(F,)), 'action
d’un élément g sur

ou(n)  (resp. m,{n})
est donnée par o,(g)| Arty (g)|™ (resp. m,(g)| det g|™) ot | —| est la valeur absolue sur F, et

Art}j : W, — F* le morphisme de la théorie du corps de classe qui envoie les frobenius
géométriques Fr' de W, de F, sur les uniformisantes, i.e. v(Arty (Fr)) = —1.

B.1. sur les systémes locaux d’Harris-Taylor. — Soient 7, une représentation
irréductible cuspidale de GL,(F,) et 1 <t < d . La représentation 7,[t]p de Dy, cf. la

. : . %
notation [A.3.1], fournit un systéme local sur X- gl
s9yLh

€y

L(m[tlp)r = 6_9 Lg, (pvi)ty

ou (m,[t]p )‘Dx = @;™4 pvi avec p,; irréductible et muni d’une action de Py, 4 4,(F,) via

son quotient G’Ld tg X 2.
Remarque : ce systéme local est noté F(t,m,); dans loc. cit. 1.4.7.

B.1.1. Notation. — Pour tout strate pure XISga, on note L(my[t]p)a [image de
L(7[tlp)1, par un élément quelconque de a € GL4(F,)/ Piga—tg(Fy)-

Ezemple : pour h < tg on a ainsi L(m,[t]p)7; est la somme directe des L(m,[t]p), sur les

=t h
strates pures X7 contenues dans X= ST
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B.1.2. Définition. — Les systemes locaux d’Harris-Taylor sont les
HT (7, 11,) == L(7o[t]p)a ® TT; @ 25
et leurs versions induites

— tg—d
T (7, T0,) = (/j(m[t]D)E@) =% ) X by oro(iey GLa(FL),

ou l'action du radical unipotent de Py, 4—y(F,) est triviale, et celle de
o0,v 95 * o0, v
(g ’ ) O get 7av) € G(A ’ ) X Ptg,dftg<Fv) X Wv

est donnée

— par celle de ¢¢ sur II; et deg(o,) € Z sur =7 ainsi que

— celle de (9>, g;', val(det g7) —deg 0,) € G(A®Y) X G Lg—yy(F,) X Z sur L (m,[t] p)1; @

=4 ol = 7 — Z, est défini par 2(1) =q¢"2

On dit de 'action de GLy,(F),) qu'elle est infinitésimale, cf. aussi la remarque précédant
L29
B.1.3. Notation. — Pour

— zz un point géométrique de XI:;-Q et i, : @ — X135,

— ainsi que HT (m,,11;) un systéme local d’Harris-Taylor sur X;gg,
on note

ind 2" HT (m,, 1) 1= indg; (o) i HT (,, IT,).

B.1.4. Notations. — On pose
HT(m,,11,) := HT (m,, I1,)[d — tg],
et le faisceau pervers d’Harris-Taylor associé est
P(t,m,) := ji. * HT (m,, Sty(m,)) @ L(,),
ou sa version non induite

P(t,my)a = ib il P(t, ) = jo,d HT,(m,, Ste(m,)) @ L(7,),

a,x"a
ou 1LY désigne la correspondance locale de Langlands.
Remarque : on rappelle que 7, est inertiellement équivalente a m, si et seulement s’il existe

un caractére ¢ : Z — Q, tel que !, ~ 7, ® (¢ o valodet). Les faisceaux pervers P(t,m,)
ne dépendent que de la classe d’équivalence inertielle de 7, et sont de la forme

P(t,m,) = ex,P(t,m,)

ou P(t,m,) est un faisceau pervers irréductible.
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B.1.5. Notation. — On note Fil,"(r,,11;) le noyau du morphisme d’adjonction
g HT (7, 1) = i, P HT (m,, I1,),

. . >tg+1
qui est a support dans Xi§g+ .

B.1.6. Proposition. — (cf. [9] 3.3.5) Le faisceau pervers Fil,"(m,,I1;) est en fait a
t(g+1)

support dans XIZ’E et le morphisme d’adjonction

g V9= Des iy 19 () TL) — Fil(my, I0)

est surjectif.

En itérant cette proposition, on obtient, pour s = L%j, la résolution

s—t

0— j!:ngT(ﬂ'U’ Ht;) Spehsft(ﬂ-v))(gET Y j!:(t+2)gHT(7TU, I, §> SpehQ(ﬂ'U))@El
s T YI g (T X ) © S — FilT9(m,, I1,) — 0. (B.1.7)

Remarque : de cette résolution on en déduit :

— le calcul des faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor du
théoreme 2.2.5 de [7]. Précisément, pour g > 1, le i-éme faisceau de cohomologie de
Pi-YWHT (m,,11;) est nul sauf si i est de la forme —d + tg + §(g — 1) auquel cas il est
isomorphe & HT(m,, T,{5} x Spehg(m,{t}))[tg — d] ® =5.

— la description des constituants irréductibles de j, - HT (m,, II;) de la proposition 4.3.1,
complétée par le corollaire 5.4.1, de [7], cf. aussi le corollaire 3.3.8 de [9], qui dans le
groupe de Grothendieck correspondant, s’écrit

— = r _) fr—
G HT (0, )| = Y [ HT (m, T X St () © 23] (B.1.7)
r=0
B.2. sur le faisceau pervers des cycles évanescents. — La premiere étape de [7]

consiste, cf. loc. cit. définition 2.2.2, a découper W7 selon les classes d’équivalence inertielles
Cusp,(g) des représentations irréductibles cuspidales de GL,(F},) pour g variant de 1 a d :

d
Vi@ p Vi (B.2.1)

9=1 m,€Cusp, (9)

Les résultats du §7 de [7] sur ¥z ., sont résumés par la proposition 3.4.3 de [9] que nous
reproduisons ci-dessous.

B.2.2. Proposition. — (cf. [9] 3.4.3) Soit
0= Fil} (V) C Fil}(Vz,,) C--- CFil{(Vz,,)=Vz
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la filtration de stratification de Vz ., de la proposition[L.3.16. Pour tout r non divisible par
g, le gradué gri(Vz.,) est nul et pour r = tg avec 1 <t <'s, il est a support dans ngg
avec@
1—t
770 (W m,) 2 57 P(t m)(—5 )
gt (Uz ) — ey’ (VUz.,), ot dans le groupe de Grothendieck
5 1+7—2t

et (Wz)| = 2Pl m) ()

i=t

=tg :>tg,*

La surjection j; 7 j

Remarque : dans [9], on explique comment ce résultat permet de calculer les fibres des
faisceaux de cohomologie de Wz ., i.e. d’en déduire le corollaire 2.2.10 de [7]. En particulier
la fibre en un point fermé de XI de H" W7 ., est munie d’une action de (DJ,)" =

Ker(val orn : Dy, — Z) et de @w? que l'on voit plongé dans FX C D} 1g- D’apres le

théoreme 2.2.6 de [7], ou plus simplement d’apres la proposition précédente, on a
v,t — 1 - t
1nd(DXg om Z(Htg W ””)\X;t; ~ H9Ip(t, m)(T)
~ HT(r,,St(m))®@L(r,) ®=7. (B.2.2)

B.2.3. Notation. — On note
0— grfg’_(\llzﬂrv) — grfg(llfzm) — grfg +(\I/I77rv) — 0,
avee gri® (Wz..,) = Pt m) (151).

B.3. Compléments. — Les résultats de ce paragraphe sont développés plus en détail
dans [10]. L’article n’étant pas encore publié, nous donnons ci-aprés un rapide aper¢u du
86 de loc. cit.

Etant donnée une inclusion de strates pures XI> ]s“;l — X%?a, I'ingrédient essentiel et
nouveau par rapport a [7] est I'utilisation des morphismes

. > > >
>h . xZh o >htl (_>XI_];a

a—c * Z,s,a Z,s,c
, . >h T e L2 RN
ue l'on notera simplement lorsque @ = 1;. On s’intéressera plus particulierement
“#c h ;
—~ . , > . . .
pour P un Q;-faisceau pervers supporté dans XI—];a, aux morphlsmes d’adjonction

j=h . ja "*P — P. Dans les applications P sera en fait & support dans XI 5 9 pour g > 1,
de sorte que

-—=h .=hx* =h+g =h+g,*
ja—cﬂjafc P = .7@ c,! Ja—c P7
=h >h
ol j, 9 = iht9 o jZMH9 avec
ht+g . y-2>htg Zh+g >h4tg
ja c XIsa XI,§,C XIsa :

Remarque : on autorise h = 0 auquel cas ngﬂ est la variété de Shimura X7 — Spec O,.

19. & un facteur e,, prés, j299*gr(?(Wz ., ) est donc isomorphe & HT (0, Ste(m)) L(my)(152)
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. 7 A . . . . >h N 7
L’intérét principal des inclusions j7. est son caractere affine rappelé dans le lemme

suivant.

B.3.1. Lemme. — L’inclusion ouverte jaz,hc est affine.

Démonstration. — Par symétrie il suffit de traiter le cas de a = 1 et ¢ = Ij,41. Or pour

tout Spec A — X , le fermé X;hﬂﬂ X >n  Spec A est, avec les notations du §1.2]
i) I"g’m

donné par l’annulatlon de t(ept1)- O

En utilisant la description des faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-
Taylor et du complexe des cycles évanescents, donnée dans [7] et rappelée plus haut, nous
allons donner quelques résultats sur l'effet du foncteur exact j;g! j;? * sur les faisceaux
pervers d’Harris-Taylor et le complexe des cycles évanescents. On commence par h = 0 et
un faisceau pervers d’Harris-Taylor HT'(m,, St¢(m,)) & support dans XI J de sorte que pour
toute strate pure X%éc,

Jzerze HT (w0, Ste(mo)) o -+ o 2" HT (my, St(mo)).
Pour simplifier les notations on prendra ¢ = 1;.
B.3.2. Lemme. — (cf. le corollaire 6.6 de [10]) Etant donné un systéme local d’Harris-

Taylor HT (m,,Sty(m,)) relativement a une représentation irréductible cuspidale m, de
Gl,(F,), on a la suite exacte courte

(t“"l) —
0— ]1 gHTl(tH) (ﬂ'U, Stt+1(7Tv)|P1 (t+1)g—1(Fv))®“

— 7 (iR HT (0, Ste(m)) ) — P i HT (my, Ste(m,)) = 0. (B.3.3)

ou on note

p=(t+1)g —
T Tl(t+1>g Moy Str1 (To) Py e1yg-r(F) )=

Prg_1(Fy) p -=(t+1)g ( )
Indp;’ (t+1)g—1,d—(t4+1)g (Fv) jl(tJrl)g"* Lit+1)g 7T“’St’”ﬂ(W”)|Pl,(t+1)g—1(Fv) :

Démonstration. — 11 s’agit simplement d’identifier ?H~'i;™(?ji." HT (m,, Sty(m,))) avec
le premier terme de la suite exacte courte de l’énoncé. La technique est commune
avec les preuves des lemmes qui suivront : on construit tout d’abord une surjection de
pH*1i¥ (P HT (m,, Sty(7,))) vers le faisceau pervers de I’énoncé et on vérifie dans un
deuxieme temps que les faisceaux de cohomologie de ces deux faisceaux pervers possedent
les mémes germes en tout point géométrique. Pour le premier point notons tout d’abord
que

P~ 1*( i Y HT (1, Sty(m,))) ~ PH i 1*( tg HT (my, Sty(my,))).

ey
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Dans [7] 4.5.1, on décrit jlz—tg HTi~(my, Sty(m,)) dans le groupe de Grothendieck des fais-

tg+1,
PH— 1 1g+ *

ceaux pervers Hecke équivariant. En appliquant alors le foncteur a la filtration

par les poids de jfg!H Ti;(my, Sty(my)), on obtient
pyy—1 tg+1*< jlt tg Hle(%’Stt(m))) —»

Pytg—1,a-tg(Fv) p=(t+1)g __1 f =3
IndPl,tz—Lg,d—g(tﬂ)g(Fv) ]T(t+l)gvl*HT1(t+1)g <7TU’ (Stt(ﬂv{ 2 }))\Mtg(Fv) ® 71-1}{2}> ® =2

et done

H Y ig+1 *( j'* gHT(’Tl’U, Stt<ﬂ-v))) -

Py g_1(Fy) p=(t+1)g ( —1
P11 g-1,d—(t41)g (Fo) YT 1), 7 Lier1)g o, (Ste(mod 9

ott d’apres le lemme [A. 1.6,

—1 t
(Ste(mdg ),y X oAGY = Ster s

Ainsi on obtient bien une surjection de PH ik *(pj ;g HT(m,, Sty(m,))) vers le faisceau
pervers induit de I’énoncé.

[1]
ol

¢
D)\Mtg(Fv) % W”{§}> ©

Passons a présent au deuxieme point. Pour tout point géométrique z de XI:,];E7 le germe
en z du i-eme faisceau de cohomologie de PH~1iy* (P HT (m,, St,(m,))) est isomorphe &
celui du (i — 1)-eme de 75" HT (,, St;(m,)). Ainsi d’apreés [7], ce germe est

— nul si (h,7) n’est pas de la forme ((t +0)g,(t+0)g—d— 5) avec (t+9)g < d,

— et sinon il est isomorphe au germe en z de HT'(m,,II) ou II est I'induite normalisée

5 t
= (St(m{=51) 4y ) X SPERS(TAGE) = LTS = 1) s 2

le dernier isomorphisme étant donné par le lemme [A.1.6]
On calcule de méme le germe en z du i-eme faisceau de cohomologie du premier faisceau
pervers de la suite exacte courte de ’énoncé. Les conditions d’annulation sont les mémes
et sinon on trouve le germe en z de HT(m,,II') avec

1— t+1
I = Sto1 (7o) | M)y (P L —5— } X Speh,_ 1(7Tv{—})
qui d’apres le lemme [A.T.6 est isomorphe a TT o~ LTy, (t,0 — 1) a5, (F0)-
]

Considérons a présent i > 1 et a = 1. Pour L[d — h] = HT1(m,,I1;) un systéme local
d’Harris-Taylor relativement & une représentation irréductible cuspidale 7, de GL4(F,) et
II; une représentation de GL.,(F),) avec h = tg, ne jouant aucun role, on notera

P = if“p?{_li%l’*(p =" HT— (m,,nt)),

lh, '*
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de sorte que
0— P£ —>~]1 'HT (ﬂ-v;Ht) — jl '*HT (ﬂ-v;Ht) — 0.

B.3.4. Lemme. — On a une suite exaclte courte de faisceaur pervers Ppe(Fy)-
équivariants
= h+1,% =h *
0 —>j¢?.+1j¢c+1 Pr — Pr — Pj, TP 0.

Remarque : rappelons que dans [7], on calcule dans un premier temps l'image de
j_h HTr(my, IT;) dans un groupe de Grothendieck de faisceaux pervers équivariants au
moyen de la formule des traces calculant la somme alternée de la cohomologie a support
compact de HTi(m,, ;). Moralement donc la suite exacte de I'énoncé est a portée de la
formule des traces puisque

— d’une part l'injectivité du morphisme d’adjonction ];g,ﬂ j;}gl *P; — P est formelle

et découle du caractere affine de ]h H
— et que I'image dans le groupe de Grothendieck du quotient se déduit par récurrence

de celle de Py et de jZ" i Py,

Démonstration. — En ce qui concerne le fait que le morphisme d’adjonction

=h+1 =h+1%
J;éc'Jr .]#c P —>Pl:

soit injectif, on renvoie le lecteur au lemme 2. 1.2 qui traite ce point plus généralement sur Z;.
Le quotient de ce morphisme d’adjonction est PH%"+1* P, et il s’agit donc de montrer qu’il
est isomorphe a Pj_ . it joh+9* Py, On suit la stratégie détaillée dans la preuve du lemme
précédent : le morphisme d’adjonction j =9 = (p 0L Py s (PHOIHLEPL) est

surjectif et fournit donc une surjection
(PHOITPL) > Pio T P

On est, comme précédemment, ramené a montrer que les faisceaux de cohomologie de ces

>h
deux faisceaux pervers possedent les mémes germes en tout point géométrique de X7 +9,

Par symétrie du probleme et afin de simplifier les notations on suppose que ¢ = 1h+1 et
h+d
AT

de cohomologie de PH%i"*1* P, est 1somorphe a celui de P, lequel, d’apres la suite exacte

que z est un point géomeétrique de X Notons que le germe en z du i-eme faisceau

courte

0 — Pp — ji"L[d — h] — Pj."L[d — h] — 0,
est isomorphe a celui du (i — 1)-éme faisceau de cohomologie de Pj;="L[d — h]. D’apres [T],
le germe en z de H' (p G L[d — h]) est non nul si et seulement si § est de la forme rg avec
h+rg <deti=h—d+r(g—1) auquel cas il est isomorphe, en tant que PA(lmcm)<Fv)
au germe en z de

(e ) @ (S0 5)) ) Jr0 0 0
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h+tg ;=
En ce qui concerne le germe en z de Pj_; +9 j=h+tg,

(Fv) _
jfh-f-g, P ~ In d A(1h+1 )( v)(] h+g,* PL>>

lht1 A(1h+1clh+g lhtg

*Pr, notons tout d’abord que

et que donc, d’apres [7], le germe en question est isomorphe a celui de

HTy (m, Ht{—} (( {%H})Mg(m X Spehq(%{%}))) [rg+h —d).

Le résultat découle alors du fait, cf. [A.1.6] que (Speh,,(m)) est irréductible iso-

| Mg (Fy
morphe & (1, { =52} a, (7 X Spehr71<ﬂ-v{%}))'

O

Terminons par 'effet de j#mgj;a sur le complexe des cycles évanescents. Rappelons qu’en
notant
JiXzq— Xz Xz5:14,
ol ji = Pj et j, = Pj, pour la t-structure dont la construction est rappelée au début du
§3.2 le complexe des cycles évanescents est PH~'i*5,Q;. Ainsi en utilisant que pour toute
strate pure XI— I'inclusion j, : YI—XIE;M — X1 := X1 Xspec0, Spec O, étant affine, le
lemme 2.2 nous donne que il*¥7 est pervers et libre, ce qui donne la suite exacte courte
de F(Xz5 2Z)

sa?

0= jrajiaVz — Uz — i) PHO Uz — 0.

Rappelons, cf. [7], que \III@ se décompose en une somme directe

IQ[ @\DIQu

ou 7 décrit les classes d’équivalence inertielle des représentations irréductibles cuspidales
de GL,(F,) pour 1 < g <d.

B.3.5. Proposition. — Avec les notations précédentes, et pour w irréductible cuspidale
de GLy(F,), le faisceau pervers Zl JPHOL VIgx admet une filtration

Filtll(\I/I,@L,w) - Fﬂ(QL(\I/I,@L,W) c---C FllZ(\DI,@l,ﬂ))
ol s = LgJ avec pour gradués
—1k
gth (U 5,.) = Vit HT,(my, Sty(7,)) © 272

Remarque : comme dans la remarque suivant le lemme [B.3.4], ce résultat est a la portée de
la formule des traces et permet de simplifier les arguments les plus complexes de [7].

Démonstration. — Par symétrie il suffit de considérer le cas a = 1;. On rappelle que
d’apres [7], 'image I, du morphisme d’adjonction

— y=9 7=95*
q]Ilev - '] "7 q] 7Ql7
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admet une filtration Fil'(I;) C --- C Fil*(;) dont les gradués sont gr®(I;) =~
Pit HT (my, Sti(,)) @ 25

B.3.6. Lemme. — Pour tout 1 < r < s, le faisceau pervers i 7—[0 1*Fil”(l}r) admet
une filtration similaire a celle de ’énoncé de la proposition précédente i.e. dont les gradués
sont les i kgHT 7y, Sti(my)) ® =% pour1 <k<r.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur r de 1 a s. Comme il est clair que
1%
I PHOE (2 HT (m, Ste(m)) ) 2 DY HT (s, Ste(m),

il suffit de Vérlﬁer que

it PHYE (PO HT (7, Sty(m,)) @ 27 ) — PR (i (1)) (B.3.7)
est nulle. Or d’apres I’hypothese de récurrence tous les constituants irréductibles de
p?—lo'l’* (Filr_l(lﬂ)) sont des extensions intermédiaires de systemes locaux sur des strates
X 9pour 1 < k <r —1 alors que PH ! (p],*rgHT(m,, St (7)) ® E%) est & support
dans ng_” de sorte que (B.3.7) est necessalrement nulle.

O

On a ainsi une surjection de z— p”HO U5, vers le Fili- (\Ilz@mr) de I'énoncé et
comme dans la preuve du lemme m il sufﬁt de montrer que ces deux faisceaux pervers
ont les mémes germes en tout point géométrique de X;;l—l. Considérons donc z un
point géométrique de X- h . D’apres [7], la fibre en z du i-éme faisceau de cohomologie

H'jo =kg LT (70, Stk(ﬂv))@)u 3 est nulle si (h,i) n’est pas de la forme (tg—d, tg—d+k—t)

avec k: <t< LgJ et sinon est isomorphe a celle de

14t—2k

[I]

HT (e, Sta(ma (1)) © Speh,_y(m{ ) @

On en déduit alors que la fibre en z de j- f HT (7, Sti(m,)) ® =% est isomorphe a celle

de

1+t 2k

HTE<WU,(Stk(7TU{%})ng( « Speh,_, ({2 }))) ,

ot on induit de Myy(Fy,) ® GLy—k)g(Fy) & Myy(F,). Par ailleurs, en regardant les poids, on
voit que la suite spectrale calculant la fibre des faisceaux de cohomologie de Fﬂ%(\PI,@,w)
en fonction de ceux des gr’f—l(llfl@mr) dégénere en E;. D’apres [A 1.6,

k—t k
(Stk(m{T}))leg(Fv) x Speh, i (m{3}) = (LTw(kt—1 - k;)m)lMtg(Fv)
de sorte que d’apres le résultat principal de [7], la fibre en z de H’ (Fﬂ%(‘yz,@,w)) est
isomorphe a celle de H? (pro V:a, ) d’ou le résultat. O
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Remarque : les mémes arguments que précédemment appliqués a Filj? (\III@M) donnent
i MO (Fil? (W, ) ~ Fill (U g,,).

On en déduit alors que I'image du morphisme d’adjonction
=g .=g, . 0-1 r 0 T
e <1—1*pH * Fil; 9(\1/1@“%)) — i PHOETFLY (U, )

est jl e HT(m,, WU)(%) Plus généralement les applications successives des morphismes d’ad-
Jonctlon

o (e MO P () ) — ik i (Pl (V) )

donnent pour images les *ji- HTh(m, Stg(m,)) ® = T pour 1 < k<.

Remarque : on notera enﬁn que de la description des faisceaux de cohomologie des fais-
ceaux pervers d’Harris-Taylor, la suite spectrale calculant les faisceaux de cohomologie de
7—[0 Vg, a partir de ceux des gradués de la proposition [B.3.5], dégénére en E;.
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