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Résumé. —  Le résultat principal de ce travail est l’absence de torsion dans la Z;-
cohomologie de la tour de Lubin-Tate. Comme dans [4], la stratégie est globale et repose
sur I’étude du complexe des cycles évanescents de certaines variétés de Shimura de type
Kottwitz-Harris-Taylor. Nous reprenons les constructions de [5] sur les filtrations de strati-
fication d’un faisceau pervers libre et nous montrons, qu’appliquées aux extensions par zéro
des systémes locaux d’Harris-Taylor ainsi qu’au faisceau pervers des cycles évanescents, ces
constructions sont < saturées >, ce qui dans notre situation signifie que les conoyaux, pris
dans la catégorie des faisceaux p-pervers, de tous les morphismes d’adjonction jj* — Id
considérés, sont sans torsion.

Abstract (The cohomology of Lubin-Tate spaces is free). — The principal result of
this work is the freeness in the Z;-cohomology of the Lubin-Tate tower. As in [4], the strategy
is a global one studying the complexe of nearby cycles of some Shimura varieties of Kottwitz-
Harris-Taylor types. We use the constructions of [5] on the filtrations of stratification of a free
perverse sheaf and we proove that applied to zero extension of Harris-Taylor local systems as
well to the perverse sheaf of nearby cycles, these constructions are < saturated >, which in
our situation, means that the cokernel, taken in the category of p-perverse sheaves, of all the
adjonction morphisms jj* — Id studied, are free.

Introduction

Dans [4], nous avons explicité les groupes de cohomologie a coefficients dans Q; de la
tour de Lubin-Tate en étudiant le faisceau pervers Wz des cycles évanescents d’une tour de
variétés de Shimura de Kottwitz-Harris-Taylor Xz, cf. [8], en une place v de son corps reflex
F. Le passage du global vers le local est fourni par un analogue du théoreme de Serre-Tate
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couplé au théoreme de comparaison de Berkovich. Pour étudier ce faisceau pervers, nous
avons explicité sa filtration de monodromie-poids en décrivant les divers gradués au moyen
des faisceaux pervers dits d’Harris-Taylor obtenus comme D'extension intermédiaire des
systémes locaux du méme nom introduits dans [8]. Plus simplement, on peut considérer la
filtration de W7 par les noyaux itérés de la monodromie et donc la suite spectrale

E’i’j = HngrI_(j(\I/I) = HH_j\I/Z

calculant les faisceaux de cohomologie de U7 a partir de ceux de ses gradués.

Fait — (c¢f. [4] §5.8) La suite spectrale Ey dégénére en Ey, i.e. pour tout n, le faisceau
de cohomologie H" U7 admet une filtration dont les gradués sont les H"grk (V7).

Cette observation nous fournit une stratégie pour montrer que ces H"Wz sont sans tor-
sion, cf. la preuve de la proposition [2.4.5] puisqu’il suffit de construire une version entiére,
i.e. & coefficients dans 7Z;, de la filtration de W7 par les noyaux itérés de la monodromie,
puis de montrer que les H"grf (Uz) sont sans torsion.

Une version entiere de la filtration de Wz par les noyaux itérés de la monodromie est
donnée dans [5] en utilisant des morphismes d’adjonction j7"j="* — Id associés a la
stratification de Newton ;=" : X;’g — X7z 5 de la fibre spéciale géométrique Xz 5 de X7 a
la place v. Nous rappelons au la construction d’un telle filtration dite de stratification
d’un faisceau pervers libre F' et dont on note grf(F') les gradués.

Cet article se concentre donc sur le deuxieme point qui consiste & montrer que les fais-
ceaux de cohomologie Higrf(¥7) des gradués de la filtration de stratification de Wz, sont
sans torsion. Le résultat repose sur une propriété difficile a controler de ces filtrations, a
savoir qu’elles sont !-saturées i.e. que les conoyaux, pris dans la catégorie des faisceaux
p-pervers, des morphismes d’adjonction j;="j="* — Id considérés, sont sans torsion. Ainsi
I’essentiel du travail consiste a montrer I’énoncé suivant qui résume les propositions [2.3.

et 244

Proposition Les filtrations de stratification construites a l’aide des morphismes d’ad-
jonction jihj="* — 1d pour

— d’une part Dextension par zéro des systémes locaux d’Harris-Taylor, et

— d’autre part pour le faisceau pervers des cycles évanescents Vr,

sont -saturées.

A partir de ce résultat, il est relativement aisé d’en déduire, cf. la proposition m que
les fibres des faisceaux de cohomologie des grf(¥z) et donc de W7 sont sans torsion, cf.
le théoreme [2.4.1] Par passage du global au local via le théoreme de Berkovich, nous en
déduisons alors la liberté de la cohomologie de la tour de Lubin-Tate, théoreme [1.1.4]

En ce qui concerne l'organisation du papier, le résultat principal, théoreme [1.1.4] sur
I’absence de torsion dans la cohomologie des espaces de Lubin-Tate, est prouvée au
en admettant les résultats globaux, propositions [2.3.7 et [2.4.4] sur la saturation qui sont
prouvés respectivement aux et §3.3] Les notations sur les représentations sont données
dans I'appendice A. Les résultats des lemmes et propositions de cet article concernant les
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7Z,-faisceaux pervers libres sont, d’apres [4] et [5], déja connus sur @ : ceux dont nous
avons besoin, sont rappelés en appendice B.

Mentionnons enfin la these de H. Wang qui, par voie purement locale en se ramenant
aux travaux de Bonnafé et Rouquier [3] sur la cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig,
montre la liberté de ’étage modéré de la cohomologie de la tour de Drinfeld. En utilisant le
théoreme de Faltings-Fargues, son résultat correspond au cas des représentations cuspidales
de niveau zéro.
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1. Rappels géométriques

Dans tout ce texte, les lettres p # [ désigneront deux nombres premiers distincts, d un
entier strictement positif et A au choix une extension algébrique de Q; comme par exemple
@Q;, 'anneau des entiers d’une telle extension, comme par exemple Z" ou une extension
algébrique de F;, comme par exemple [F;.
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1.1. Espaces de Lubin-Tate. — On désignera par K une extension finie de Q,, Ok
son anneau des entiers, d’idéal maximal Pk, wx une uniformisante et kK = O /Pk son
corps résiduel de cardinal ¢ = p/. L’extension maximale non ramifiée de K sera notée K™
de complété K " d’anneau des entiers respectif Ognr et Opnr. Soit Xk 4 le Og-module
de Barsotti-Tate formel sur & de hauteur d, cf. [8] §II. On considere la catégorie C' des
O-algebres locales artiniennes de corps résiduel %.

1.1.1. Définition. — Le foncteur qui a un objet R de C' associe I’ensemble des classes
d’isomorphismes des déformations par quasi-isogénies sur R de X ¢ munies d'une struc-

. , . - ik N
ture de niveau n est pro-représentable par un schéma formel Mpr4, = [1,cz M(LT) an OU

ik . , . N
M(L% 4n Teprésente le sous-foncteur pour des déformations par des isogénies de hauteur h.

Remarque : chacun des /\//\l(L}%dm est non-canoniquement isomorphe au schéma formel
Mf}’d’n noté Spf Def,,, dans [4]. On notera sans chapeau les fibres génériques de Berko-
vich de ces espaces; ce sont donc des K" -espaces analytiques au sens de [I] et on note
d/K S 7
MU = Miran® g K.
Le groupe des quasi-isogénies de Y 4 sidentifie au groupe Dy ,; des unités de I'algebre
a division centrale sur K d’invariant 1/d, lequel, par définition, agit sur ./\/ldL/TKn Pour tout
n > 1, on a une action naturelle de GLy(Ok/P}) sur les structures de niveau et donc
sur ./\/l‘z/T{(n; cette action se prolonge en une action de GL4(K) sur la limite projective

lgdeL/TKn. Sur cette limite projective on dispose ainsi d'une action de GL4(K) x Dy, qui
n ’ )

se factorise par (GLd(K ) X ng) /K> ou K* est plongé diagonalement.

1.1.2. Définition. — Soit Wi \ 4, =~ Hé(./\/l(LO%’d’n@)knrf, A) le A-module de type fini
associé, via la théorie des cycles évanescents de Berkovich, au morphisme structural

0

MLT,d,n — Spf @?(T

i /K ; . ;
7 R K3 3 — 3
On notera aussi Uy 5 4, = HA( M7, A) et on pose Uj; , 4 = lim U 5 4, de sorte que

R, = Ker(GL4(Ok) — GL4(Ox/Pf)) étant pro-p pour tout n > 1, on a Uj 4, =

(W{,A,d)ﬁ”

1.1.8. Notation. — Considérant U° comme une représentation de D[X(,d, on pose,

K.Zy,d
d’apreés pour T € R, (d)
Z/{; = ui(,il,d,i-'

La description de la @,-cohomologie de ces espaces de Lubin-Tate est donnée dans [4]
théoreme 2.3.5. Le résultat principal que nous avons en vue est le suivant.
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1.1.4. Théoréme. — Pour tout h > 1 et pour tout 0 < i < h — 1, le Z;-module M;(’Zl’h

est sans torsion.

1.2. Géométrie de quelques variétés de Shimura unitaires simples. — Soit F' =
F*E un corps CM avec F/Q quadratique imaginaire, dont on fixe un plongement réel
T:Ft < R.

1.2.1. Notation. — Pour toute place finie w de F', on note F,, le complété de F' en cette
place, O, son anneau des entiers d’idéal maximal P, et de corps résiduel k(w).

Dans [8], les auteurs justifient I'existence d'un groupe de similitudes G, noté G, dans
loc. cit., vérifiant les points suivants :

— G(R) ~R* x U(1l,d—1) x U(0,d)""! ou la signature (1,d — 1) est celle associée a la
place 7;

— G(Qp) =~ (Qp)* X ITi—1(BPF)* o v = vy,v,--- , v, sont les places de F' au dessus de
la place u de E telle que p = u‘u et ou

— B est une algébre & division centrale sur F' de dimension d? vérifiant certaines pro-
priétés, cf. [§], dont en particulier d’étre soit décomposée soit une algebre a division
en toute place et décomposée a la place v.

Pour tout sous-groupe compact U? de G(A*?) et m = (my,--- ,m,) € ZL,, on pose

UP(m) =U" x Z; X [[ Ker(Of — (OB, /Py*)")
i=1
1.2.2. Notation. — On note T l’ensemble des sous-groupes compacts ouverts UP(m) tels
qu’il eziste une place x pour laquelle la projection de UP sur G(Q,) ne contienne aucun
élément d’ordre fini autre que l'identité, cf. [8] bas de la page 90.

Remarque : avec les notations précédentes, m; définit une application Z — N.

1.2.3. Définition. — Pour tout I € Z, on note X; — Spec O, < la variété de Shimura
associée & G » construite dans [8] et X7 = (X[)er le schéma de Hecke relativement au
groupe G(A*), au sens de [4]

Remarque : les morphismes de restriction du niveau r;; : X; — X sont finis et plats. et
méme étales quand my(J) = my(I).

1.2.4. Notations. — (cf. [4] §1.3) Pour I € Z, on note :
— X1 la fibre spéciale de X1 et X5 := X;4 X Spech la fibre spéciale géométrique.
— Pour tout 1 < h < d, X,?Q (resp. XiI) désigne la strate fermée (resp. ouverte)
de Newton de hauteur h, i.e. le sous-schéma dont la partie connexe du groupe de
Barsotti-Tate en chacun de ses points géométriques est de rang > h (resp. égal a h).
— On notera aussi ng = Xr.
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Remarque : pour tout 1 < h < d, la strate de Newton de hauteur h est de pure dimension
d — h; le systeme projectif associé définit alors un schéma de Hecke XIZ'S-1 (resp. XI:?) pour
G = G(A>), cf. [8] II1.4.4, lisse dans le cas de bonne réduction, i.e. quand m; = 0.

1.2.5. Proposition. — (cf. [8] p.116) Pour tout 1 < h < d, les strates Xi! sont
géométriquement induites sous l’'action du parabolique thd_h((’)v) au sens ou il existe
un sous-schéma fermé Xlzgﬂ tel que :

XI:h = X:sﬁ XPh,d—h(Ov/PZJnI) GLd(O”/Pgnl)

,S

. . >0 s .
Pour h =0, on ne dispose que d’une unique strate et X=_— désignera encore Xr.
) 7,510

Soit G(h) le groupe de Barsotti-Tate universel sur XIZ,QE
0—G(h)°—G(h) — G(h)* =0
ot G(h)¢ (resp. G(h)?) est connexe (resp. étale) de dimension h (resp. d — h). Notons
by = (P /O0,) — G(h)[p™]
la structure de niveau universelle. Notant (e;)1<i<q4 la base canonique de (P, ™ /O,), XI:,;H

est alors défini par la propriété que {Lml(ei) 1< < h} forme une base de Drinfeld de
G(h)lp™ )

1.2.6. Notation. — Pour tout a € GL4(O,/P™)/Pha_n(Oy/P™), on notera Xi, la

1,s,a

—h - ; >h . v>h
strate de X7 image par a de X7 h_. Son adhérence dans X7; sera notée Xiv,,.
’ ,5,1n S 38,

Remarque : X7, peut se définir directement en demandant que {Lml (a.e;): 1 <i<h}
forme une base de Drinfeld de G(h)¢[p™].

Le systeme projectif (Xlzgﬂ) 1e7 définit un schéma de Hecke X7 ]S},E pour G(A™") x
Py g_n(K) ou Pp4_p(K) agit a travers le quotient Z x GL4_,(K) de son Levi, via Iap-

plication ( 90” gtt ) — (v(det g¢), g¢"). On dira de laction de GLy(F,) quelle est infi-

v
nitésimale.
Par ailleurs I'action d'un élément w, € W, est donnée par I'action de — deg(w,) ou deg
est la composée du caractere non ramifié de W, qui envoie les Frobenius géométriques sur

les uniformisantes, avec la valuation v de K.

1.2.7. Notations. — Avec la convention que i (resp. j) correspond d une immersion
fermée (resp. une inclusion ouverte), on notera

h . y=>h >1 h . y=h >1 >h . y=h >h ->h | y=h >h
3" XI’g — XI,g» Ty Xzﬁgﬁa — XI’E, j=" XI,E — XI,E, I XI,E,T;L — Xz,g,ﬂ'

1. cf. Pappendice |A| pour les notations
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>h+1 >h

Pour X7 ¢, 1 une strate de Xz 712 ON notera
Sy zht >h h<+1 . y>h oy >hetl >h
1h7 XI s ,a = XI S, lh t ﬁ,;éa ’ I,g,ﬁ Izgva = XI S, 1h

Plus généralement pour 1 < h < h+ 0 <d, on notera

h<+5 XZ>£HZ_35 — XI 5,A"

>h+0 X>h+§ h <46, X>h+§ th

Dans le cas ou X7;p Xzt Ts.A, On notera simplement i,

Remarque : afin de de n’avoir que des faisceaux sur XI s, on utilisera aussi la notation

j:h = ¢t oj—

qui, contrairement aux préconisations précédentes, n’est pas une inclusion ouverte.

1.2.8. Lemme. — L’inclusion ouverte jh<+1 est affine.

Démonstration. — Par symétrie il suffit de traiter le cas de a = 1,,1. Or pour tout

Spec A — X , le fermé X;hJ{;l X =n _Spec A est, avec les notations précédentes,
19y I,E,E

donné par I’ annulatlon de v(epiq). O

1.3. Filtrations de stratification d’aprés [5]. — Soient S le spectre d'un corps fini

et X un schéma de type fini sur S, alors la t-structure usuelle sur D(X, A) := D°(X, A) est

AePD(X,A) & Vr € X, HFitA =0, Vk > —dim {z}
AePD(X A) & Vre X, HN A =0, Vk < —dim {2}

olt i, : Speck(z) — X et HF(K) désigne le k-iéme faisceau de cohomologie de K.

1.3.1. Notation. — On note PC(X, A), ou simplement PC quand le contexte est clair, le
ceeur de cette t-structure. Les foncteurs cohomologiques associés seront notés PH' ; pour un
foncteur T, on notera PT :=PH o T.

Remarque : PC(X,A) est une catégorie abélienne noethérienne et A-linéaire. Pour A un
corps, cette t-structure est autoduale pour la dualité de Verdier. Pour A = 7Z,;, on peut
munir la catégorie abélienne Z;-linéaire PC(X,Z;) d’une théorie de torsion (7,F) ou T
(resp. F) est la sous-catégorie pleine des objets de [*°-torsion T’ (resp. [-libres F') | i.e. tels
que V17 est nul pour N assez grand (resp. I.1p est un monomorphisme).

1.3.2. Définition. — Soit d’apres [10] la t-structure duale

PD(XZ) = {A € DX Z) - PH(A) €T)
PD(X.Z) = {A€ DX (X.Z) : PH(4) € F}

de coeur PTC(X, Z;) muni de sa théorie de torsion (F, T[—1]) < duale > de celle de PC(X, Z;).
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Remarque : pour j : U — X <= F : i avec U ouvert de complémentaire F', la t-structure
ainsi définie sur X muni de la théorie de torsion précédente, est obtenue par recollement a
partir de celles sur U et F selon la recette

DO(X,A) :={K € D(X,\): j*K € DV(U,A) et i*K € D=(F,A)}
D2O(X,A) :={K € D(X,\): j*K € DO(U,\) et i'K € D=O(F, A)}.

ol les théories de torsion sont reliées par

T :={Pe?C(X,A): Pi"P € TpetjPecTy}
F:={PePC(X,\): "'P e FpetjPeFy}

1.3.3. Définition. — (cf. [5] §1.3) Soit F(X,A) := PC(X,A) N PTC(X,A) la catégorie
quasi-abélienne des faisceaux pervers < libres > sur X a coeflicients dans A. On identifiera
aussi F(F,A) avec son image dans F(X, A) via le foncteur i, = i) = iy,.

1.8.4. Lemme. — (cf. [5] lemme 1.3.11) Pour j : U < X un ouvert, on a
PF(ULA) C F(X,A) et PLF(U,A) C F(X,A).

Remarque : si ji est t-exact alors, cf. [5] proposition 1.3.14, j, = ?j = P*j et donc
HFWUAN) € F(X,A).

1.3.5. Lemme. — Soit L € F(X,A) tel que jij*L € F(X,A), alors i,?H%*L est nul
pour tout § # 0,1 ; pour 6 =1 c’est un objet de F(X, ).

Démonstration. — Partons du triangle distingué jj*L — L — 4,i*L ~». En utilisant
la perversité de L et j7*L, la suite exacte longue de cohomologie perverse du triangle
distingué précédent s’écrit

0 — i,PH %L — Pjj*L — L — i,PH%"L — 0.
La liberté de i,PH~1i*L découle alors de celle, par hypotheése, de Pj,j*L = jij*L. ]

Rappelons, cf. [5] §1.3, que tout morphisme f: L — L’ de F(X,A) possede :
— un noyau Kerx f qui est le p-noyau de f, i.e. dans PC(X,A);
— un conoyau Cokerz f qui est le p+-conoyau de f, i.e. dans P7C(X,A);
— une image Imz f qui est la p+-image de f;
— une coimage Coimzf qui est la p-image de f;
tels que 0 — Kerr f — L — Coimzf — 0 et 0 — Imzf — L' — Cokerr — 0
sont des suites strictement exactes de F(X, A), ou le qualificatif strict est rappelé dans la
définition suivante.

1.3.6. Définition. — Un morphisme f : L — L' de F(X,A) est dit strict et on note
f: L - L' sila fleche canonique Coimgf — Imx f est un isomorphisme.
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Remarque : un monomorphisme f : L — L’ dans PC(X, A) entre faisceaux pervers libres, est
strict si et seulement si son conoyau dans PC(X, A) est libre. Cela revient aussi a demander
que f est un monomorphisme de P*C(X, A).

1.3.7. Définition. — Un bimorphisme de F (X, A) est un monomorphisme qui est aussi
un épimorphisme.

Ezemple : Coimrf — Imz f est un bimorphisme.

1.3.8. Notation. — On notera L —» L' un bimorphisme de F(X, ). Si le support du
noyau dans P*C(X,A) est de dimension strictement plus petite que celle du support de L,
on notera L — L.

Remarque : tout morphisme f: L — L' de F(X,A) admet, cf. [5] proposition 1.3.7, une
factorisation canonique L —» Coimgf «—» Imz f —— L'

1.3.9. Définition. — Pour L un objet de F(X,A), on dira que
LiCcLy,C---CL.=1L
est une F-filtration si pour tout 1 <i <e—1, L; — L;,; est un monomorphisme strict.
Pour L € F(X,A), on considere le diagramme suivant
L

P L — Pt L MY L= 1) j" L
ou la ligne du bas est la factorisation canonique de P*75,j*L — Pj,5*L et les fleches can, f,
et can, ; données par adjonction.

1.3.10. Définition. — On note Pp := i.,"H ;i) L = Ker;(”j;j*L —» pj;*j*L>.

Avec les notations du diagramme ci-dessus, on pose
Fﬂ?]’!(L) =Img(can ;) et Fil[}}!(L) = Im;((canLL)mL).

Remarque : d’apres le lemme 2.1.2 de [5], Fil[}}!(L) C FﬂOU’!(L) C L est une F-filtration au
sens de , avec L/ Fﬂ?]’!(L) ~ 0, PTi*L et P j* L — FilOU’,(L)/ Fila},(L), ce qui d’apres

le lemme 1.3.13 de [5] donne un triangle commutatif

P jin* L= Fily,,(L)/ Fil (L)

\7. +£

P+, 5% L.
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1.3.11. Définition. — La filtration Fill},l,(L) C FﬂOUV!(L) C L est dite saturée si can,
est strict i.e. si FﬂOU’!(L) = Coimg(cany ).

Soit X un schéma muni d’une stratification & = {X = X=! > X=2 > ... D X=¢},
pour tout 1 < h < e, on notera X' := X=! — X2 ainsi que j15" : X1 Sh 3 X221 et
i« XZM < XZ1 On utilisera aussi j=" : X~ 1= X2h — X2l oy X2h ot j=h = jh o j2h,

1.3.12. Définition. — Un faisceau pervers P sera dit a support dans X=", si h est le
plus petit entier 1 < r < d tel que 77" P est non nul. Dans le cas ou X = Xz, on dira
que P est a support dans XI%??A s’il est a support dans XIZI; et si pour toute strate Xf;a,
le systéme local j="*P est non nul si et seulement si a € A.

Remarque : si L € F(X,Z;) est a support dans X=" alors j="*L est un Z;-systéme local
sur X ="

1.3.13. Définition. — Pour L un objet de F(X,A) et 1 <r <e—1, soit
Filg (L) = Im;(j,lSTjIST’*L o L).

1.3.14. Proposition. — (cf. [5] §2.2) La définition précédente munit fonctoriellement
tout objet L de F(X,A) d’une F-filtration, au sens de dite de stratification

0 = Filg, (L) C Filg,(L) C Filg,(L)--- C Filg,'(L) C Filg,(L) = L.

Remarque : dualement on peut définir Filg',(L) = Ker;(can*,L L — pjiﬁ’"jlﬁ’“’*L) de
fagon & obtenir une F-filtration 0 = Filg", (L) C Filg (L) C --- C Fil (L) = L dont on
note grg’, (L) les gradués.

1.3.15. Définition. — On dira que L est &,-saturé (ou plus simplement !-saturée si
la stratification & est clairement identifiée), si pour tout 1 < r < e — 1 le morphisme
d’adjonction j'="j'<"*L — L est strict, i.e. si Filg,(L) = Coim;(j!lgrjlg”’*[/ — L).
Autrement dit si pour tout 1 <r <e— 1, %"™1*L est un objet de F(X, A).

Remarque : les filtrations Filg, et Fil§ , ne sont, en général, pas assez fines. Au §2.3 de [5],
on définit des filtrations les plus fines possible relativement a & au sens suivant.

1.3.16. Définition. — Un faisceau pervers L € F(X,A) est dit S-adapté s'il existe
1 < h <etel que L ~ i""*L et que le morphisme d’adjonction j,zhjzh’* (z’h’*L) — "L
induit un bimorphisme

P L L

Une F-filtration sera dite G-adaptée si tous ses gradués le sont.
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Dans [5] proposition 2.3.3, en utilisant les Fﬂ[}}!, on construit de fagon fonctorielle la filtra-
tion exhaustive de stratification de tout objet L de F(X, A), G-adaptée au sens précédent

0=Fillg? (L) c Fillg} *Y(L) ¢ --- C Fill (L) C --- C FillX, ~(L) = L.

Décrivons rapidement la construction de loc. cit. :

— on commence par regarder le morphisme d’adjonction j'j='*L — L dont le co-
noyau () donnera des gradués pour des indices strictement positifs alors que le noyau
Py de jity= L — ji'57=Y*L donnera des gradués pour des indices strictement
négatifs, le gradué d’indice 0 sera tel que ji'j="*L — grg,(L).

— On passe alors a la strate suivante XI:§ pour P; et Q1. Pour F := P; (resp. F := 1),
on considere j2j=2*F — F. Le conoyau de ce morphisme donnera des gradués
pour les indices —2°72 < k < 0 (resp. 2°°2 < k < 2°71) alors que le noyau de
Ji 2T F — ji7257%*F donnera des gradués pour les indices strictement inférieurs
a —2°72 (resp. 0 < k < 2°72); le gradué d’indice k = —2°72 (resp. k = 2°72) vérifiant
JRlJ T > grg (L),

— On traite ainsi toutes les strates jusqu’a h = e.

1.8.17. Définition. — On dira que L est ezhaustivement &,-saturé (resp. exhaustive-
ment &,-parfait) si dans la construction des Fillg,(L) tous les morphismes d’adjonction
cany considérés sont stricts, cf.|1.3.11] (resp. surjectifs dans P*C(X, A)).

Remarque : si L et L' & support dans une méme strate de &, sont exhaustivement &,-
parfait, leur somme directe ne 'est plus a priori. Pour que ce soit vrai, il faut et il suffit
que les strates de leurs constituants irréductibles soient les mémes.

Dans la situation des variétés de Shimura du la stratification & sera donnée par
celle de Newton de [1.2.4]; nous ferons alors disparaitre & des notations. On introduit par
ailleurs la notation suivante, cf. aussi la définition [1.3.10]

1.3.18. Notation. — FEtant donné un faisceau p-pervers F supporté par XIZ;‘, au sens
de la déﬁm’tz’on tel que j="*F est libre, on notera Pr le noyau de j;"j="*F — F
501t

Pp =it (PR,

Dans le cas ou F ~ ji-"L[d — h] pour un systéme local libre L sur XI:;}, on le notera Pr.

Remarque : d’apres le lemme [1.3.5, Pr est libre méme si F' ne l'est pas.

2. Preuve du théoréme principal : réduction

2.1. Rappels sur les faisceaux pervers de Hecke. — Soit X7 = (X;)7ez un schéma
de Hecke pour (G, Z) au sens du §1.2.2 de [4], pour G = G(A*")® P(F,) ou P(F,) est un
sous-groupe de G(F,) ~ GL4(F,). Rappelons que
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— Xz est un systéme projectif de schémas relativement a des morphismes dits de res-
triction du niveau [1];; : X; — X, finis et plats;

— pour tout g € G et tous J C I tels que g~'Jg C I, on dispose d’'un morphisme fini
[g]s.1 : X; — X vérifiant les propriétés suivantes
—vpourgeletJCI, [glyr=[1sr;

— pour tous ¢g,¢' € G, et tous K C J C I tels que g 'Jg C I et (¢)'Kg C J, on
a 991 =[9lsrolg ks Xk — X; — X1
La catégorie FPHg(Xz; A) (resp. FHg(Xz; A)) des faisceaux pervers (resp. des faisceaux)
de Hecke sur Xz a coefficients dans A est définie comme la catégorie dont :

— les objets sont les systémes (F;)jez ou Fj est un faisceau pervers (resp. faisceau) sur
X; a coefficients dans A, tels que pour tout ¢ € G et J C I tel que g~'Jg C I, on
dispose d’un morphisme de faisceaux sur Xy, w;r(g) : Fr — [g]sr.Fs soumis a la
condition de cocycle uk 1(¢'g) = [glsr(ur s(g")) ousr(g);

— Les fleches sont les systeémes (f; : F; —> F7)rer avec des diagrammes commutatifs :

ug,1(9)

Fi o (9] 7.1.(F)

lf] l[g]J,I,*(fJ)
uz,1(9)

-7:} [g]J,I,*("T_:/])

Remarque : par rapport a [4] §1.3.7, on a supprimé les conditions (ii) et (iii). Les proposi-
tions 6.1 et 6.2 de loc. cit. sont encore valables, i.e. FPHg(X7; A) et FHg(Xz; A) sont des
catégories abéliennes munies de foncteurs jy, i (vesp. Rj,, i., resp. j., Ri') qui sont t-exacts
a droite (resp. t-exacts, resp. t exacts & gauche) avec les propriétés d’adjonction habituelles,
de sorte que 'on se retrouve a nouveau dans une situation de recollement.

Pour A = Z;, comme les [g];;. sont t-exacts, les théories de torsion a chaque étage
munissent FPHg (Xz; A) d'un < systéme > de théories de torsion et donc d’un < systeme > de
t-structure p+, i.e. a chaque étage.

2.1.1. Notation. — On notera F(Xz,7,;) la catégorie quasi-abélienne des faisceauz per-
vers < libres > de Hecke, i.e. le systéme de Hecke des F(Xy,7Z;) pour [ € T.

2.2. Cycles évanescents et systémes locaux d’Harris-Taylor entiers. —

2.2.1. Définition. — Pour tout I € 7, le faisceaux pervers des cycles évanescents

R, 1(Ald — 1])(%52) sur X5 sera noté Wy ,. Le faisceau pervers de Hecke associé sur

X175 est noté Wy,

Remarque : soit, cf. [8] II1.2, L, le systeme local attaché a une représentation irréductible
algébrique ¢ de G sur A. Alors RV¥, 7(L¢) ~ RV, 7(A) ® L¢, i.e. d'un point de vue
faisceautique, le role de L¢ est transparent ce qui justifie de n’étudier que le cas ¢ trivial.
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2.2.2. Lemme. — Pour A =7, \IJI’Z est un objet de .F(ijg,zl).

Démonstration. — Le complexe W, 7 est pervers relativement a la t-structure usuelle notée
p de sorte que son dual de Verdier DV, 7 est (p+)-pervers. Ainsi comme DV, 7 ~ W, 7,
on en déduit que W, 7 est pervers pour les deux {-structures p et p+, i.e. c’est un objet de
F(XzsZ). ]

2.2.3. Définition. — A Tlaide des variétés d’Igusa de premiere et seconde espece, les
auteurs de [§], associent a toute A-représentation admissible p, de D, un A-systéme
local L, 1-(p,) sur XI:,;L,H muni d'une action de G(A>*") x Py 4-1(0,), ou le deuxieme
facteur agit via la projection Py 4—1(Oy) — Z x GL4_p(O,) comme dans la remarque
suivant [[.2.6 On note alors

LA(po) = Ly1(po) X P, _n0,) GLa(Oy)

sa version induite sur X772

Remarque : pour p, une représentation de D, on notera L (p,) pour EA(,ovj‘Dl)x’h).

Le découpage 1' de W7 g, selon les classes d’équivalence inertielles des représentations
irréductibles cuspidales m, de GLy(F,) pour g variant de 1 a d, n’est plus valable sur Z,.
On peut utiliser la proposition afin de décomposer, pour p, une Q,-représentation
entiere de D),

Lz,(p) = D Lz(por),
7R, (h)
ou p, 7 désigne la T-composante de p, au sens de la proposition . En appliquant cette

x=h du faisceau pervers des cycles évanescents a la
Z,5

strate X7 hcf. (B.2.10)), on obtient nos premiers systémes locaux d’Harris-Taylor entiers.

décomposition a la restriction (‘IIL A)

2.2.4. Proposition. — (cf. [8] proposition IV.2.2 et le §2.4 de [4])

On a un isomorphz'sme G(A>®Y) X P g_n(Fy) x Wy-équivariant
nd> h—d—i ~ h—1—i
nd 5 o G ‘I’Ivzl)lngz ~ D L),

51y %eRﬁl(h)
ot U2 est défini en|1.1.5

2.2.5. Notation. — Pour 7 € Rg,(h), on notera Lz +-(T) pour EZE(Z/{Q*) et L7 (7T)
pour la version induite.

En utilisant (B.2.10)), on peut s’amuser a décrire EZ(%) ®z, Q, a partir des Q,-systémes
locaux d’Harris-Taylor de [4]. Pour ce faire introduisons la notation suivante.

2. Noter le décalage [d — 1] dans la définition de ¥ 7 .
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2.2.6. Notation. — Avec les notations de|A.2.7 et|A.2.9, notons
J(T)={-1<1i<s(7) tel que g;(T) divise h}.

Remarque : d'apres[A.2.7, ona g_1(7) | go(T) | -~ -| gs(r), de sorte que J(7) est de la forme
J(1) ={-1,- iz}
2.2.7. Proposition. — Pour T une F;-représentation irréductible de Dih, on a
h
.=h,* h 1- 9i(7)
LMo @ @ FMPmm—R).  (228)
1€J (T) myEScusp, (T) gi

Démonstration. — D’apres [4] théoréme 2.2.4, cf. aussi la proposition [B.2.2] les gradués
de la filtration par les poids de W, sont les P(t, o) (F552) ou
— m, décrit les classes d’équivalence inertielle des représentations irréductibles cuspi-
dales de GL,(F),) pour g variant de 1 & d,
— tvariede 1 a L;J etideOat—1
Le résultat découle alors de la formule . ]

Remarque : en utilisant la définition de P(t Ty) en terme d’extension intermédiaire d'un
systeme local d’Harris-Taylor, cf. le §B.1} on peut exprimer L7 ( ) en termes des systémes
locaux HT(m,, Sty (m,)).

Revenons a notre motivation principale qui est de montrer que les fibres des faisceaux
de cohomologie de W, 7 sont sans torsion. L'idée est de filtrer W,z de sorte que d’une
part les fibres des faisceaux de cohomologie des gradués soient sans torsion et que d’autre
part la suite spectrale calculant les fibres des faisceaux de cohomologie de \I’I,@l a partir
de celles de ses gradués, dégénere en E; sur ;. Considérant le deuxiéme de ces points, on
pourrait séparer les contributions des différents 7, mais d’'un point de vue pratique, cf. la
proposition | reposant sur les morphismes d’adjonction j"j="* — Id, il suffit de
les regrouper selon leur 7-type au sens de la définition suivante.

2.2.9. Définition. — Pour un systeme local sans torsion £ sur XI * on écrit

£ ®Zl Ql @EQZ pv mpv( )

ot p, décrit les représentations irréductibles admissibles de D, les multiplicités m,, (L)
étant presque toutes nulles. Pour 7 une F;-représentation irréductible de Dy}, le systeme
local £ est dit de 7-type > ¢ (resp. pure de T-type 7) si tout p, tel que m,, (L) # 0, est, au
sens de de T-type > i (resp. de T-type ).

Remargue : d’apres la proposition précédente, en général, L7 (T) n’est pas de pur T-type.
On introduit donc sa 7-filtration naive au sens suivant.
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2.2.10. Définition. — Notons pour k = —1,--- ,s(7),
h

,7T1)>( 291( ))

k
: _ —h h
Fllk(ﬁ@l’ﬂ(ﬂ) = @ @ jl—hh’ P( =
i=—1 m,€Scusp; (7) 9i(7)
le facteur direct de Lg 1(7); on note gr,(Lg, 7;(7)) les gradués de cette filtration. Soit
alors
gr_1(Lz,1;(7)) = FilL1(L7, 1;(7)) = Fil1(Lg, 7,(7)) N L7, 7,,(T),
et Lz 1-(T)>0 := L7, 1.(7)/ Fil_1(L7, (7). On définit ensuite

gr0(L7, (7)) = gro(Lg,1,,(T)) N L7, 7,(T)>0

et Lz 1(T)>1 = L37,17.(T)>0/er¢(L7,1(T)). En continuant ce processus, on construit la
T-filtration naive

Fil 1 (L7, 1,,(7)) C Filo(Lz, 1,(7)) C -+ C Fili (L7, 1,(7)) = Lz, 7,(7)

dont les gradués gr;(Lz, (7)), pour i € J(7), sont de pur 7-type égal a i au sens de la
définition précédente.

Remarque : on pourrait raffiner la construction précédente et construire des réseaux stables
h

— 1-——
de chacun des jllhh ’*P(gi’(l;),%)( 200). En suivant cette stratégie, les énoncés des para-

graphes suivants possedent ainsi leur version relative a une unique Q;-cuspidale. En fait

un tel raffinement n’est pas réellement nécessaire puisque la propriété essentielle dont nous
aurons besoin est celle de la proposition suivante, cependant le lecteur ne souhaitant pas
< mélanger > les diverses cuspidales, est libre de penser aux énoncés des paragraphes sui-
vants comme relatifs & un unique Q,-systéme local d’Harris-Taylor.

2.2.11. Proposition. — Pour tout i, l'extension par zéro de gr;(Lz, (7)) est ezhausti-
vement !-parfaite au sens de la définition|1.5.17

Démonstration. — La propriété se lit sur Q;, on s’y rameéne donc. Notons tout d’abord
que pour toute Q-représentation irréductible cuspidale 7, de GL,(F),) et pour tout ¢ > 1,
d’apres [5] corollaire 3.3.8, le faisceau pervers j; "¢ Lg,(my,t)[d — tg] est exhaustivement !-
parfait. D’apres la remarque apres la définition [1.3.17] le fait que Pextension par zéro de
gri(ﬁ@lﬂ(?)) soit exhaustivement !-parfait découle du fait que pour tout m, € Scusp,;(7),
les constituants irréductibles de jlzhﬁ@l(m,t) [d—h], out = ﬁ, ont pour support les

strates X%g%g"(%), pour k=0,1,---, L%L indépendamment de m, € Scusp, (7).

]

Remarque : E@l (T), n’est pas exhaustivement !-parfait puisque les strates de ses composants
irréductibles dépendent de 7, selon leur 7-type. Autrement dit la définition[2.2.10| propose le
regroupement maximal pour que la propriété d’étre exhaustivement !-parfait soit conservée.
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2.3. Sur les extensions par zéro des systemes locaux d’Harris-Taylor. — Partant
des systemes locaux de[2.2.5] on peut construire un certain nombre de nouveaux systemes
locaux en procédant comme dans la définition suivante.

2.8.1. Définition. — Pour 7 € Rz (h), soit Loc(7) le plus petit ensemble de systemes
locaux sur les strates de Newton ouvertes XI:I;/ pour h' > h, tel que

— Loc(7) contient les L7 (7);

— il est stable par le processus suivant : pour £ ~ "L’ € Loc(7) avec £’ un systéme
local sur X7 et un épimorphisme strict ji="£[d—h] - F de noyau Pg, les systémes
locaux de la filtration de stratification exhaustive de Pr appartiennent a Loc(T).

— si Lz, € Loc(7) alors tout réseau stable de L7 ®7 Q; appartient aussi & Loc(7).

Remarque : pour Lg, € Loc(7) un Q-systeme local sur X7% et F un quotient de j!:hﬁ@l [d—
h], on a diagramme commutatif
F (2.3.2)

qui fournit une injection Pp — P% .
l

2.3.3. Notations. — Pour tout h' > h (resp. i € J(T)), on notera
— Loc(R',T) (resp. Loc(7(i))) le sous-ensemble de Loc(T) des systémes locaux a support
dans ng (resp. de pur T-type égal a 1i).
— Loc(h',7()) := Loc(h', 7) N Loc(7(7)).
— Loc(l) = Ili<p<n H?ERﬁz(h) Loc(h/,T) et Loc := [Tj<p<q Loc(h).
— pour ng’:a une strate de Xf?/, on notera avec un indice a, les systemes locauzr sup-
portés par X7%,.
2.8.4. Proposition. — Pour 7 € Rz (h) eti € J(7),
(1) Uensemble Loc(h',7(i)) est non vide si et seulement si h < h' < d est de la forme
h' = h+ kg;(T).
(i) Pour L € Loc(h',7(1)), les systémes locaux de la filtration exhaustive de stratification
de §i;" L]d — W] sont tous dans Loc(7(i)).
(iii) Pour L € Loc(h',7(i)) et z un point géométrique de X;fg/, laction z’nﬁm’tésimale de
GLy(F,) surla fibre en z de L ®7 Q; se décompose en une somme de représentations

3. cf. la remarque qui suit |1.2.6
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irréductibles dont le support cuspidal est un segment de Zelevinsky relativement a des
cuspidales m, € Scusp, (7).

Démonstration. — Toutes ces questions se résolvent en regardant sur @Q; et concernent donc
les systémes locaux HT (7, I1;) avec les notations du @ Par définition HT (70, St () ®
=% ® L(m,) appartient & Loc(7) si et seulement si m,[t]p € C:: il est dans Loc(7(i)) si
et seulement si 7, € Scusp;(7), au sens de la notation [A.2.10] Le résultat découle alors de
la description des constituants irréductibles de j;" HT (r,, St;(m,)), du diagramme
et des observations élémentaires suivantes :
— pour 7, € Scusp,(7T), les supports de ces constituants sont de la forme
— Par définition ﬁ’(ﬁv,Stt(ﬂv)?Str(ﬂv)) ® 22 © L(r,) appartient & Loc(h +
rgi(7), 7(1)).
— Avec les notations de , les deux sous-quotients irréductibles de Stt(ﬂ'v)?str(ﬂ'v)
ont pour support cuspidal un segment de Zelevisky relativement a .
— Les Q-systémes locaux irréductibles de Loc(h/, 7(i)), s’obtiennent en remplacant dans
ﬁ’(m,Stt(m);}Str(m)) ® 272" @ L(m,), la représentation Stt(m)QStr(wv) par
Sty (m,) X II ot II est une représentation irréductible de GL,,(F,) de méme support
cuspidal que St,(m,) et en faisant varier m,, t et r tels que m,[t] € Scusp,(T) et

tg+rg(T)="H.

=h+rg;(T)
XI7§ .

]

2.3.5. Définition. — Un faisceau pervers F' € F(Xz5, A) est dit de pur 7-type égal a i,
si tous les systemes locaux de sa filtration exhaustive de stratification, appartiennent a
Loc(7(7)).

2.3.6. Définition. — Un faisceau p-pervers F' sera dit 7-admissible s’il existe i € J(7)
tel qu’au sens de la définition [2.3.5] il est de pur 7-type i et qu’il vérifie les propriétés
suivantes :
— (7)) > 1,
— son support est une réunion de strate XI%QOA pour hg de la forme hy = h+ kg;(T) avec
k>0;
— le morphisme d’adjonction jjff“ J2"*F — F est surjectif dans *C(Xzs,Z;).

Remarque : comme noté plus haut, d’apres le corollaire 3.3.8 de [5], un faisceau p-pervers

T-admissible F' est exhaustivement !-parfait au sens de la définition [1.3.17]
L’ingrédient principal de cet article est la proposition suivante dont la preuve est reportée

au §3.2

2.3.7. Proposition. — Soit F' un faisceau p-pervers T-admissible, alors Pr est |-saturé.

Remarque : le lecteur notera que F' n’est pas supposé libre mais que, d’apres|(1.3.5, Pr 'est.

En outre Pr est aussi T-admissible, son support étant de la forme ng‘?f;ﬁf%‘(ﬂ.
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2.3.8. Corollaire. — Soient T € Ry (h) et F' un faisceau p-pervers T-admissible de pur

T-type © a support dans X Zsa, dont on note X7 ﬁ(jjgl @ e support de Pp. Il existe alors :

— un entier 0 <r < L‘; hOJ -9,
— pour tout k = 0,--- ,r, un systéme local Ly, € Loc(hg + (6 + k)g;(T),7(3)) sur un

ensemble X>’;(Z(5+k)g’v de strates,

ainsi qu’une résolution

0= st OO L [d—ho—(r46)gs(7)] — - — ja s 9D L1 [d—ho—(04+1)gi(7)]

— D Lo[d — ho — 8gi(7)] — Pr — 0.

Remarque : pour F' = P57 hoL[d — hg) avec £ € Loc(hg, 7(i))a, ona d =1, r = L‘;_(%)J -1
et pour tout £k =0,---,r, on a Ay = A. La résolution s’écrit alors

0= jai DL d — ho — (r + 1)gi(F)] — -+ — j2 4Ly [d — by — 24(7)]
— fh“gl Lold = ho — gi(7)] — Pr =0,

pour des systeémes locaux L que 'on pourrait aisément exprimer a ’aide des notations du
. ces précisions ne sont toutefois pas nécessaire pour ce que ’on cherche a prouver.
On a aussi un énoncé dual pour 0 — pU;\],lﬂE[d ho] — j‘hoﬁ[d ho] — Q¢ — 0

1p ho+1, -
avec Qg = i PHY, Al Py h“ﬁ[d ho| et

0—Qr— J_hOJrgl ﬁlo [d —ho — g:(7)]
e LA ho — (r+ 1)gi(7)] = 0
Sur @Q,, ces résolutions se déduisent simplement des résultats de [4], cf. - le faire

pour un F' général comme dans I’énoncé ci-dessus serait aussi quasi- 1mmed1at. L’apport
nouveau de [2.3.8] porte sur le fait que les fleches de la résolution sont strictes.

Démonstration. — Le faisceau pervers jjﬁo jjho’*F est 7-admissible de pur 7-type 7 et la
proposition [2.3.7| appliquée a F', nous fournit alors un épimorphisme strict

=ho+d6g;(T) .=h 6l’r,
]A0,0+g()JA 0+6g:(7) _}_» Pr

dont on note Pp; le noyau et £y := jj?ﬁégi(%)’*Pp. Considérons alors Fi; = Pr qui est
T-admissible ainsi que ’épimorphisme, strict d’apres la proposition [2.3.7| appliquée a F,

*h0+(6+1)91(7—) *h0+29l(7)7 .
A JA, PF,l—»PF,l—PFl,
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X>1810A+1(6+1)gz est le support de Pp, = Pp; : on note

est résumée par le diagramme suivant

Ly = jthHQl(T) *Pr;. La situation

‘PF’lC + jj(’]l,[!)—i_égi(%)ﬁo[d — h() — (ng(%)] —t— PF

- 7

.:ho+(5+1)gi(7_')£1[d — hy — (5 i 1)91'(?)] - jz:ﬁﬂéﬂ)gi(%)jzzoJr(éH)gi(%),*PFJ

out on pose [y = Ppy et Pps = Pp,. On reprend alors le raisonnement pour Fj et ainsi de
suite. =

2.3.9. Corollaire. — Avec les notations du corollaire précédent, les fibres des faisceauz
de cohomologie de F' sont sans torsion.

Démonstration. — On utilise la résolution du corollaire précédent qui nous donne que pour
un point géométrique z de XI:”L;/, la fibre en z du faisceau de cohomologie H’ Py est nulle
— si b/ n’est pas de la forme hg + (6 + k)g;(T) pour 0 < k < r;

— si h' = ho + (6 + k)gi(T) et si z n'est pas un point de X7y h0+(5+k)91(7) :
— i, pour z un point de X7 Z%C(Mk)gim, J est distinct de hy + (5 +k)gi(T) —d — k.

Enfin pour z un point de X7 ") h°+(6+k)g’m et j = ho+ (0 + k)g;(T) — d — k, cette fibre est
celle de £ qui est donc sans tors1on. On conclut alors a l'aide de la suite exacte courte

=hg,*

0—>PF—>3A.] F— F—0.

O

Bien que ce soit inutile pour prouver le théoreme principal de cet article, la pro-
position [2.3.11] suivante généralise le corollaire précédent. Considérons pour un temps une
F,-représentation 7 de dimension 1 de D on €6 L € Loc(h,T) un systeme local tel que
L ®z, Q, est irréductible. Alors F := Pj; hﬁ[d h] est un faisceau p-pervers de pur 7-type
—1 avec donc g_1(7) = 1.

Remarque : sous ces hypothéses on a £ ~ 7Z; ou lactlon du groupe fondamental H1(XIS)
de XZ" se factorise par son quotient IT(XZ%) — D}, ou I'action de D)), est donnée par
un caractere x,.

2.3.10. Lemme. — Avec les notations précédentes, on a

j.* ,C[d h] >~ p+],* ,C[d — h] ~ Zl[d — h] }f XPh,d—h(Fv) GLd(FU).

>
I 1p
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Démonstration. — Comme XIZQ = XIZQH X Py 4_n(F) GLa(F,), il suffit de montrer que
>h o >h = =
ic Lald — h] ~ p+]fh,!*Zl [d— h] ~ Zl,IXIZ'I—[d — h.
sth
Or XIEI;ﬁ étant lisse sur SpecF,,, Z;[d — h] y est pervers au sens des deux t-structures avec
z’%ﬁ“’*z [d — h] € PD=Y et i%H’!Z [d — h] € P*D=1, d’ou le résultat. H

En particulier les faisceaux de cohomologie de Pjz"L[d — h] sont sans torsion. Ce fait
se généralise en enlevant I’hypothese irréductible : en effet il suffit d’invoquer, sur @, la
dégénérescence en E; de la suite spectrale calculant les faisceaux de cohomologie d’un tel
Pi="L]d — h] & partir de ceux d’une filtration obtenue en filtrant £ via une décomposition

de £ ®7 Q; selon le procédé simpliste de [2.2.10}

2.3.11. Proposition. — Pour tout L € Loc(ho,T), les faisceaur de cohomologie de
Pt £]d — he] sont sans torsion.

Démonstration. — En procédant comme dans la définition [2.2.10] on construit une fil-
tration de P, dont les gradués gr;(P;) pour i € J(7), sont T-admissibles de pur 7-type
i. Pour i tel que ¢;(7) > 1 (resp. ¢;(7) = 1) d’apres le corollaire (resp. d’apres la
remarque précédente), les faisceaux de cohomologie des gr;(P,) sont sans torsion. Notons
alors que sur Q, les gr;(P,) sont en somme directe, de sorte que la suite spectrale calculant
les faisceaux de cohomologie de P, a partir de ceux des gr;(P,) dégénere en E;. Ainsi les
faisceaux de cohomologie de Py sont sans torsion, et donc ceux de Pj-" L[d — ho] aussi. [

2.4. Faisceaux de cohomologie des cycles évanescents. — D’apres le théoreme de
comparaison de Berkovich, cf. [2], le théoréme découle de 1’énoncé suivant que nous
allons prouver en supposant, tout d’abord que les propositions et sont vraies.

Rappelons que sera prouvée au alors que le sera au §3.3|

2.4.1. Théoréme. — Pour tout 1, les ’Hi\I/LZ sont sans torsion.

Notons Iw, le sous-groupe d’Twahori de GL4(O,) des matrices triangulaires supérieures
modulo I'idéal maximal de O,, et soit W, 7, le faisceau pervers des cycles évanescents
de la variété de Shimura < de Hecke » X7v1y, de niveau Iwahori en v.

2.4.2. Lemme. — Pour tout i, les H'U, Iw, 7, SOnt sans torsion.

Démonstration. — Rappelons que Xzvr,, — Spec O, a une réduction strictement semi-
stable, i.e. X7viyw, s = Ule Y; avec Y; — Spec Fp lisse de pure dimension d — 1 avec pour
t # j, Yi et Y; ne possédant aucune composante connexe en commun. Selon la coutume
pour S C {1,---,d}, on note

>h =h
Ys = m Yi, YSO =Ys - U Yr, Xf“ Iwy,5 U Ys, XI“IWU,E = U Yb[”)>
€S SCT 4S>d—h tS=d—h
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et ag : [lys—, Ys — Xzv1w,,s- Rappelons aussi que Wz, est représenté par un bicomplexe,
cf. [9] 3.6.7, tel qu’en notant 72°" la troncation naive horizontal, la filtration induite par

TQ‘” coincide avec celle par les noyaux itérés de la monodromie avec pour gradués

gl"f(qlzv IWU) = [i*Hp+1j*Zl(1) — T i*de*Zl(d —p) — 0],

le premier faisceau étant placé en degré p. On en déduit en particulier que les faisceaux de
cohomologie de gr, K(Wzo1y,) sont sans torsion. O

2.4.3. Lemme. — La filtration de stratification de Vz.y, 7 est saturée et les faisceaux
de cohomologie de ses gradués sont sans torsion.

Démonstration. — Nous avons vu que la filtration de stratification de ¥z coincide avec
celle par les noyaux de la monodromie ; il reste alors a vérifier que pour tout 1 < p < d,
le morphisme d’adjonction j; *j=7* (gr (Wzv va)) — gri (Uzv1y,) est strict. Dans PC, on
écrit

0—=P,— 45 ") p*(gr (\Ifzvlwv)) — gri (Uzogy,) = 0

avec 0 — P, gijy — P, — T, — 0, ou P, 4;,, est le plus grand sous-objet divisible de P,
et T, son quotient de torsion. Supposons par l'absurde qu’il existe 1 < p < s tel que T,
est non nul et soit z un point générique du support de 7. Alors (H'P,), ~ (H'T,), # 0
est non nul et de torsion ainsi donc que (H'grk (Vzvyy,)). ~ (H'P)., ce qui contredit le
lemme précédent. O

Laissons a présent de c6té le niveau Iwahori en v pour revenir au cas général. D’apres
la proposition 3.4.3 de [5], cf. aussi la proposition [B.2.2] la filtration de stratification
Fil} (W, 7 ) est telle que les gradués gr'(¥;7 ) = Fil,h(\IfIZ) / Fil{lil(\llzil) sont a support

dans XIZ";, ou avec les notations de ,
e (Vrz) = @D Lg(T)d - hl.

TERE (

2.4.4. Proposition. — La filtration de stratification de V7 est saturée, i.e. pour tout
1< h<d,

@ it )[d — h] = gri'( ZZZ)’

TER= l(h)

Remarque : la preuve sera donnée au §3.3 Le lecteur pourra trouver une illustration de
cette filtration pour A = Q, a la figure 1 de [5].

2.4.5. Proposition. — Le théoréme[2.4.1] découle des propositions[2.3.7 et[2.4.4)
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Démonstration. — D’apres [2.4.4] pour j:h’*gr{”(\IJIZ) ~ Dicr. h)[, (7), le morphisme

d’adjonction @- ji" Ly (7)[d — h] — gr!'(V;7,) est un éplmorphlsme strict ; notons P,
son noyau. Fixons un 7 € Ry, (h) et considérons le poussé en avant grf’; (V7 )

0 b, D: 5 "Ly, (T)[d = h] ——gr}(V;7) —0
|
‘ i 1
v ¥

0 Py 7, gLy (To)[d — h] - - = > grly (¥r7) —0,

ainsi que Py 7, le noyau de ji="Lz (7o)[d — h] — g (V17).
2.4.6. Lemme. — Les faisceaux de cohomologie de grf}o(\lfz’il) sont sans torsion.

Démonstration. — En procédant comme dans la définition [2.2.10] on filtre le faisceau per-
vers gri; (W77 ) de sorte que ses gradués gr, (gr{}o(\lfzzl)) sont Tp-admissibles de pur 7op-
type i. Si g;(7o) > 1 (resp. g:(To) = 1), d’apres le corollaire (resp. d’apres le lemme

2.4.2)), les faisceaux de cohomologie des gr; (gr{ffo(\PI’Z)) sont sans torsion. En utilisant la

dégénérescence en E), sur Q,, de la suite spectrale calculant les faisceaux de cohomologie
de gri'; (W77 ), & partir de ceux de gr, (grffﬁ)(\lfzzl)), on en déduit que les faisceaux de
cohomologie de grf'; (W77 ) sont sans torsion. O

2.4.7. Lemme. — Le quotient grl'; (V7 ) est un facteur direct de grf(¥;7 ).

Démonstration. — Comme ji=" Lz (7o)[d — h] est un facteur direct de @- ji=" L (7)[d — h],
la surjection

@Jv )ld = h] — 57" Lz, (o)[d — 1]

admet une section j!:hﬁzl (T0)[d — h] —= @ ji" Lz (T)[d — h] telle que le composé avec
Puz = §i"Lz (To)[d — h] se factorise par un monomorphisme strict Pz, = Pp.

On en déduit alors que la surjection gr(¥;7 ) —f» grl'; (U7 7 ) admet aussi une section
gl (Wr7) = gri (V77 ) qui est nécessairement strlcte., (] dott le résultat. O
2.4.8. Lemme. — Les faisceaux de cohomologie de gri(V, 7,) sont sans torsion.
Démonstration. — On note gr,” TO(\IIIZ) le quotient

0 = grt's, (Vr7,) — el (Vrz,) — g™ (Vzz,) = 0.
La nullité de PH " *gr{ (W, 7 ) implique celle de p’;'-[oz'h“’*grfb’?o(\lfzz) de sorte que

=h -=hx _._h,T h, T
Ji h] h g, (W ZZZ) — gr " IZl>

4. puisque si w = vou est un monomorphisme strict alors u aussi; on 'applique & w = Id et u la section
construite.
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avec
Fe ™ (Urz) ~ B Lz(F)[d - hl.
TERg, (h)
F#70
On choisit alors 71 € Rg (h) distinct de 7 et on reprend le raisonnement précédent
pour grfl’%o(lllzzl) afin de construire grﬁ’;lo(\llzzl) dont les faisceaux de cohomologie sont
sans torsion, puis gr,}"%o’ﬂ(‘lfzzl) tel que p?—[oih“’*gr!h’%“’ﬁ(\IJI’Z) est nul. En épuisant ainsi
les éléments de Rg (h), on construit une filtration de gri*(W;z ) dont les gradués sont
!}fgi’;’ﬁ(\lfz,il), lesquels ont leurs faisceaux de cohomologie sans torsion. Le résultat
découle alors de l'observation élémentaire suivante qui découle de (B.2.9) : sur Q;, la
suite spectrale calculant les faisceaux de cohomologie de gr,h(\I/IZl) a partir de ceux des

les gr

hﬂ%'
g ! TH»l

"(V;7), dégénere en L. O

D’apres la remarque suivant la proposition 3.4.3 de [5], sur Q,, la filtration de stratifica-
tion coincide avec celle par les noyaux itérés de la monodromie; d’apres [4] §5.8, la suite
spectrale associée a cette filtration et calculant les faisceaux de cohomologie de V7o, a
partir de ceux des gr{l(\lfzzl), dégéneére en E;. On en déduit donc que, sur Z;, les faisceaux
de cohomologie de W7 sont aussi sans torsion. O

3. Etude de la saturation

Le but de ce paragraphe est donc de prouver les propositions [2.3.7] et 2.4.4] Donnons
quelques mots sur le schéma de la preuve dans le cas ou F est un faisceau pervers d’Harris-
Taylor associé a un systéme local £ sur X="— tel que L[d — h] ®7, Q; ~ j=9*P(t,m,) ou
T, est une représentation irréductible cuspldale de GL,(F,) pour g > 1 et t tel que h = tg.
Rappelons que pour

0 — Pr — jo\Lld — h] — Pic" Lld — h] = 0,

il s’agit de montrer que le morphisme d’adjonction

:=h+1 =h+1,*
oy i Pe— P
h 1p
est strict, au sens de la définition [1.3.6] ce qui ici signifie que le conoyau dans la catégorie
des faisceaux p-pervers, est nul. L’idée est d’insérer une étape intermédiaire en considérant

pour toute strate X7 Zhtl e X;hl , le morphisme d’adjonction
—ht+1  =htlx

It n e — be.

h<+1

En utilisant que i est affine, on commence par montrer que ce dernier morphisme

est strict, i.e. son p conoyau M PO Proest libre, et il s’agit alors de prouver que le
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morphisme d’adjonction
>h+1 :>h+1 % 0:h+1,% 0:h+1,x
jc Jc (pH [ Pﬁ)—)p% [ PL

est strict i.e. que la torsion T, de son p-conoyau est nulle. Le principe consiste, en faisant
varier ¢ et en utilisant I'action de G L4(F},), a montrer que £ ®7, Q, posséde des vecteurs
invariants sous 'action du sous-groupe unipotent Ny, 1(F},) C GLtg( »), cf. la proposition

3.1.9] La contradiction découle alors de la proposition [2.3.4] (iii) et du lemme [A.1.6]

3.1. Sur quelques faisceaux p-pervers de torsion. — L’objectif de ce paragraphe
technique est de prouver la proposition [3.1.9] qui sera utilisée dans les paragraphes suivant

pour prouver les propositions [2.3.7] et [2.4.4]
— La propriété (Tora n)) dans | est utilisée via le lemme , afin de conclure

en utilisant I'hypothese g;(7) > 1 pour un faisceau 7- adm1851ble
— tandis que (Toraumip(h)) n’est quune propriété intermédiaire en vue d’obtenir
(Tora,nq1y) via la proposition [3.1.7,

- , . . > . . .
Etant donné un faisceau pervers libre L sur X~ —h— muni d’une action compatible de

Py a-n(F,), pour toute strate XZ> Zj;l C X >h , le falsceau pervers libre PTH% h;“ *L est
muni, avec les notations de 2| pour A = 1h, d'une action compatible de Pa,)(F},) vu
comme sous-groupe de Pa(FU).

On est ainsi naturellement amené a considérer des faisceaux pervers libres a support dans
des strates X%ga munis d’une action compatible d"un sous-groupe parabolique Pa(q)(F,) C
P,(F,) pour un certain drapeau A = {a; Cay € --- C a, C F4}.

3.1.1. Définition. — Soit A = {a; C ay € --- € a, C F?} un drapeau et soit, pour

h > dima,, un faisceau pervers libre L € F (X%é,A) a support dans XIZQ 4 o A est un
ensemble de strate XIZ’Q,Q tel que

>h  — yzdima,
ISA - U XI,s,a Isltrzria )
acA
i.e. a, C a pour tout a € A. Un tel L est dit A-Hecke-équivariant
— si pour tout a € A, PFH%"* L est muni d'une action, par correspondances de Hecke,
de Pa(q)(F,) compatible a I'action par correspondances de P,(F,) sur XIZ’;L,G,
— telle que pour toute k > h et pour toute strate X%’;b contenue dans Xzzfg’,a (resp. dans
XIZ,};,G,), I'action sur
h<+ k—h)* [ :hx <A (k—h)x [ hx
SR A (A A RSE i (o A

a

du parabolique PA(acb)(Fv) est compatible a celle de Pa(qacp)(F,) au sens ou l'action
de Pa(acy)(Fy) N Pacy)(Fy) est la méme qu’on le voit comme un sous-groupe de
PAacy)(Fy) ou de Pagarce)(Fy)-
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L’action inﬁnitész’male sur PHO™* L est par définition celle du sous-groupe parabolique
associé au drapeau A = {(0) C a; C ay € -+ € a, C a} de V, que l'on identifie & un
parabolique de GL;(F}).

3.1.2. Notation. — On notera .FA(XI%;A,Z) la catégorie quasi-abélienne dont les objets
sont les faisceaux pervers < libres > de .F(XIZé, Zy) qui sont A-Hecke équivariants a support
dans X%;A au sens de la définition les morphismes étant ceux de ;f(X;;,Z) qui

sont A-Hecke équivariants.

Remarque : soit L € FA(XIZ’;A,Z) avec fA > 1. Pour a € A, le morphisme d’adjonction
can) zq,r jzj’! j;Z’*L — L fournit une suite exacte courte

0 Lo — L — il (P"HO2L) — 0,
ou Lia = Im;(can#a,L) c fA(X%Q’A_{a},Zl) et p+'H0iZ’*L € fA(a)(XIZ,];’C”Zl)'

3.1.3. Définition. — Soit A = {a; € -+ C a,} un drapeau; on note h = dima,. Un
faisceau p-pervers de torsion 1" a support contenu dans X%f;,ar vérifie la propriété (Tora n(1))
s’il existe

— ¢ > 1 et une strate X%};;;g c xzh

Z,s,ar )
— un systeme local £ € Loc(h + g), et des bimorphismes A(a)-Hecke équivariants

PTILId — b — g] > K > K s PO — B — g,

tels que
— T est le p-conoyau de K — K’ muni donc d'une action de Pa,(F,) telle que
— il existe a, C a’ € a avec dimV,/V,; = 1 et l'action infinitésimale du sous-groupe

unipotent N AG?a)(Fv) sur T est triviale.

Remarque : en utilisant la suite p-exacte (resp. p+-exacte) courte
0K —K —T—-0 r1esp.0=>T[-1]—K—K —0

par tiré en arriere (resp. poussé en avant), on en déduit que si 7' vérifie (Tora n(1y) alors
tout sous-objet (resp. quotient) de T" la vérifie aussi.

On fixe a présent :

— des entiers h > 0 et g > 0 tels que h + g < d;

— pour b >0 (resp. h =0), A = {I,} (resp. A =0);

— pour h+ g < ' < d, un faisceau p-pervers de torsion T sur Xf?:b avec ijhI’*TO # 0.
On suppose en outre que T est minimal au sens si T C Tj est un sous-faisceau p-pervers
non nul de Ty alors Tj) = Tp. On pose alors T = 2'2‘7/*T 0

5. cf. la premiere remarque du et celle suivant (1.2.6
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3.1.4. Lemme. — Avec les notations précédentes, on suppose que pour toute strate
>h+1 >h >n - .
Xise C XISJ’ contenant Xz, il existe

>h+1
XZ,§,C ’

— une strate X7149 C

— un faisceau pervers libre L, € Fa(a) (X%g;g,zl) dont tous les systémes locaux de sa
filtration exhaustive de stratification sont dans Loc,

— un bimorphisme L, — L' dont T est le p-conoyau.

Alors T wvérifie (Tora ny) ot le systéme local £ de la déﬁnitionm est, sur Q,, l'un des

systeémes locauz de la filtration ezhaustive de stratification d’un des L, ®7 Q.

Démonstration. — Choisissons une strate X%g:l contenant X%be, i.e. en reprenant les
: >h+g 7 A
notations de telle que V., C V,. Notons alors L, € FA(G)(XI,E,(; ,Z;) donné par
I'énoncé. La deuxieme propriété de 'énoncé assure que Na(q)(F),) agit trivialement sur 7'

Comme dim V, —dimV, = h' — h — g > 0, on choisit

veV,—V,

et on pose V =< 1, v > qui définit une strate X%g;l, contenant ngfb, ie. V=V, CV,.
Comme V. n’est pas contenu dans V,, on en déduit que X%,I;;g n’est pas contenue dans
XI%?:,I de sorte que I’énoncé nous fournit une strate X;Z;,g distincte de X%Qj;g telle que T’
est muni d’une action triviale de NA(a/)(Fv).

Soit alors v, € V, n’appartenant pas & V,y : notons V¢ un supplémentaire de V,, conte-

nant v, puis W, un supplémentaire de < v, > dans V% :
Fé= Vo® < v, > OW,.

Soit u € Na()(Fy) égal a 'identité sur V,, + W,, qui envoie v, sur v, + v, ot on rappelle
que v € V. Comme u agit trivialement sur 7', le p-conoyau de u.L, — u.L/ est encore
isomorphe a 7T'; 'action triviale de Na(y.q)(Fy) sur u.L, et u.L},, induit une action triviale
de Na(u.a)(Fy) sur T'. On en déduit en particulier que I'action infinitésimale du sous-groupe
unipotent N A((am)ca)(Fv) est triviale sur T et il reste a vérifier que V,/V, , NV, est de
dimension 1, ce que l'on vérifie aisément en prenant, comme v, € V,, une base de V, sous
la forme (vq, v, -, Upyq) avec v; € Vyy @ W, pour tout i =2,--- ,h+g.

Il reste alors & construire le systeme local £ de la définition [3.1.3] Considérons pour ce

faire une filtration exhaustive de stratification
0=Fill; > (Ly) C - Fil?" " "Y(L,) = L,

ainsi que les poussés en avant

Ly© L T

T
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Comme T[—1] — L, est non trivial, il existe h > =24 tel que T[~1] — L,/ Fill}(L,)
soit non trivial. Pour A minimal, par minimalité de T', on identifie T" avec le p-conoyau de
gr(L,) — (La(h) /Lq(h — 1)) ou par construction de la filtration exhaustive, il existe

une strate X72597 € XZ419 et £ € Toc(h + g + d), avec
Pi L — h— g — 0] —» gr"(Lg) = P LA — h — g — 4],
d’ou le résultat. O]

3.1.5. Définition. — Pour A = {a; € -+ € a, C F%} un drapeau, et un entier h >
dim a,, on dira d'un faisceau p-pervers de torsion 7" qu’il vérifie la propriété (Tora unip(h))
s’il existe

— B={by, -+ ,b.} avec dimb; = h pour tout i = 1,--- ,r;

— une filtration T, C --- CT_1 C Ty =T,
telles que pour tout 0 < k < r, les gradués gr—*(T) := T_/T_j_, sont les p-conoyaux dans
fA(bk)(XzZ,?,bkvzl) d’'un bimorphisme Ly < Lj, ot I'action de Na,)(F,) est triviale.

Remarque : comme précédemment par tiré en arriere et poussé en avant, si T' vérifie la
propriété (Tora unip(h)) alors tout sous-objet et tout quotient la vérifie. Inversement si
0 — Ty — T — T3 — 0 est une suite exacte courte avec Ty et Ty vérifiant (Tora ynip(h))
alors T' la vérifie aussi.

3.1.6. Lemme. — Soit T le p-conoyau d’un bimorphisme F' — F de fA(XIZ’;A,Z)
tel que tous les systéemes locauz de la filtration erhaustive de stratification de F' sont dans
Loc. Alors T vérifie (Tora unip(h)).

Remarque : d’apres la remarque suivant la définition si F' est T-admissible alors tous
les systemes locaux de sa filtration exhaustive de stratification sont dans Loc.

Démonstration. — Raisonnons par récurrence sur le cardinal de A. Si ce cardinal est égal a
1, le résultat est évident. S’il y a plus d’une strate, notons F” I'image de j7" (b} jjﬁ’fb}F " —
F’. Par hypothese les systemes locaux de la filtration exhaustive de F” et F'/F’ sont dans
Loc de sorte que l'action de Naw(F,) sur F'/F’ est triviale. Soit alors T_[—1] le noyau
de T[-1] — (F’/FL) de sorte que :

— le (p+)-monomorphisme (7'/T_)[—1] < F'/F" de conoyau (E’/xﬁfi) € Fa(a) (Xf’;’b,Z)

—_—

identifie T/T_ avec le p-conoyau du bimorphisme F'/F' «—— (F'/F") de
Faw(XZ2,, Zy) ot Vaction de Nag)(F,) est triviale.
— le (p+)-monomorphisme 7" [—1] < F” identifie T au p-conoyau d’un bimorphisme
F' — F_.
Comme le support de j="*F_ a strictement moins de strates que F, d’aprés I’hypothese
de récurrence, T_ vérifie (Tora unip(h)) et comme T'/T_ le vérifie aussi, on en déduit que T’
le vérifie, d’ou le résultat. ]
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3.1.7. Proposition. — Soient g 1 > 1 et L € FA(XS h+g Y 7)) tels que :

(i) o e T L L dans Fa(X7 01 ),

(i) pour tout Xrq, Mo o xzh_ g=htax e Loc(h + g-1),

I S lh; a
(1ii) pour toute strate X;’;tl — X;hl , la torsion T de iﬁjlpHOi?“’*L vérifie la propriété
(Tora unip(h + g-1)) de la deﬁmtzon .
Si p?—[oi%g‘lﬂ’*L # 0 alors il admet un sous-quotient non nul vérifiant (Toranay) ot le
systeme local L de la déﬁnition est, sur Q;, l'un des systémes locauz de la filtration
exhaustive de stratification de L @7 Q.

Démonstration. — Rappelons les notations suivantes :
h<+g 1 h+9 1<+1
1h >h+ 1h >h+g_1+1
Q g-1 Q g—1
Islh XIslh XIslh
ih§+1 ih+g71§+0 ih+gf1+1§+0
Tpoc Tpe Tp.c
Sha1 de =TT Swy A S| ing T TET >htg 1 +1+6.
+ ) g—-1 c ) g-1 b) g-1
XISC XIsc XIsc XIsb

p/HO 'hirgthl * >h4+g—1+1+6

D’apres (i), L est de torsion et son support est de la forme X7; 5 C

XIZZJ%Q*H pour 5 > (. Soit alors b € B et notons Tj := PH %, 90, £ ¢, So t X700
contenant Xf’;? I e V. C Vet soit

~ g < ta ht-g_1+1<+0, htgo1+1,
T, = PHOhro-astlx <proZg+g 1’*L) ~ PO HIst *<”’Hozfg o *L)

1p,c

>h : :
le conoyau du morphisme d’adjonction jZ," 9~ jZhto-1 (p’HOZ’C‘*g—L*L) — PHONT9-1x

htgor 144, =
qui est donc de torsion et non nul car PH%. 9 ST T ~ T, £ 0. On pose

. shtgo+1g . shtg—+5+1
T, := 207*9 T, et Ty =iy, Ty,

de sorte que, en utilisant les morphismes d’adjonction adéquats, on a

h 1 -h 1,
Zl—i-g 1+ pHO +g-1+ *L s Tc s Tb-
hy* h

3.1.8. Lemme. — Le faisceau p-pervers T, vérifie (Tora unip(h + g-1)).
Démonstration. — Notons L := il t9-1PHOH9-1* [ et
L = Tmae (jo, 70 L — Le)

de sorte que 0 — L — L. — T, — 0. D’apres (iii), l'image T, de T' = L. 4or <> L. — T,
vérifie (Tora unip(h+9-1)), il suffit alors de montrer que 7, := T, /T, la vérifie aussi. Notons
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Leyj := Lc/T le quotient libre de L. et L} le noyau de L.y — T,\, i.e. T,\ est le p-conoyau
de LG < L. Le résultat découle alors du lemme m O

Notons 0 = T.(—r) C --- C T.(—1) C T.(0) = T. une filtration associée a la propriété
(Tora unip(h + g—1)) de T, et soit k maximal tel que T.(—k) — T, — T}, est non nul; on
note Ty (c) 'image. Comme gr—*(T,) — T,(c) alors Ty(c) est le p-conoyau d'un bimorphisme
Lq, — L, ou l'action de Na(q,)(F) est triviale.

Pour une autre strate X %?Zl contenant XI> ’;29 o , on construit de méme une filtration
To(—r") C -+ C Ty(0) = Tr. Comme T}, est encore un quotient de T, il existe un &’ tel
que limage de T.(—k") — T, — Ty intersecte Ty(c). Pour &' maximal et Ty(c, ) cette
intersection, on voit que T,(c, ') vérifie les hypotheses du lemme m pour ¢ et ¢. En

>h+g 1+1+6

>h+ .
épuisant ainsi toutes les strates de X7 *c' contenant X7 , on construit un sous-

h+ +1,x%
prO ﬁg 1

quotient Ty(cq,- -+ ,¢.) non nul de L verlﬁant les hypotheses de |3.1.4, ce qui
permet de conclure. O

Avec les notations de la proposition précédente, soit
Fil} (L) C Fil/(L) C --- C Fil(L) = L

la filtration de stratification de L € fA( >h+g ' Z;).Onnote hy = h+g_1 < hy < -+ < h,

les indices des gradués gr. (L) non nuls qu1 par construction de la filtration de stratification
sont a support dans X ="_. On suppose alors que

Vi=1,---,s, ];h“*gr{”(L) € Loc(h;),

et que la filtration de stratification de L n’est pas saturée, i.e. il existe 1 < k < s tel que
le morphisme d’adjonction j;-"*j=*gr* (L) — grf* (L), n’est pas strict.

h+g—1

) . >
Remarque : on notera aussi hy = h; comme L est a support dans X7 avec g1 > 1,

on en déduit, par construction de la filtration de stratification, que gry®(L) est nul.

3.1.9. Proposition. — Soit L € Fa( ;ﬁg ' Zy) vérifiant les hypothéses ci-avant. On

suppose en outre que pour toute strate XI i1
— la torsion de PH "L est triviale et
— que pour tout 0 < k < s, PH LML (L/ Filh’“(L)) ®7, Q est nul.

Alors il existe 1 < k < s, tel que le p-conoyau de ji-"* j="*gri* (L) — gr* (L) posséde un

sous-quotient non nul vérifiant (Toraney) ot le systeme local £ de la déﬁmtion est,

sur Q;, l'un des systémes locauz de la filtration exhaustive de stratification de L ®7z, Q.

>h
contenue dans X=
I7 71h

Démonstration. — Notons tout d’abord que, d’apres les lemmes [[.2.8] et [I.3.5] pour tout

1 < k < s, le faisceau p-pervers PH =L +Lx( L/ Flllhk(L) est sans torsion et donc, d’apres
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I’hypothese de I’énoncé, il est nul. De la suite exacte
0 PR (LT L)) — PO ) —
PHOTL —s PO (L/ Fil?k(L)) — 0,

et du fait que par hypothese PH%"+1* [ est sans torsion, on en déduit que PHi"+1* Fill™ (L)
est sans torsion.

Supposons que pour 0 < r < s, on ait les propriétés suivantes :

(i) pour tout 0 < k < r, on a j"*j="e*gr* (L) —f» gry* (L) ;

(ii) pour toute strate X7o' contenue dans XZE,Z,E’ POt L (L/ Fil{“(L)) vérifie

(Tot uip (1))

Remarque : pour r = 0, la condition (i) est clairement vérifiée puisque par définition gr,hO(L)
est nul, tandis que (ii) I'est puisque par hypothese la torsion de PH " 1%L est triviale.

~h+1,%

Dans la suite exacte longue associée au foncteur appliqué a

0 — gr)"*" (L) — L/ Fil’ (L) — L/ Fil}"** (L) — 0, (3.1.10)

on obtient que, puisque PH~tih+1* (L/ Fily'+! (L)) est nul, la torsion de PHOi*gr] (L)
s'injecte dans celle de PH%ih 1~ (L/ Fil{“(L)). Ainsi
— si cette torsion est non nulle, elle vérifie (Tora unip(hr+1)) de sorte que gr/™ (L) vérifie
les hypotheses de et donc le p-conoyau du morphisme d’adjonction de (i) admet
un sous-quotient non nul vérifiant (Tora n(1)) et la proposition est démontrée.

— Si cette torsion est nulle alors la propriété (i) est vérifie. Montrons alors (ii).
Notons T la torsion de i?vilpHoz'Z*l’*(L/Fil{”“(L)). Comme par hypothese

pH”i?“*(L/ Fillh“’l(L)) est nul, gr]"*'(L) s'obtient comme le tiré en arriére

suivant :

G (L P (L)) gt (L) - — = = = = = = - - - T

T
*
v
A (L) Ry (L)) (L) Fil™ (L)) —— it et (L) Fily (L))

de sorte que, d’apres le lemme , T vérifie (Tora unip(hri1))-
On a donc montré les propriétés (i) et (ii) au rang r + 1. Au final, comme la filtration de
stratification de L est supposée non saturée, il existera un indice r tel que (i) n’est pas
vérifiée pour k = r et tel que, d’apres ce que 'on a démontré, le conoyau du morphisme

d’adjonction associé admettra un sous-quotient vérifiant (Tora n))-
]
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3.2. Preuve de la proposition — Soit donc 7 € Rg,(h) et ' un faisceau p-
pervers T-admissible au sens de la définition [2.3.6, Commencons par traiter le cas ou F
. . o ; ~ >h
est a support dans une unique strate que, par symétrie, I’'on peut supposer étre XI,g,ﬂ
On note alors L := jlihh*F[h — d] qui par hypothese appartient a Loc(h,T) et soit Pp :=

h“p’H 1 h“ *F avec
0— Pr — jei\Lld — h] — F = 0.
Il s’agit alors de prouver que Pp est saturé.

3.2.1. Lemme. — Pour toute strate zh<+1 : X%’;;l — X2 le complexe i"tV* Py est

7,51,
un faisceau p-pervers libre.

Démonstration. — Comme F’ est de la forme Z— ', il suffit de montrer que i,
est p-pervers sans torsion. Pour ce faire, on utlhse la suite spectrale

h+1<+40 h<+1 h<+1
E;,S — pHij <+0,* pHsZ;-l- ,*F/ = pHr+sl;+ 7*F/.
lh,C lh lh c

Comme jfh est affine, d’apres le lemme |1.3.5] PH*1—= h<+1 *F”" est nul pour tout s < —1; la

surjectivité ]1 h, j1> MR s F , implique aussi la nulhte pour s = 0. Ainsi la suite spectrale

précédente degenere en Fy avec

h<+1, -h+1<40, —1.h<+1,
pHr + *F/ ~ pr}_[H»le <+ *(pz]_[ 17'71_+ *F/)

1n,c
De la méme fagon, comme ]i‘iz : X;: - X?Ztl s X — est affine, PH il h<+1 S
nul pour r < —1 et sans torsion pour r = —1 d’apres le lemme .35 d’ou le resultat []

Soit iy tel que I est de T-type ig. D’apres le lemme précédent, on a alors la suite exacte
courte de faisceau p-pervers libres

0 — J L T Pr — Pe — it L PHOLT P — 0,

de sorte que Pp vérifie les hypotheses de la proposition avec g_1 = g;,(T) et tous les
gradués de sa filtration de stratification nuls sauf celui d’indice h’ h+ g;,(T).

Supposons que Pr n’est pas saturé, i.e. que I’épimorphisme ]1 ,]1 =M P — Pp nlest pas
strict. Alors, d’apres la proposition [3.1.9] le p-conoyau, qui est de torsion, admet un sous-
quotient 7" vérifiant (Tora nay), pour A := {I,} et ol le systeme local £ de la définition
3.1.3, est, sur Q;, I'un des systémes locaux de la filtration exhaustive de stratification de
Pp ®z Q. Ainsi il existerait

— ¢ >1 et une strate ngztg ' C X;Zlh

— un systeme local £ € Loc(h + tg_1,7(i0))s tel que T” est le p-conoyau de K — K’

ou

PRI Ll — b~ tg ] s K s K s P Ll - g ),
— b C b tel que dimV;,/Vy =1 et

h+1<+0 * (pH_lih§+1,*F/
15

)
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— laction infinitésimale de N A@Eb)(

Or, d’apres la proposition L L ®z, Q,, en tant que représentation de GL, ,(F,) vu
comme sous-groupe du Lévi de PA(b,Cb)(Fv), est une somme directe de représentations
irréductibles II dont le support cuspidal est un segment de Zelevinsky relativement a une

F,) sur T est triviale.

représentation irréductible cuspidale m, € Scusp, (7) avec les notations de 'appendice.
Ainsi d’apres le lemme [A.1.6] et en utilisant que le foncteur de Jacquet commute avec la
réduction modulo I, on devrait avoir ig = —1 et g_1(7) = 1 ce qui n’est pas par hypothese,
d’ou le résultat.

Considérons da présent le cas général ou le support de F' est une réunion de strate de la
forme X§§ - On raisonne par récurrence sur le cardinal de 4. On suppose ainsi le résultat
connu si le support de F est strictement contenu dans XIZ'; A

3.2.2. Lemme. — Pour tout a € A, le faisceau pervers PH'i h+gl°(T)+1 "F est nul.

Démonstration. — Considérons

sh+1pgr—1,h+1,% _.
gy PH™ iy " Fy = PF,

|

ja'jfh*F

e

it H R P 3 d g F——F i PHONF = F,

ol ¢ est un p-épimorphisme puisque son p-conoyau est

b RO (i PO ) e Ol IS0 (0 )
ol p’HOiZH’*F est nul par hypothese. Notons alors f;ga la p—imz_xge de jjﬁ{a},!jjﬁ’fa}F — F,
qui est donc a support dans XIEI; A—{a}- Comme j;&’f }F ~ j;ﬁ’fa}F?ga, on en déduit que

i JH P F ~ Z.{L4+1{a}* H 11?4“{:}}7# =: Pp,,,

>h+gio (T

qui est donc a support dans X7, . L’hypothese de récurrence appliqué a F., donne

alors la p-surjectivité de

j:h+gi0(T)j—h+gzO( ( -h pr 1 h*F) }_» Zh pr 1: h*F PF#

a,!
et donc la nullité de PHOG= o MHD: (p HLiF ) Ainsi via la suite spectrale

D A (T O I A R

Y

dont les termes non nuls sont dans le cadran r,s < 0, il suffit de montrer la nullité de
Py - 1 h<+ (gig (T)+1),% (pHO h*F)
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Posons F, 1= F/Fy, = i ,PH°%"*F dont le support est X7~ ,. Comme i/ t'PH LI +1+F,

>htg;
est a support dans XISGQO( 7 ona
h+ T _1.h4gi, (T),*
PFa = h—l—lpH 1, h+1 *F 910( pH 1Za 910( ) Fa-

D’apres le cas d’une unique strate traité ci-avant, on a

Gy 0T oM pr s P

a,!

0 h+910 (T)+1,x

et donc PH": Pg, est nul soit

PO TS (i (i moite ) ) 0,
De la nullité de PHOih<+9:(7)* (p’HOiZ’*F ), et en utilisant la suite spectrale
E;’,s _ pHriZ—i—gio (T)<+1,% (pHS h<H4-gio (T (pHO -h, *F)> = pHT+Sih§+(gi0 (F)+1),* (pHOiZ’*F>,

on en déduit la nullité PH 1 h<+(gz°( S+ ( HOh *F) d’ou le résultat. (]

0, h+gzo( T)+1,%

Supposons alors, par 'absurde, que PH"i Pr est non nul et prenons a € A

Holh+glo (7_')+1,>k
a

tel que XIvg,a intersecte son support. On auralt p Pr non nul, ce qui n’est

N ;4 . htgin (T)+1,%
pas d’aprés le lemme précédent. Ainsi si donc PH% , i0(7)

démontrer la proposition

Pr est nul ce qui finit de

3.3. Preuve de la proposition [2.4.4L — Notons
; . XIJ? — XI <~ XI’g . i,

oll jy = Pj; et j, = Pj,. Pour toute strate Xzsa, I'inclusion ]7é c X7 — X%};a — Xz étant
affine, en raisonnant comme dans le lemme |3.2.1], on montre que i1* W7 est pervers et libre,
ce qui donne la suite exacte courte de F (X7, 7Z;)

0— ];éa, u];i W — U — PHOIUL — 0.

Pour pouvoir appliquer la proposition avec h = 0 et g_; = 1, montrons, sur Q, et
Ll I@z/ Filf“(\I/L@l)). D’apres ce que I'on vient
de dire, le résultat est vérifié pour » = 0; supposons le donc acquis jusqu’au rang r et
montrons le pour r + 1. Considérons pour ce faire les deux suites exactes

par récurrence sur r, la nullité de PH~

—1:1,% S - 2>1,% 7
0= PH iy (W g /Fil T (U 5)) — Zanize” (Wrg,/ FilT (U25,)
— (W, Fill ™ (W 5)) — iy PRIy (U g,/ FilTT (U,5)) =0 (3.3.1)
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et

0="H iy (W g,/ Fill (¥75,)) —
P (U g,/ Pl (U g)) — PHOi e T (W) — - (3.32)

D’apres (3.3.1) et (3.3.2)), les constituants irréductibles de PH i} *( 7o,/ Filf+1(®17@l))

) et ]# u];i *grf+2+k(\llz7@l) pour un certain k, de

sorte que Paffirmation résulte du lemme suivant.

sont communs a zl JHOL *grr“(\IJ

3.8.8. Lemme. — Les Q-faisceaux pervers il ,FHi%*gr{ ™ (U, g,) €t j#a .];i *gr,”?*k(\lfz@),

n‘ont aucun constituant irréductible en commun.

Démonstration. — D’apres [4] théoréme 2.2.4 rappelé a la proposition [B.2.2| les consti-
tuants irréductibles de gri*'(¥; g, ) sont de la forme les P(t + 6, 7,)(=52) ont

tg=1r+1
et m, décrit les representatlons irréductibles cuspidales de GL4(F,) et ot 0 < 6§ < L |-
En ce qui concerne ]¢a ,];1 *grf+2+k(\PIQ ), par exactitude des foncteurs j¢a| et j;; *, le

faisceau pervers j;éa | j;; *< 15,/ Fil,”ﬂ(\I/LQl)) est muni d’une filtration dont les gradués

sont les jZ,,jZ, "gr{ TP (W ) pour 0 < k < d —r — 2. Or par construction on a

=r4+2+k ;= 24k 2+k
]_ =r+2+ ] =r+2+k, *g 'T—I— + (qu,@l) grr-i- +

position [2.2.7| et celles de

_ — N 1—1¢
e D D g TP ) ()

b2a g|r+2+k=tg m,€Cusp,(g)

(U735, et donc, avec les notations de la pro-

= jZariZe e P (WL 5), (3.34)
ou , décrit les représentations irréductibles cuspidales de GLy(F,) avec
tg=r+2+k.

Or d’apres [4] 4.3.1 et 5 4 1, cf. aussi I'égalité (B.1.§), les constituants irréductibles du
membre de gauche de sont, a un facteur e,, pres, de la forme

j;“’”/)gHT(m, [(r,,t,8)) ® L(r,) @ =525
out'g = r+ 2+ k pour un certain £k > 0 et ou Il(m,,,0) est une représentation de
G L 15y4(Fy) que 'on ne souhaite pas préciser ici. Regardons alors un éventuel constituant
irréductible commun :

— D’égalité des poids des faisceaux pervers considérés, donne t — § =t/ — ¢’ ;

— D’égalité des supports donne t +6 =t + ¢'.
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Ainsi finalement on doit avoir t = ', § = ¢’ et la contradiction découle des égalités tg = r+1
et t'g=1r+2+k avec k > 0.
]

Ainsi d’apres la proposition [3.1.9] soit Wz est saturé soit il existe r > 1, tel que le p-
conoyau du morphisme d’adjonction j;="j="*gr{ (V7)) — gr{ (¥7) admet un sous-quotient
vérifiant la propriété (Tor( ) n1)). En raffinant la filtration de stratification de sorte que les
gradués gr¥ soient tels qu’il existe toujours 1 < hy < d, tels que j="*gr¥ soit un réseau
stable d'un unique Lg (m,,t) ® Sty(7,) @ L(,), alors les seuls gradués gr non saturés sont
ceux pour lesquels 7, est un caractere.

En particulier en prenant les invariants sous le sous-groupe d’Iwahori en v, qui est un
foncteur exact, on obtiendrait que (V7)™ = Wz, n'est pas saturé, ce qui n’est pas
d’apres le lemme [2.4.3]

Appendice A

Rappels sur les représentations

A.1. Induites paraboliques. — Notons K un corps local non archimédien dont le corps
résiduel est de cardinal g une puissance de p. Une racine carrée q% de ¢ dans Q, étant fixée,
pour k € %Z, nous noterons 7{k} la représentation tordue de 7 ou l'action de g € GL,,(K)
est donnée par 7(g)v(g)* avec v : g € GL,(K) s g V¥(det9),

A.1.1. Définition. — Pour V un sous-espace vectoriel de dimension h de K™, soit Py
le sous-groupe parabolique associé et Ny son radical unipotent, i.e. I’ensemble des g €
GL,(K) tels que le noyau de g — Id contienne V' et son image soit contenue dans V.

A.1.2. Notations. — — Dans le cas ot dans la définition précédente, V' est engendré
par les h premiers vecteurs de la base canonique, V' sera noté 1, et Py par P g_p.
— Pour tout a € GLy(K)/Pya—n(K), on notera V, l'image par a de Vect(ey,--- ,ey), ot
(€)1 <i<a désigne la base canonique de K. On notera aussi P,(K) = aPy 4 (K)a™
le parabolique associé et N, = aNy 4(K)a™' son sous-groupe unipotent.

— Plus généralement pour un drapeau A = {(0) Ca; Cay € --- Ca, C K¢ =:a,41},
de gradués a;/a;_1, on note Pa(F,) le sous-groupe parabolique associé et Ux(F,) son
radical unipotent.

— Enfin pour A ={(0) S ag Cax - S a, C K% un drapeau et a, C a C K¢, on
notera

Ala) ={(0)Ca; Cay C---Ca, CacC K.

Pour a, Ca CbC K9, on notera Ala C b) := (A(a))(b).

Remarque : afin d’alléger les notations, on notera dim a pour dim V.
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A.1.3. Définition. — Soit P = MN un parabolique standard de GL, de Lévi
M et de radical unipotent N. On note dp : P(K) — R* l'application définie par
op(h) = |det(ad(h)ien)|™. Pour (m, V1) et (m2,V5) des R-représentations de respec-
tivement GL,,(K) et GL,,(K), et P,, », le parabolique standard de GL,,,, de Levi
M = GL,, x GL,, et de radical unipotent N, m X my désigne l'induite parabolique
normalisée de P, ,,(K) & GLy, 4, (K) de m ® mo c’est a dire l'espace des fonctions
f:GLy 0, (K) = Vi ® Vs telles que

flnmg) = 6772 (m)(m © m)(m) ((9) ). Vi € N, Vim € M, g € GLy s (K).

Rappelons qu’une représentation m de GL,(K) est dite cuspidale si elle n’est pas un
sous-quotient d’une induite parabolique propre. D’apres [12] §V.4, la réduction modulo
[ d’une représentation irréductible cuspidale est encore irréductible cuspidale mais pas
nécessairement supercuspidale.

A.1.4. Définitions. — Soient g un diviseur de d = sg et ™ une représentation cuspi-
dale irréductible de GL4(K). L’unique quotient (resp. sous-représentation) irréductible de
{155} x T{32} x -« x {51} est noté Sty(w) (resp. Speh,(T)).

A.1.5. Définition. — Soit P = M N un parabolique de GL,, de Lévi M avec pour radical
unipotent N. Pour 7 une R-représentation admissible de GL,(K), I'espace des vecteurs
N (K)-coinvariants est stable sous 'action de M (K) ~ P(K)/N(K). On notera Jp(7) cette

représentation tordue par (5;1/ 2,

A.1.6. Lemme. — Soient I une Q,-représentation irréductible entiére de GL,(K) et &
un sous-quotient irréductible de la réduction modulo | de II tel que l'action de Nj_11(K)
est y triviale. Alors le support cuspidal de 11 contient un caractére.

Remarque : on appliquera ce lemme au cas ou II a pour support cuspidal un segment
de Zelevinsky relativement & une représentation irréductible cuspidale m de GL4(K) avec
g > 1 comme par exemple St;(7) ou Speh,(7) et h = tg.

Démonstration. — Si I'action de Nj_1;(K) sur 7 est triviale alors Jp, | (x)(7) est sim-
plement la restriction de 7 au sous-groupe de Lévi de P,_;1(K). Or si le support cuspidal
de IT n’admet aucun caracteére, alors, d’apres [12] §V.7, il en est de méme de 7 et on a
1) (7)) = (0), d’'ott le résultat. O

A.2. Représentations de Dy, a coefficients dans F; et leurs relévements. —
Soient D 4 'algebre a division centrale sur K d’invariant 1/d, Dk 4 son ordre maximal de
radical Pq : 1+ Pgq C Di 4 C Di 4/w” de quotients successifs Fru et Z/dZ.
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A.2.1. Notation. — Pour m une représentation irréductible cuspidale de GL4(K) et
s > 1, on note w[s|p la représentation irréductible de Dy ., image de Sty(7") par la
correspondance de Jacquet-Langlands.

Remarque : toute représentation irréductible de Dy ; s’écrit de maniere unique 7[s|p pour
s|d et m une représentation irréductible cuspidale de G'Lg/s(K).

A.2.2. Notation. — On notera Ry (h) Uensemble des classes d’équivalence des Fy-
représentations irréductibles de D).

A torsion par un caractere non ramifié pres, toute représentation irréductible de D[X(,d
se factorise par Dj ;/w”, on choisit alors un facteur irréductible ¢ de 7j11p, , et on note
N¢ le normalisateur de sa classe d’isomorphisme dans D§7d/ w?. Soit ¢ son prolongement
a N¢ : en effet 1 4+ Pk 4 étant un pro-p-groupe, la dimension de ¢ est une puissance de p
de sorte que, un p-Sylow de N¢/(1+ Pk q4) étant cyclique, ¢ admet un prolongement a N,
cf. [11] lemme 1.19.

A.2.3. Proposition. — (cf. [7| proposition 2.5.2)

Soient T une F;-représentation irréductible de D%d/wz, et ( un facteur irréductible de
D% Jw? [~

T14Py - 1l existe alors un caractere x de K™ tel que T ~ indJK‘d/ (s ®X), avec J =

NzN Ny ot N7 (resp. Ny) est le normalisateur de C (resp. X) et ot ¢ est un relévement de
Ca Nz. Il existe en outre des entiers f',d’,e" de produil égal a d tels que

J/(l + PK,d) ~ F;f/d/ X mZ/e'd'Z,
ot m est un diviseur de d' tel que f'm = [Dj ;: w"Dy . J].

Remarque : d’apres [7] proposition 2.3.3, deux sous-quotients irréductibles 7 et 7’ quel-
conques de la réduction modulo [ d’une représentation irréductible entiere de Dfx(’d, sont

inertiellement équivalents, i.e. il existe un caractere ¢ : Z —» @lx tel que 7/ ~ T®(oval orn.

A.2.4. Notation. — Pour T une F;-représentation irréductible de D;w avec les nota-
tions de la proposition précédente, on notera

_ _ d
m(7) = [NyN Ny o J] et g(T) == o= fd.
A.2.5. Définition. — Pour 7 une F;-représentation irréductible de D[ng, soit C; C
Rep%?w(ngd) la sous-catégorie pleine formée des objets dont tous les Z" Dy ,-sous-
quotients irréductibles sont isomorphes a un sous-quotient de 71|DI><(d. On note 7 un

sous-quotient irréductible quelconque de 7_'|D1x<d.
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A.2.6. Proposition. — (cf. [6] §B.2)
Soit P-o une enveloppe projective de 7° dans Rep%l%r( x.a)- Alors la sous-catégorie C; est

DX
facteur direct dans Rep%’}r(Dlx( 4) pro-engendrée par linduite Py := inde’d(Pfo).
’ K,d

Ainsi toute Zj"-représentation Vzer de D ; se décompose en une somme directe Vzpr =~
@ Vzpr ot 7 décrit les classes d’équivalence des Fj-représentations irréductibles de Dy ,
, T )
et ou Vzpr est un objet de Cz, i.e. tous ses sous-quotients irréductibles sont isomorphes a
T
un sous-quotient de 7,px .
4 Pk a

A.2.7. Notation. — Avec les notations de la pmposition soit s(T) la plus grande
puissance de | divisant m. On note alors

g1 (F)=gT) et YO<i<s(T), () =m(F)'g(7).

A.2.8. Proposition. — (cf. [7] proposition 2.5.2) Soient T wune F-représentation
irréductible de D 4 et 7' € Cz une Q-représentation irréductible entiére. Il existe alors
—1 < i@ < 5(7) et une représentation irréductible cuspidale m; de GLg, 7 (K) telle que

d
9i(7)

7 ~m—=]|p.

Remarque : avec les notations de la proposition précédente, la réduction modulo [ de 7; est
supercuspidale si et seulement si ¢ = —1 et sinon son support supercuspidal est un segment
de Zelevinsky-Vignéras de longueur m(7)I".

A.2.9. Définition. — Avec les notations de la proposition précédente, 7’ (resp. un sous-
quotient irréductible de la réduction modulo [ de 7’) sera dit de 7-type i. Plus généralement,
pour tout t > ﬁ, la représentation m;[t]p (resp. un sous-quotient irréductible de la
réduction modulo [ de m;[t]p) de D, . sera dite de 7-type i.

Ezemple : soit m_; une Q-représentation irréductible cuspidale entiere de GL,(K) dont
la réduction modulo [ est supercuspidale. Soient ¢ > 1 et 7 un constituant irréductible de
la réduction modulo [ de m_1[t]p : on a alors g_1(7) = g. Soit alors m; une représentation
irréductible cuspidale de G' Ly, z)(K) dont la réduction modulo I a pour support supercus-
pidal un segment de Zelevinsky [ry(7_1{5%}), r(7_1{551})] avec ¢;(7) = sg. Pour tout
t; tel que t;;,(T) > tg, la représentation m;[t;|p (resp. un sous-quotient irréductible de la
réduction modulo [ de m;[t;]p) est de T-type i.

A.2.10. Notation. — Avec les notations précédentes, on notera Scusp,(T) [’ensemble
des classes d’équivalences des représentations ;.
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Appendice B

Rappels des résultats faisceautiques sur Q,

Dans ce paragraphe nous rappelons les résultats de [4] que nous utilisons dans ce texte :
les notations sont celles des paragraphes précédents. Précisons de nouveau que tous les
résultats de loc. cit. sont sur Q; ce qui permet de l'enlever des notations afin d’alléger les
écritures.

Rappelons que pour o, (resp. m,) une représentation de W, (resp. de GLy4(F},)), 'action
d’un élément ¢ sur

ou(n)  (resp. m{n})
est donnée par o,(g)| Arty (g)|" (resp. m,(g)| det g|™) ot | — | est la valeur absolue sur F, et

Art}vl : W, — F} le morphisme de la théorie du corps de classe qui envoie les frobenius
géométriques Fr' de W, de F, sur les uniformisantes, i.e. v(Arty' (Fr)) = —1.

B.1. sur les systémes locaux d’Harris-Taylor. — Soient 7, une représentation
irréductible cuspidale de GL,(F,) et 1 <t < g. La représentation m,[t]p de Dy, cf. la

notation [A.2.1| fournit d’apres la définition [2.2.3 un systeme local sur XI: ;gﬁ

[

L(m[tlp)s,; = 6_91 Ls,(pvi)t;

ou (m,[t] D)‘th = @™ pvi avec p,; irréductible. Ce systéme local est noté F(¢,,); dans
loc. cit. 1.4.7 et muni d’une action de Py 4-t4(F),) via son quotient GLg4_, X Z. Le systeme

local utilisé tout au long de [4] est alors

tg—d

HT(my, T0,) = <£(7rv[t]p)1 @11, ® 2%

) X Ptg,dftg(F'U) GLd(FU)7

¢ %
ou l'action du radical unipotent de Py, 4_14(F),) est triviale, et celle de (¢°*, < o ol ) ,0y) €

0 g,
G(A™") X Py a_tq(Fy) x W, est donnée
— par celle de ¢S sur Sty(m,) et o, sur L(m,), ou LY désigne la correspondance locale de
Langlands, ainsi que
— cellede (g%, g, val(det g7) —deg 0,) € G(A™") X GLq—1y(F,) x Z sur Lg (m,[t]p)1 @
=47 ol = s7 — 7, est défini par 2(3) = ¢
Remarque : on dit de laction de GLy,(F,) qu’elle est infinitésimale, cf. aussi la remarque
suivant [[2.6

Le faisceau pervers d’Harris-Taylor associé est alors

P(t,m,) = ji." HT (m,, Sti(m,))d — tg] @ L(m,),

ou LY désigne la correspondance locale de Langlands.
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Remarque : on rappelle que 7, est inertiellement équivalente & , si et seulement s’il existe
un caractere ( : Z — @lx tel que 7, ~ 7, ® (¢ o val odet). Les faisceaux pervers P(t,m,)
ne dépendent que de la classe d’équivalence inertielle de 7, et sont de la forme

P(t,m,) = ex, P(t,my)
ou P(t,m,) est un faisceau pervers irréductible.

B.1.1. Notations. — On notera
— pour tout strate X%tg Po(t,m,) =it i P(t, m,),

s,a’ a,x"a

— HT(m,,11,) := HT (m,,I1,)[d — tg],
— Fil;"¥(m,,11,) le noyau du morphisme d’adjonction

G HT (1, 10,) — 5 HT (m,, 1,),

qui est a support dans XIZ,SH)Q. Avec la notation |1.3.18, Fil;"(m,,II,) est noté
Pﬁ“(m,ﬂt)'

B.1.2. Proposition. — (cf. [5] 3.3.5) Le morphisme d’adjonction
g = De iy 19 () TL) — Bl (my, 10

est surjectif.

En itérant cette proposition, on obtient, pour s = ng, la résolution

s—t

0— jy “HT (my, Ht§> Speh,_,(m,))®=2 — -+ —> j!:(HQ)gHT(m, 11, %4 Speh, (7, ))®="
—s 5 I T (e, T, X w,) © 22— Fil9(m,, ) — 0. (B.L7)

ol pour m et my des représentations de respectivement GLy, ,(F,) et GLy,g(F), 7T1?7T2
désigne I'induite normalisée m{—2} x m{%}.
Remarque : de cette résolution on en déduit :
— le calcul des faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor du
théoréme 2.2.5 de [4],
— la description des constituants irréductibles de j,-"Y HT (r,,II;) de la proposition 4.3.1,
complétée par le corollaire 5.4.1, de [4], cf. aussi le corollaire 3.3.8 de [5], qui dans le
groupe de Grothendieck correspondant, s’écrit

Lgl-t

G HT (r, 1)) = 3[R HT (X St () @ 25 . (B.1.8)
r=0

Qe
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B.2. sur le faisceau pervers des cycles évanescents. — La premiere étape de [4]
consiste, cf. loc. cit. définition 2.2.2, a découper W7 selon les classes d’équivalence inertielles
Cusp,(g) des représentations irréductibles cuspidales de GL,(F,) pour ¢ variant de 1 a d :

d
v~@ P V.. (B.2.9)

9=1 7, €Cusp,(g)

Les résultats du §7 de [4] sur ¥z, sont résumés par la proposition 3.4.3 de [5] que nous
reproduisons ci-dessous.

B.2.2. Proposition. — (cf. [5] 3.4.3) Soit
0=Fil(¥z,,) C Fil}(Wz,,) C -+ C Fil{(Vz,.,) = V7.,
la filtration de stratification de Wz ., de la proposition|1.5.14. Pour tout r non divisible par

g, le gradué gri(Vz.,) est nul et pour r = tg avec 1 <t <'s, il est a support dans X%';-g

avec[©)]
1—t

2 )
La surjection j; "9j219%gri?(Vg ) — gri?(Vz,.), a alors pour image dans le groupe de
Grothendieck

770 (Vz,m,) = =9 P(t,m,)(

a , 1+4—2t

> [Pl m) ()

i=t

Remarque : dans [5], on explique comment ce résultat permet de calculer les fibres des
faisceaux de cohomologie de Wz ., , i.e. d’en déduire le corollaire 2.2.10 de [4]. En particulier
la fibre en un point fermé de X;Z-g de H"~9W7 ., est munie d’une action de (DJ,)" =

Ker(val orn : Dy, — Z) et de @w? que l'on voit plongé dans FX C Dy,,. Dapres le

théoreme 2.2.6 de [4], ou plus simplement d’apres la proposition précédente, on a

. D’Z<tg _ 3 1—¢
lnd(Dé(’tg)ow% ('Htg d\I;I,Zl) |XI:;!J ~ thg dP(t, 7_‘_’0) (T)
~ HT(m,St(m,)) ®L(m,) ®=7. (B.2.10)
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