Conjecture de monodromie-poids pour quelques
variétés de Shimura unitaires

Boyer Pascal

ABSTRACT

In [Boy09b] we prove the sheaf version of the monodromy-weight conjecture for some
unitary Shimura varieties, by giving explicitly the monodromy filtration of the complex of
vanishing cycles in terms of Harris-Taylor’s local systems introduced in [HT01]. The main
result of this paper is the cohomological version of the weight-monodromy conjecture for
these Shimura varieties which is proved by the explicit description of the groups of coho-
mology in terms of automorphic representations and the local Langlands correspondence.

Introduction

Dans cet article on s’intéresse aux groupes de cohomologie de certaines variétés de Shimura
unitaires, celles étudiées dans [HTO01], qui sont de type PEL, définies sur un corps CM, F = EFt,
et associées a un groupe de similitudes G/Q tel que le groupe unitaire correspondant sur R soit
de la forme U(1,d — 1) x U(0,d)". A certains sous-groupes compacts I = UP(m) de G(A*), on
associe alors un schéma X; au dessus de F' classifiant des variétés abéliennes munies de structures
additionnelles. La tour X7 := (X)rez est munie d’une action par correspondances de G(A>) et
forme un schéma de Hecke au sens de [Boy09b]. On fixe un nombre premier p inerte dans I’extension
quadratique E/Q, et v une place de F' au dessus de p telle que G(F,) ~ GL4(F,), ou F, désigne le
complété du localisé de F' en v. Les schémas X sont alors définis sur 'anneau des entiers O, de F,
et on note U7 = R¥, (Q))[d — 1](d;21) le faisceau pervers des cycles évanescents de poids 0 sur la
fibre spéciale géométrique X7 de X7.

Le Fp—schéma X7 est stratifié par des sous-schémas de Hecke localement fermés

;>h _ -h _
— J >
XFhl o x2he U X7

pour 1 < h < d, de pure dimension d — h, lesquels pour 1 < h < d, sont géométriquement induits
au sens ou il existe un sous-schéma fermé X }1‘ tel que

X7t = Xph xPralf) GLy(F),
ou Pj 4 est le parabolique standard de Lévi GLj X GL4_p. Dans [HT01] & toute représentation
irréductible admissible 7, du groupe des inversibles D, de lalgebre & division centrale sur F,
et d’invariant 1/h, les auteurs associent un systéme local F,, sur X7 h dit d’Harris-Taylor. Dans
[Boy09b], les bigradués de la filtration de monodromie de W7 sont décrits en termes des extensions

intermédiaires de ces systemes locaux et on constate alors que la conjecture de monodromie-poids
version faisceautique est vérifiée.

Une étape essentielle dans la preuve de ce résultat consiste, pour 7, une représentation irréductible
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cuspidale de GLy(F),) et pour 1 <t < s = |d/g] a prouver la série d’égalités suivante dans le groupe
de Grothendieck des faisceaux pervers de Hecke, cf. [Boy09b| proposition 4.3.1 et corollaire 5.4.1 :

— t—i
if g7\ HT (my, T0y) ZZI ST IHT (o, T X [0 — £ — U, ) (=) (1)

ou les faisceaux HT(m,,II;) se construisent par induction parabolique < géométrique > & partir :
— des systemes locaux d’Harris-Taylor F (4, ou my [t]p est la représentation de D;tg associée a
la représentation de Steinberg généralisée St;(m,) par la correspondance de Jacquet-Langlands
locale ;
— et d’une représentation II; quelconque de GLyy(Fy).
Il est aisé d’inverser, par récurrence, cette série d’égalités et d’obtenir, proposition 2.6.1, la série
d’égalités suivante
s—t
i G HT (my, ) = S (~1) it I BT (T X [ — L], ) (r/2). (2)

r=0

Dans [HTO01] via des arguments désormais classiques de comptage de points fixes, pour
— £ une représentation irréductible algébrique de G a laquelle on associe un systéme local L¢
sur X7 et
— II® une représentation irréductible de G(A*°),
la composante II°"-isotypique [H*(]I ,gHT(m,, II;) ® L¢)[{II°*"} de la somme alternée des groupes

de cohomologie de j? vy T (my,I1;) ® L¢ est décrit, proposition 3.3.1, a l'aide du foncteur red,, [

définition 1.5.4, appliqué a la composante locale H de sorte que de (2), par pureté, on en déduit le
calcul de chacun des groupes de cohomologie H(j J7. ,g HT(my,I1;)®L¢). Il reste alors a étudier la suite
spectrale de monodromie dont I’aboutissement calcule les groupes de cohomologie H i a coeflicients

dans L¢ de la variété de Shimura et dont les termes initiaux sont les H* (]I ,gHT(wv, Stt(ﬂ'v)) ® Le).
Dans cette étude on distingue les deux situations suivantes :

— le cas Il est tempérée ou la suite spectrale dégénere en Ej ;

— le cas Zelevinski dual, i.e. IT, ~ Speh(m,), ou 'on décrit completement la suite spectrale.
Dans le cas général ou II,, ~ Speh,(m,) pour 7, une représentation irréductible tempérée de GL4(F})
avec d = sg, plutot que de décrire tous les termes initiaux, on se contente d’en préciser certains de
facon a calculer H f] g et on conclut en utilisant le théoreme de Lefschetz difficile. En définitive on
prouve, théoreme 4.3.1, la ConJecture de monodromie-poids « cohomologique > pour les X au sens
ou pour tout ¢, les gradués grﬁv £k de la filtration de monodromie de H*(X7 Xz, F, L) sont purs
de poids k + 1.

L’étude de la suite spectrale des poids associée a (1) permet de décrire chacun des groupes de
cohomologie H'(j Iz, “YHT (1, 1) ® Le¢); on en déduit alors un énoncé de connexité pour les variétés
de Shimura étudlees cf. le corollaire 5.3.3.

Originellement on utilisait une partie de ces calculs de groupes de cohomologie pour prouver les
résultats faisceautiques de [Boy09b]. Afin d’alléger 'exposition de [Boy09b], nous avons préféré cour-
cicuiter cette étude cohomologique en utilisant une propriété d’autodualité a la Zelevinski prouvée
par Fargues dans [Far06]; en appendice nous donnons l’argument originel permettant de ne pas
faire appel a [Far06].

Comme nous venons de le voir, pour I'essentiel, tout repose sur les calculs du foncteur redy, 1,
appliqué a la composante locale II,, d’une représentation irréductible automorphe de G(A). Comme
ce foncteur se comporte particulierement bien a I'induction parabolique, cf. le lemme 1.5.5

redy, (], (M1 X m2) = redy, ), (m1) X w2 + ™1 X vedy ), (72)
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D
paragraphe 1.3, lequel découle du calcul de ses foncteurs de Jacquet, proposition 1.4.2.

on est ramené, corollaire 1.5.6, au calcul de red ], appliqué a [s — i][zjl] avec les notations du

Remerciements : ce travail repose entierement sur le livre [HTO01]; je remercie tout particulierement
Michael Harris pour sa disponibilité a m’en expliquer les subtilités.

Table des matiéres

1 Rappels sur les représentations de GL,(K) 3
1.1 Notations . . . . . . . . . . . e e e 3
1.2 Représentations elliptiques . . . . . . . . . .. . L L Lo 4
1.3 Rappels sur les représentations non elliptiques d’apres [Zel80] . . . . . . . 5
1.4 Un calcul de foncteur de Jacquet . . . . . .. .. ... ... ... ... 6

1

1.5 Foncteursred, . . . . . . . . . . .. 1
2 Variétés de Shimura simples et systéeme locaux de Harris-Taylor 14
2.1 Classes d’équivalences inertielles . . . . . . .. .. .. ... ... ... .. 14
2.2 Stratesde Newton . . . . . . . . . . . . 15
2.3 Variétés d’Igusa . . . . . ... 16
2.4 Systeémes locaux de Harris-Taylor . . . . . .. .. ... ... ... ... .. 16
2.5 Rappels des notations de [Boy09b] . . . . ... ... oo oo 16
2.6 Résultats globaux de [Boy09b] . . . . . ... ... . L. 17
2.7 Résultats locaux de [Boy09b] . . . . . . ... ..o 18
3 Groupes de cohomologie des P(t,m,) 19
3.1 Définitions et notations . . . . . . . ..o Lo 19
3.2 Cohomologie d’un faisceau de Hecke sur X'I:d ................ 20
3.3 Une correspondance de Jacquet-Langlands globale . . . . . ... ... .. 21
34 Casoull, ™~ Ste(my) « v v v v v e e 22
3.5 CasIl, =Spehy(m,) . . .. . 23
3.6 Casgénéral . . . . . . . .. 25
4 Groupes de cohomologie des variétés de Shimura de [HTO01] 27
41 CasIl, =Sts(my) - - v v o v o 27
42 CasIl, =Spehy(my) . . . . .o 28
4.3 Cas général : conjecture de monodromie-poids . . . . . . . . ... ... .. 29
5 Groupes de cohomologie des j%ngTg(m,Ht) 29
51 Cas T, =Sty(m) . . . . . .. B 29
5.2 CasIl, ~Speh (m,) . . . .« 30
5.3 Cas général : irréductibilité des variétés d’Igusa . . . . . . . .. . ... .. 32

6 Appendice : preuve cohomologique de la proposition 5.4.3 de [Boy09b] 33

1. Rappels sur les représentations de GL,(K)

Soit K une extension finie de Q,, d’anneau des entiers O et de corps résiduel x de cardinal
q = pf. On notera wg une uniformisante et | — | la valeur absolue.

1.1 Notations

On rappelle dans ce paragraphe, quelques notations, tirées de [Boy09b], sur les Q;-représentations
admissibles de GL4(K)

1.1.1 DEFINITION. Pour une suite 0 < 1y < ry < --- < r, = d, on note P, ry.... r, le sous-groupe
parabolique de GL4 standard associé au sous-groupe de Levi GLy (F,) X GLypy_y (Fy) X -+ X
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GLy, —r, ,(Fy) et on note N,
les paraboliques opposés.

1, Son radical unipotent. On mettra en exposant op pour désigner

1.1.2 NOTATION. — Pour P = M N un parabolique de GL4 de Lévi M, de radical unipotent N,
et m une représentation admissible de GL4(K), I'espace des vecteurs N (K )-coinvariants est
stable sous 'action de M (K) ~ P(K)/N(K). On notera Jp(rm) cette représentation tordue
par 35" (=) = | det(ad(—)jpien)| .

- So1ent 71 et my des représentations de respectivement GLy, (K) et GLy,(K). On note alors
~ mf{n} :=m ®|det|";

GLnl-HLQ (K)

ni,n1+mng (
opposé sera noté Xy, ;

— siny =t1g et ny = tag,
— —
T X T 1= 7T1{—t2/2} X 7T2{t1/2} et T X9 = 7T1{t2/2} X 7T2{—t1/2};

on omet la référence a g car en général le contexte sera clair. Pour les paraboliques opposés,
%
on notera X op et X gp.

— myx7y l'induite Ind Ky {nge/2}@mo{—n1/2} ; I'induite relativement au parabolique

Remarque : pour (7;)1<i<3 des représentations de GLy,4(K), on a les isomorphismes suivants :

(m1 ?772)\/ ~ 77}/?775/

— — —
(7T1><7T2)><7T3 ~ 7T1><(7T2><7T3)

— — — —

1

(7T1><7T2)><7T3 7T1><(7T2><7T3)

1.2 Représentations elliptiques
Pour tout ¢ > 0, on note

T
Ft = {(a17”' y Ay €150 767‘) € N" x {i}r: 7’21, Zalzt}
i=1

Un élément de I'* sera noté sous la forme (E, ‘e ,a_;) ou pour tout ¢ la fleche au dessus de a; est E
(resp. Ef) si €, = — (resp. ¢, = +). On considére alors sur I'! la relation d’équivalence induite par

les identifications suivantes :

(...,ﬂ,%...):(...,m,...), (...,ﬁ,?,... — (... ﬁ

et (- ,%, -)={(--,0,---). On notera ?t I’ensemble quotient dont les éléments seront notés
(o1, af).

Remarque : pour t > 0, dans toute classe [E, ,a_;g)] € ?t, il existe un unique élément de
(a1, ,ar €1, -+ ,6) € 't tel que

— pour tout 1 <7 < r, on ait a; > 0;
— pour tout 1 <7<, €641 = —.

— —
Un tel représentant sera dit réduit. Pour ¢ = 0, on dispose d’une unique classe notée [0 ] ou [0].
1.2.1 DEFINITION. A tout représentant réduit (aq,--- ,a,,€1,--- ,€) d’'une classe de [a, e ,a—>k] €
?t, on associe

comme le sous-ensemble des permutations o de {0,--- ,t — 1} telles que pour tout 1 < i < r avec
€ =+ (resp. ¢, = —) et pour tout a1 + --- +a;—1 <k <k <ar+---+a; alors o 1(k) “L(K)

(resp. o1 (k) > o~(kK')). Dans le cas ot sous les mémes condjtjons, on demande inversement

o~ (k) > oY (K') (resp. o1 (k) < o7 1(K')), I'ensemble obtenu sera noté SOP([E, - ,cﬁi]).
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1.2.2 PROPOSITION. (cf. [Zel80] §2) Soit g un diviseur de d = sg et ™ une représentation cuspidale
irréductible de GL4(K). Il existe une bijection

7, @) e?s—lH[g’... L@

dans I'ensemble des sous-quotients irréductibles de I'induite
s—1

Vi, s) ::ﬂ{lgs}m{?’;s}x...m

caractérisée par la propriété suivante

TByog o[l 0)) = > E 3 S ho0) @@ w{? +o(s— 1)}
aes([a—l,---,m)

Remarque : on peut aussi caractériser la bijection en utilisant J por via ’ensemble de permu-
9,49, 559
tations 80p<[$1, e ,cz_;Z]).

1.2.3 DEFINITION. Les sous-quotients irréductibles de V (r, s) seront dits elliptiques de type 7. On
désignera par [s — []7r une représentation elliptique quelconque de type m de GLg4(K).

Remarque : si w1 et 7o sont elliptiques de type m, il en est de méme de 7T1;>7T2 et de 771?772 et on
notera bien que m x [—1],» = 7. En fait [Zel80] est plus précis et décrit la suite de Jordan-Holder de
V(m,s); en ce qui concerne les sous-espaces et les quotients irréductibles, on a les résultats suivants.

1.2.4 PROPOSITION. (cf. [Zel80]) L’induite parabolique V (m,s) posséde un unique quotient (resp.
sous-espace) irréductible a savoir [s — 1|, (resp. [s — 1]z)); c’est une représentation de Steinberg
(resp. de Speh) généralisée notée habituellement Sts(m) (resp. Spehy(m)).

1.2.5 PROPOSITION. L’induite [t — 1], [s — 1]z (resp. [t — 1]7r [s —t — 1]) est de longueur 2 ;
son unique sous-espace irréductible est i1 1,s —t]r (resp. [s —t —1, t ];)) et son unique quotient
irréductible est [?, s—t— i] (resp. [,9—2>5,t—<—1]7r))

Plus généralement |- - - ,W,?,H ‘|z (vesp. [--- ,7,?,?, -++]z) est l'unique sous-espace
(resp. quotient) irréductible de |- - - ,H]W?[?, -

De la méme fagon, |[--- ,?,T @, r (vesp. [-- ,?,?,7,---%) est I'unique sous-espace
(resp. quotient) irréductible de [- - - ,W] %[? -

. , 5 —
Remarque : en ce qui concerne les paraboliques opposés [t — 1,s — t]; (resp. t [ est

I'unique quotient (resp. sous-espace) irréductible de [t — 1]7T§>Op [s —t —1],.

1.3 Rappels sur les représentations non elliptiques d’apreés [Zel80]

1.3.1 NOTATION. D’apres [Zel80] §9, 'induite [?1]7T X [g]ﬂ{(;} est irréductible si et seulement si les
segments A = -2 U] et A’ = [-2 + 5,22 + §] ne sont pas liés. Dans le cas contraire on écrit
Ay = AUA =[5 4+ 01,3 +61] et Ay = ANA" = [-22 4 02, F + d2] de sorte que I'induite
précédente est de longueur 2 avec pour constituants irréductibles, cf. [Zel80] 4.6

Flrioy X F2leiony (e B [Ba]agsy

Remarque : dans [Zel80], auteur a privilégié, au niveau des notations, les Speh aux St. Ainsi [s — []W
. . _ _ S
y est noté < A > ou A est le segment de Zelevinski {71{1—25}, e ,ﬂ{%}} alors que [s — 1] est

notée < Ag, -+ ,Ag_1 > ou ; = {W{#}} En utilisant I'involution de Zelevinski, on renverse
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é_—
le point de vue de sorte que < A >t=[s — 1] et < Ag, -+ , A1 >t= 1 . Ainsi ’analogue du
théoreme 6.1 de [Zel80] est la proposition suivante. En ce qu1 concerne la notation H elle correspond
via la bijection de Langlands locale, a la somme directe.

1.3.2 PROPOSITION. La représentation irréductible

[ﬁ]w{él} H---H [?T]ﬂ{(sr}a
ot les AA; sont les segments associés aux [E]ﬂ{(;j} rangés de sorte que pour tout i < j, A; ne précéde
pas A,;, est 'unique sous-espace irréductible des induites paraboliques

[?1]#{61} Xoeee X [?T]W{JT} et [g]n{ér} Xop """ Xop [?l]w{él}-

Remarque : avec les notations précédentes [t — 1,s — ], est noté

[t—1]ﬂ{%5}557r{1_5+t}EE7r{1_5+t+1}EE---Ba7r{S_1

}.

1.3.3 DEFINITION. Etant donnée une représentation irréductible II et un parabolique P opposé a
un parabolique standard, tel que I'image de Il par le foncteur de Jacquet associé a P est cuspidale
non nulle, on note Q(II) I'ensemble des sous-quotients irréductibles de Jpop(II).

Remarque : si p1 ® -+ ® p, € Q(II) il existe alors une permutation o de {1,--- ,r} telle que :
= Pe(1) @+ @ Po(ry € QI ;
— pour tout droite de Zelevinski Dy := {m{k} : k € Z}, et pour tout i < j tels que p,(;) et po(j)
appartenant a Dy alors pour tout i < k < J, po(x) € Dr-
Ainsi pour 7 une représentation irréductible cuspidale, on considére 1’ensemble € (II) des sous-
séquences de py(1) ® -+ @ py(ry € Q(II) relative a la droite de Zelevinski D. En identifiant 2 (IT)

A un sous-ensemble N on le munit de la relation d’ordre
(nk)kez < (mk)kez S del: Vk>i, np =my et n, <m;.

Au §6.9 de [Zel80], 'auteur décrit un procédé pour reconstituer les parametres de Zelevinski d’une
représentation irréductible a partir de la collection des €, (I) ; pour chacune des droites de Zelevinski
associée au support cuspidal de II, on considére un élément maximal de Q. (IT) que 'on organise en
un minimum de segments Aj(7), -+, A.(7) et alors

I~ X, < A(n), -, Ap(m) >t

1.4 Un calcul de foncteur de Jacquet
Comme nous le verrons a la section 3.3, d’apres [HT01], le calcul de certains groupes de coho-
mologie est relié a celui de Jp([s — i][;:] ), olt

Commencons par rappeler d’apres 1.2.2; les cas ou (s — 1)(¢t — 1) = 0.

1.4.1 PROPOSITION. Soit g un diviseur de d = sg et m une représentation irréductible cuspidale de
GL4(K). Pour 1 < h < d, le foncteur de Jacquet vérifie les propriétés suivantes :
— si g ne divise pas h, alors

Toon (15— 11x) = Jpen (15 = 1) = I, 1[5 — Ur) = I, ,([5 — 1)) =

— si h = tg alors
<— —
JPtg,sg([S - ]‘]7") = [t - 1

6
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JPtg,sg([s - i]ﬂ’) - [t - i]7r{t_75} ® [S —1— i]ﬂ{%}

— — —
Tper ([ =) = [t = U ppemsy @ [s =t = 1] 511y

tg,sg

Trg (5 =110 = =Tyt © 5=~ Ty

Remarque : le calcul des foncteurs de Jacquet des [s — i][é:] sont certainement bien connus des
experts ; ne connaissant pas de référence nous avons détaillé un argument. Ce résultat ne sera utilisé
que sous la forme du corollaire 1.5.6.

1.4.2 PROPOSITION. Pour tout s,t, on a

JPOP S j Z[il — 1]7r{ s—t+2k:1—1} H [22 — 1]7r{s—t+2k2—3} H..-H [Zs - 1]7T{ ks—t2—s+1
k

}

kg,stg [t 1

<7— — —
& [t — k1 — 1]ﬂ_{s+k171} H [t — ko — 1]ﬂ_{s+k2—3} H---H [t - ks - 1]7r{k5725+1}
2 2

ou k décrit les s-uplets (k1 > ko > -+ > ks) tels que :
— pourtout 1 <i<s, 0<k;<tet

- Y ki=Fk

Donnons une illustration graphique de ce résultat a ’aide de la figure 1. On représente [s — [

[t 1
a l’aide d’une grille dont les sommets sont associés aux éléments du support cuspidal. Pour une suite
(p1,--+ ,pr) contenue dans le support cuspidal de [s — ][zju , on les place sur cette grille de bas

en haut et de gauche a droite. On compte alors les éléments sur les lignes en partant de celle du
bas, ce qui donne un s-uplet (ai,--- ,ag) avec » ;4 a; = r. L’énoncé ci-dessus s’exprime en disant

que pour tout p; ® - ® pg € Q([s — i][t—u ) et pour tout 1 < i < st, le s-uplet (ay(i),- -, as(i))
associé a (p1,---, p;) est tel que

0< (i) < - <as(d) <t—1

Remarque : en ce qui concerne le foncteur de Jacquet Py stg» OR & un résultat équivalent en
remplissant la grille de haut en bas et de droite & gauche et O < oq(i) € -ras(i) < t—1 ou
on compte les éléments sur les lignes en partant du haut.

DO
l\j|

l\j|

FiGURE 1: Représentation graphique de [3][% ainsi qu'un des constituants de son image par

J pop
P6g 199

Démonstration. du cas s = 2 : on utilise I’égalité suivante dans le groupe de Grothendieck adéquat

— — — e - ¢
(0= Unpory2y B = Ungryoy = 6 = Unquyoy X [E = Ungorzy — [T ]x x [t = 2lr.
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" =

On rappelle que d’apres la réciprocité de Frobenius, JPOkP ot ([t = Urgry2y ¥ [t = Ur=1/2}) est
1 2)9,419
égal a
Z 2 1 = t+k:1} ZQ — 1]7T{k:2—1—t} ®[t—k — 1]ﬂ{m} X [t — ko — 1]W{m} (1.4.3)
(k‘17k‘2) 2 2 2

ou (k1, ko) décrit Pensemble des couples d’entiers tels que 0 < k1, ke <t et k = ki + ko.

Remarquons tout d’abord que pour k; < ko, la représentation ci-dessus, d’apres (1.3.1), est
irréductible. Pour k; > ko, des égalités

Z 1 1 t-Hcl} ZQ — 1]

o kg—l—t}

er] (=t x bz — 2] izt E—HMHW} B [k — 1)ty
2

A
b=y = 1] aemy X [ =k = 1]k =

—— — — —
[t —Fka] ko, X[E—k1—2] ;i +[E—Fk1—1] j1an BE—ka—1] k1
™} 3} m{—=+} {5
on en déduit que 'on obtient 4 constituants irréductibles dans (1.4.3). En résumé les sous-quotients

irréductibles de JP(¢751+k2)g th([ — Unqij2y X [t = 1rg—1/2}) se répartissent comme suit :

() (b =1, pamreny xlp = 1] mamimy @[ — = 1] xon X[ = ho — 1] sa1, avee 0 < by, by <
t avec k1 < k:; —1 qui apparaissQent avec une multipficité égale a 2; ’

(ii) les mémes que dans (i) pour 1 < kq, ke = k1 + 1 < ¢t avec multiplicité 1;

(111) [E] {kl—t} X [22—_—‘2]7“{@} ® [t— k1 — 1]W{m} H [t— ko — 1]W{@} ou 0 < ky <ky <t
avec multfphclte 1; ’ ’ ’

(iv) [or —1]_ R @ [y — 1] izt ® 1= )
avec multlphclte 1;

) o= ey 8 (o= 1) jramicsy © = 1] sty BE T~ 1] sy 0b 0 < o <
k1 <t avec milltiplicité 1. ’ ’ ’

%
X[t—k1—2] {kl Ol\logkggk’lgt

{2} 5}

%
On remarque alors que Jpor ([?]ﬂ X [t — 2];) contient :
g9,4stg

— tous les constituants du type (i) ci-dessus avec multiplicité 2; en effet il est obtenu soit comme
sous-quotient de :

- k1, (razioty <k =1, {latiory kﬂn{%}x[m]n{%}
(131) [ iy —1 sy x [ —kQ— ]ﬂ{%} est un constituant de
=l gy % == 2]
- ki), N P [MTUW{%} X [F =1~ ko] Lz, en utilisant que
[

Zl 1] Lothkyy X [752 _1]7r{k2—21—t} est un constituant de [74_ st Z —2] {razizty-

%
— les constituants du type (ii) ci-dessus, via [E]ﬂ{m X [Zl — 1]7r{ﬂ} ®[t—k — ”ﬂm} X
2 2 2

en utilisant que d’apres

_2
2

[t -2- kl]ﬂ.{‘%l} ;

— les constituants du type (iii) ci-dessus, via [74_ W{ Z —2]_ {ra=ty @[t —k— Hﬂﬁ} X
- 2
[t — ko — Hﬂ%}’ en utilisant que d’apres (1.3.1) [t -k — ]W{%} EE[ — ko — 1]ﬂ{%} est

%
un constituant de [t — ky — ”ﬂﬁ} X [t — kg — 1]ﬂ{@}.
2 2

— les constituants du type (iv) ci-dessus, selon le méme procédé.

8



CONJECTURE DE MONODROMIE-POIDS POUR QUELQUES VARIETES DE SHIMURA UNITAIRES

Il ne reste plus alors qu’a vérifier que les constituants du type (v) ci-dessus ne sont pas des
sous-quotients de J P;g’%g([?]w X [t —2]z) = >, m ® . Remarquons tout d’abord que pour tout 4,
m; ou 7, est une irréductible de la forme [H]ﬂ{...} X [%],T ..} Supposons par exemple que 7; soit une
telle induite irréductible alors il n’est pas isomorphe a [h] {17#;@1 ! B8 [QF—H {w}. En effet
pour ces derniéres tous les constituants de .J PP ont la méme premiere composante ce qui n’est pas
le cas pour m; qui peut avoir {5t} et {4 t} Pour 7/ le raisonnement est le méme en utilisant
Jp, .. O

g,

Démonstration. du cas s > 3 : on raisonne par récurrence en supposant acquis les cas s’ < s.
Nous allons ensuite utiliser que [s — ][<- est I'unique sous-espace irréductible des deux induites

1),
{s 1} Xop S — 5

S [t 1]77{1/2} Op [t_ ] _ 5— 1} et t
En ce qui concerne la premiere induite, pour tout parabolique Py, 4, son image par le foncteur de
Jacquet J, Pev admet, d’apres [Zel80] 1.2, une filtration
g,

suivantes :

[t Urgo1y2y”

%
O =WoCWiC- CW, = JP]:;d([s - 3]@”{1/2} Xop [t — 1]7({7551})

telle que les gradués W;/W,_; sont de la forme
ZJ 1 k2 s— t+3 B.-.-H [ZS - 1] s—t+1-ksy Xop [7;51 - 1] ky—s—t+1
} al 2 } m{=—%—1

[t — ko — 1]7T{k:2—s+3} B.---B[t—Fks— 1]7_‘_{3—12-Hcs} X op [t—k — 1]7r{k1—s+1},
2 2

®

avec ko < -+ < kg et pour tout ¢ = 1,---,s, 0 < k; <t — 1. On note alors V; 'intersection de
J P]:;d([s — ][2_—1}”) et on note 7; les indices tels que V;_1 € V;. Nous allons alors montrer les faits
suivants :

(i) pour tout j, Wij/Wij_l correspond a un s-uplet (k; < ko < ks) et [;;1 — 1]7T{k17527t+1 X

}
[ZQ —1] (famsotidy H---H [ZS —1] (s=tizksy ® [t —ky —1] (FLmstly X [t — ko —1] (F2=st3y H
™ 2 4 2 ™M ™ 2
Bt — ks — 1]7r{5712+k5} est un sous-espace de V;, /Vi, _1;
(ii) pour tout i tel que W;/W;_1 est associé & un s-uplet (k; < ko < -+ kg) comme dans (i), il
existe j tel que 7 = 4;, autrement dit V;_1 C V;;
(iii) dans la situation de (ii), V;/V;_1 est exactement égal a la représentation irréductible de (i).

Démonstration. de (i) : comme la représentation de ’énoncé est 'unique sous-représentation irréductible
de I'induite associée a W, / Wi, —1, on en déduit qu’elle est contenue dans V; ij/ Vi;—1. En utilisant

alors la deuxiéme induite [t — 1] o251 Xop [§ — 3 1y OB €D déduit qu’il existe un s-uplet

[t 1x { 1/
(i, - K) tel que kf < -+ < kL_; et pour tout ¢ = 1,---,s, 0 < kl <t — 1, pour lequel la

» s
représentation de (i) est un sous-espace irréductible de l'induite

/ / /
[k:s_l]ﬂ{s—t-;l—ké} Xop [kl _1]7T{3—s—2t+k’1}EEl"'Ba[ s—1 _1]7T{S t—1—k/, 1}

— — —
[t - ks - 1]7_‘_{3_12""‘7,/5} XOp [t - kl - 1]7T{3_S+k/1} Bﬂ Bﬂ [t - s—1 1] s 3+I€/
2

m{—5=1}

et donc égale a

(k1 — 1] 3—s—t+k] B8k -1 s—tt1-kf, @ [t — Ky —1] 3—s+k] B E -k — 1] 514k
W{f} ’7T{ 2 } 7T{ 5 } ﬂ-{ 2 }

de sorte que (ki,--- ,ks) = (K}, , kL) et donc (i). O

9
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Démonstration. de (ii) : dans le cas ou k; = 0, le résultat découle directement de la réciprocité
de Frobenius en utilisant la premiere induite [s — ][éjl sy Ko [t — 1:|ﬂ_{_s%1}. Dans le cas général

comme [Zl —1] p{Eimatily Z 1] (razs-tidy B B [ZS - 1]7r{s—t+1—ks} est I'unique sous-espace
2 2

irréductible de I'induite
[22 _ 1]7r{k27s27t+3} H.--H [;;S — 1]ﬂ_{s—t+21—ks} X op [;;1 — 1]7T{ klfs27t+1}
par réciprocité de Frobenius, son image par le foncteur de Jacquet J, por contient
sg,kg

[22 — 1]7_‘_{ k27s27t+3} Bﬂ s EB [ZS - 1]7_‘_{ sft+217ks} ® [Z;1 - 1]71_{16175272&«#1}

laquelle représentation tensorisée par

R e L
[t—kjl—l]ﬂ_{klfsﬁ»l} X [t—k2—1:|7r{k27s+3}53“‘53[t—kjs—l]ﬂ_{sflg»ks},
2 2

d’apres le cas k; = 0, appartient a l'image de JP]:p ([s — | [t i, . En regardant 1’élément
s9,k

ﬂ{%} du support cuspidal, on en déduit alors que le seul consmtuant de J PZP [s — 5 t 1%{1/2} X op

; ] .
t—1] ( s-1,) dont 'image par Jpor peut donner ce constituant, sont les sous-quotients de I'in-
7r{ } Plc kg,d
2 s9,k9,
duite

/ / /
ks — 1]7T{s—t+1—ké} Xop [k —1] 3—s—t+k] BBk -1 i, ®
2

="} {5}

(—, (—, (—
[t - ks - 1]7r{ S*l;ké} X op [t - kl - 1]7r 37s+k’1} BB [t - he—1 T 1] s—3+k]_
2 2

Démonstration. de (iii) : considérons un entier j, pour lequel V;, /V;. 1 n’est pas irréductible et soit
Vij_l - Uij C Vij tel que Uij /Vij_l est de longueur 2. Il y a alors deux situations :

— soit ce quotient est un sous-espace d’'un gradué de la filtration associé au calcul de

Jplg;d([t - ]W{%} Xop |8 — ][27—1] {71/2}) et est donc un sous-espace de
[is — 1]7r{s—t+21—ks} Xop [21 — 1]7r{ 3—5—2t+k1} H---H [ s—1 — 1] {s t—1—kg_ 1}
— — A
[t — ks — 1]7T{s—12+k5} Xop [t — Kk — 1]7r{3_32+k1} H..--H [t — kg1 — 1]7r{s 3+kS 1y
— soit le constituant surnuméraire de U;./V;._1 est un sous-espace de
J J
[ks - 1]7r{s—t+21—k’s} Xop [kl - 1]7r{ S—s—2t+k’1} B---H [ s—1 7 1]W{s—t—12—k’sf1}®
/ / /
[t - ks - 1]7T{5712+k’s} X op [t - kl - ] {3 s+k] } -~ H [t T hs—1 7 1]7r{s 3+ks 1
pour un s-uplet (kf, -, k%) avec d’aprés ce qui précede 0 < k] < --- < k. <t et donc égal a

I N YR S
[k —1] 1o t+k’ - - B[k, — 1] s—t+1-kj ®[t -k —1] L—s+k] H-- B[t -k — 1] s—1+kiy*
n{——21} m{ 2 } m{—5—1} {—=—"}

Il ne reste alors plus qu’a vérifier les deux points suivants :

(a) [;;1 —1] JEETEEEN B Bk — 1]7r{s—t+17ks} est le seul constituant irréductible commun aux
™ 5 2
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deux induites

[22 — 1]7T{3—s—2t+k1} H..-H [Zs — 1]7r{ s—t+21—k:s} X op [7;;1 — 1]7T{1—s—2t+k:1} et
[ZS — 1]7T{ s=thiokay X op [;;1 — 1]7_‘_{1757t+k1} H---H [Z;s—l —1]
2

e <
(b) si [ ~1]_scoensq, B B[R -

s—t—1—k

7r{ > s—l};

L —1] est un constituant de 'induite

—t+1—k
ot )

[752 — 1]  s-a—tir, BB [7%5 — 1] smtri-ksy Xop [7%1 =1 1camtrry
7r{ 2 } 7r{ 2 } 7r{ 2 }
alors (K, - kL) = (k1,--- ,ks).

Démonstration. de (a) : soit II un autre constituant irréductible. Pour trouver son parametre de
Zelevinski, on applique le procédé du §1.3 lequel est de la forme suivante : on prend

S e Q([il — 1]7T{1—s—2t+k1}>, S’ [= Q([ig — 1]7r{ 3—5—2t+k1} H...H [Z;s — 1]7r{ s—t+21—k:s})

que Pon fractionne S =51 ®---®S; et ' = 5] ® -+ ® S.. L’élément maximal de Q(II) est alors
de la forme S;1 ® S} ® --- ® S; ® Si. Si on procede de méme pour la deuxieme induite, on obtient
Ti®@T]®---®@T;®T]. La contradiction découle de I'observation suivante : on écrit S sous la forme
p1® -+ R pg et pour tout 1 < i < k, on considere le s-uplet (aq(i),- - ,as(i)) associé a p1 ®@ -+ - ® p;.
D’apres le point (ii) ci-avant, il doit exister 7 tel que aq (i) > aa(7) : considérons un tel 4 minimal. Si
on proceéde de méme pour 7', en notant (f1(i),--- , 3s(i)), on observe que pour tout i et pour tout
1<j<s—1,ona f;(i) < Bj4+1(i) ce qui contredit le fait que o;(i) = B;(i) pour tout i, j. O

Démonstration. de (b) : on considere

N
S € Q([kl - 1] 1—s—t+k) H---H [ks - 1] s—t+1—kl )
W{f} ’7T{ 2 }

maximal de sorte que en raisonnant comme dans (a), on obtient que pour tout ¢ = 1,--- ,s, on a
ki < k; et les égalités découlent alors de > 7 k; = > 0 ki O
O
O

1.5 Foncteurs red,

Pour h > 1, soient :
— Dy, lalgebre a division centrale sur K d’invariant 1/h; son ordre maximal est noté Dy ¢,.
— JL la correspondance de Jacquet-Langlands locale qui est une bijection entre les représentations
irréductibles admissibles de D[X(JL et les représentations irréductibles admissibles essentielle-
ment de carré intégrable de GLj,(K).
L’opposée de la valuation de la norme réduite induit un isomorphisme

DIX(,h/DIX(,h ~ 7
Oy —  —v(rn(dy))
On notera
E: Z—Qf (1.5.1)

le morphisme défini par Z(1) = ¢; une racine carrée de ¢ dans Q; étant fixée, Z" est défini pour

tout n € %Z.

1.5.2 NOTATION. Pour t,g des entiers positifs et m une représentation irréductible cuspidale de
GL,(K), 7[t]p désignera la représentation JL™'(Sty(w))¥ de D} tg-
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Remarque : étant donnée une représentation irréductible admissible 7 de D Kh de caractere central
xr, d’apres la classification des représentations essentiellement de carré 1ntegrable de GL,(K), il
existe un diviseur ¢ de h = tg ainsi qu’une représentation irréductible cuspidale 7 de GL4(K) tels
que T = 7[t]|p.

D’apres Deligne, Kazhdan et Vignéras, il existe un pseudo-coefficient ¢gg, () que 'on notera aussi
- pour T = wl[t]p, dans C°(GLy(K), x,) tel que, cf. [HTOI] lemme 1.3.4 :
— si 7’ n’est pas un sous- quotlent irréductible de m{—1t} x -+ x {52}, alors trr’ (goT) =0;
— si, avec les notations de 1.2.1, 7’ [E, o CTZ]W est un sous-quotient irréductible de w{— }><
o x {5} pour (a1, ,ar, €1, &) € T, alors trr (p;) = (—1)F vol(D[XQh/KX) ou 2k‘ =
> i€ = Das.
Remarque : dans loc. cit. la deuxiéme propriété, en utilisant la premiere, est équivalente au fait
que pour tout sous-groupe parabolique propre P de Levi GL,, (K) X --- x GL,,, (K) et pour toute
représentation irréductible 7 ® -+ ® 7., on a

tr<71'1 X e X 7Tr> (¢r) =0. (1.5.3)

1.5.4 DEFINITION. Pour 1 < h < d et T une représentation irréductible admissible de DIX(h, on
introduit d’aprés [HT01] V.5,
red, : Groth <GLd(K)> — Groth <DIX( W/ D X GLd_h(K))
défini comme la composée des deux applications suivantes :
Groth (GLd(K)) — Groth (GLh(K) x GLd,h(K)>
[11) — [Jppr (1) © 67,
et
Groth(GLy(K) x GLy- h(K)) — Groth (D /D, X GLa_(K))
0 ® B> vol(D}f ) /K7) 1 Yoy, tra(pra )1 @ B,

ot ¢ décrit les caractéres de K*.

Il résulte de (1.5.3) le résultat suivant.
1.5.5 LEMME. Soit 71 X - - - X, une représentation irréductible de GL4(K) ; pour toute représentation
irréductible T de Dj; ,, on a

red7<71'1><---><7rr) = E T X -+ X Wi—q X (redy m5) X Wipq X -+ X Ty

Ainsi en ce qui concerne les composantes locales des représentations automorphes, on est ramené

au calcul des red [, <[s — i][ftfl} ) qui est alors un corollaire simple de la proposition 1.4.2.

1.5.6 COROLLAIRE. — Pour tout r > s+t —1, on ared,([s — ][;:] ) =(0).
— Pourr=s+t—1lett,s>1 (resp.t=1ous=1)ona

(s—
red (s4—1), ([s — [ (-1)*71= e ®[s— 3] —

t—2 _ ’
[ }ﬂ_{i(s+t2 Vg,

(resp. la représentation triviale de Z ~ D} tg/DK tg)-
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— Pourl1<r<s+t—1,ona

min(r,s)—1

ﬁ ’_st —rg+s—t+r—1—2k
redﬂ[?‘]p([s - ][é—-l}ﬂ) = Z (_1)k:‘ = 2 &
k=max(0,r—t)
— — —
([t — 1]7_‘_{15_3} Ea ct Ha [t - 1]7r{ lfs+2(2‘9727k)} Hﬂ [t - 2]71_{175«%2(5273716)«%2}83

YA
t—2

— rg
o B2 agery BE— T+ k- 1]“,@%}){—7}. (1.5.6)

Remarque : on trouvera une illustration graphique de ce résultat a la figure (2).

DO
l\j|

@
|
-
V)
+
DN+
|
N

y
~
I

o

N
N
N
N
N
\ _____
k=1
N
N
AN R.(4,5)(2,0)
AN
N
N
N
N
N
k=2

FIGURE 2. llustration graphique du corollaire 1.5.6 dans le cas r = 3 avec (s,t) = (4,5).

1.5.7 NOTATION. Pour tout 0 < ks < s —1 et 0 < k; <t — 1, on notera Ry(s,t)(ks,k){5} la
représentation irréductible

— —
[t — 1]7_({15_3} H..--H [t — 1]7r{175+2(s2727ks)}83

o — e
[t _ 2] 1—s42(s—3—ke)+2 Eﬂ - Bﬂ [t —_ 2]7_‘_{ 573+2} Eﬂ [t —_ kt - 2] kit -
7r{ 2 } 2 7r{ 2 }

Remarque : avec ces notations (1.5.6) se réécrit

min(r,s)—1
ST (PR o R (s ) (ke — K — 1),

k=max(0,r—t)
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2. Variétés de Shimura simples et systéme locaux de Harris-Taylor

Dans cette section on rappelle des notations sur les objets géométriques de [HT01] ainsi que les
principaux résultats faisceautiques de [Boy09b].

2.1 Classes d’équivalences inertielles

Pour tout entier d > 1, la correspondance de Langlands L 4 est une certaine bijection entre les
classes d’équivalences des représentation irréductibles admissibles de GLg4(K) et les représentations
irréductibles l-adiques, de dimension d, Frobenius semi-simples du groupe de Weil-Deligne W Dy
de K. La famille (Lg 4)4>1 est caractérisée par certaines propriétés fines de conservation de facteurs
L et € de paires; sa construction est aboutissement de [HTO01] et de [Hen00]. En particulier pour
d = 1 on obtient "isomorphisme d’Artin

At W ~ K~

de la théorie du corps de classe qui envoie les frobenius géométriques Fr—! de W sur les uniformi-
santes de Of ; on notera deg le composé de Arty avec la valuation, i.e. deg(Fr) = —1.

Remarque : pour tout k € %Z, le caractere ZF du paragraphe précédent peut, via 'application deg,
étre considéré comme un caractére non ramifié de Wiy auquel cas on le notera selon 1'usage (k).

2.1.1 NOTATION. Pour 7 une représentation de GLy4(K), £() désignera L 4(m)".

2.1.2 DEFINITIONS. Deux représentations T et 7' (resp. w et ') de D ;. (resp. de GL4(K)) sont dites
inertiellement équivalentes et on note 7 ~' 7/ (resp. m ~' '), s’il existe un caractére & : 7. — @lX
tel que T ~ 7' @ £ ovalorn (resp. m ~ 7’ ® £ o valodet). On note A(7) (resp. 2(rw)) 'ensemble des
caractéres x : Z — Q) tels que T ® x o val(rn) ~ 7 (resp. ™ ® x o val(det) ~ 7); le cardinal de
A(7) (resp. A(m)) sera noté e, (resp. er).

Remarque : par compatibilité de la correspondance de Jacquet-Langlands locale & la torsion par des
caractéres non ramifiés, pour tout entier g et pour toute représentation irréductible cuspidale 7 de
GLg(K) et pour tout ¢ > 1, 'entier ey, est égal a ex.

Soient 7 une représentation irréductible admissible de D[X( ;, de caractere central x, et p une

sous-représentation irréductible de la restriction de 7 & Dy Kb On prolonge p a D 1 K= =D Kb X w%(

en faisant agir wg par le scalaire x,(wk). De la rec1proc1te de Frobenius on en déduit alors la
formule suivante, cf. [Boy09b] proposition 1.1.4 :

Tnd 75" = - (2.1.3)

DX Xw
Kon 7 e0(r)

ou ¢(7) désigne I'ensemble des représentation irréductibles de Dlxﬂh inertiellement équivalentes a
7 et de caractére central x,. De la méme facon, cf. loc. cit corollaire 1.1.6, étant donnée une
représentation irréductible 7 de DIXQ p» la restriction de 7 a DIXQ 5, se décompose en une somme de e,
représentations irréductibles

€r
= P o (2.1.4)
=1

et O(7) est de cardinal ﬁ

Pour e > 1, soit A(e ) un ensemble d’éléments 6 € Dy , tel que les v(rn(d)) forment un systeme
de représentants de Z/eZ.
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2.1.5 DEFINITION. Pour V un Dy ,-module, on notera

yie.— EB Vs
)

deA(e

ou action de 6 € Dlx(h sur V5 := V est donnée par celle de § 0 g0 6~ F sur V.

2.2 Strates de Newton

On considere les variétés de Shimura simples associées a des groupes unitaires telles qu’elles sont
définies dans [HT01]. Rappelons brievement de quoi il s’agit, cf. [HT01] 1.7. Soit F' = F'*E un corps
CM, E/Q une extension quadratique imaginaire pure, dont on fixe un plongement réel 7 : F* < R.
On peut alors définir un groupe unitaire G, noté G, dans loc. cit., tel que

-~ GR)~U(1,d—1)x U(0,d)"*;

- G(Qp) =~ (Qp)* X [[i_1(BF)* ot v = vy, v2,- -+ , v, sont les places de F' au dessus de la place

u de E telle que p = uu et ol B est une algebre & division centrale sur F' de dimension d?
vérifiant certaines propriétés, cf. [HT01], dont en particulier d’étre soit décomposée soit une
algebre a division en toute place et décomposée a la place v.

Remarque : on notera encore v pour la valuation de F,.

2.2.1 DEFINITION. Soit ker!(Q, G) le sous-ensemble de H'(Q,G) constitué des éléments qui de-
viennent triviaux dans Hl(Qp/, G) pour toute place p' de Q.

Pour tout sous-groupe compact assez petit UP de G(A**P) et m = (my,--- ,m,) € 7%, on pose
T
UP(m) = UP x L) x err(@évi — (O, /v]™)*) (2.2.2)
i=1

et on note Z I'ensemble des sous-groupes compacts assez petit de la forme UP(m). A la donnée de
G et Z, on associe un schéma de Hecke X7 = (X;)re7 sur Spec O, au sens de [Boy09b].

2.2.8 — Pour tout 1 < h < d, on dispose de sous—IF‘p—schémas de Hecke pour G = G(A™), fermés
(resp. localement fermés) notés th (resp. X7") de pure dimension d — h. Pour tout 1 < h < d,

les strates X'I:h sont géométriquement induites sous l'action du parabolique P, 4(F,) au sens ou il
existe un sous-schéma fermé X7 de Hecke pour G = G(A>") x P, 4(F,) tel que :

XM o~ XTh xPralfe) GLy(F)
On note X%]I 'adhérence de X% dans th. On rappelle que G(A>") x Py, q(F,) agit a travers

C
son quotient G(A*") x Z x GLq_p(F,) donné par 'application < g(;, gtt ) — (v(det g¢), gt). Par
v

ailleurs l'action d’un élément w, € W, est donné par l'action de — deg(wy,).

Remarque : les points géométriques du F,-schéma de Hecke XF @ de dimension nulle sont dits
supersinguliers.

2.2.4 DEFINITIONS. Soit Hy/Q le groupe algébrique forme intérieure de G telle que Hyp(R) est
compact et Hy(A™®) ~ G(A™P) x D, x [[i_o(Bor)*.

2.2.5 PROPOSITION. (cf. [HT01] lemme V.1.2 p.153) L’ensemble des points supersignuliers X5 %(F,,)
est constitué de ﬁkerl((@, Hy) classes d’isogénies telles que chaque classe est isomorphe, en tant que

Hy(A>)-ensemble, a HO(Q)\<H0(A°°’”) X Z). En ce qui concerne les actions

— celle de ¢, € W, est donnée par la translation de —deg(c,) sur la composante Z ~ D /Dy,
qui envoie —1 sur une uniformisante I, 4 de D, 4 ;
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— celle d’un élément g*° € Hy(A>) est donnée par la translation a gauche de g°V sur Hyo(A>") et
la translation de v(det(g,)) sur la composante Z.

2.3 Variétés d’Igusa
Dans [HTO01], les auteurs définissent les variétés d’Igusa de premiere espece I, (}}p (m) X ;,’}(m),

oum = (0,mag,--- ,m,), qui est I'espace des modules des isomorphismes
aft (@ ™0, /O0) T X XGh i = G ™.
On obtient ainsi un revétement galoisien de XUP - de groupe de Galois GL4_p(O,/@w™).

Les variétés d’Igusa de seconde espece sont des revétements galoisiens J{}p(m) s I[’}p(m) X
SpecF,, de groupe de Galois (D, /w@®)*. On peut alors définir, cf. [HTO01] p.134, sur la tour des

h .
JUp(mLs une action par correspondances du groupe

GM(A®) := G(A®P) x QF x (Z x GLg—n(F,))T x H (BX)* x D, p,

ol (Z x GLg_p(F,))" désigne le sous-semi-groupe de Z x GLg_p(F,) formé des éléments (c, g) tels
que @i Mg € Ma_1,(0,).

Remarque : on notera aussi (GLy(F,) x GLyg_(F,))" le sous-semi groupe de GLh( v) X GLg_p(Fy)
formé des (g%, g) tels qu’il existe a € F* tel que ag® € My_1(O,) et (ag®)™' € M,(0O,). La
surjection GLy(F,) x GLq_(F,) — Z x GLg_y(F,) qui & (g5, g¢') associe (v(det g¢),g), induit
alors une surjection de (GLy(F,) x GLq_pn(F,))t sur (Z x GLq_p(F,))*.

2.4 Systemes locaux de Harris-Taylor

En ce qui concerne la notion de faisceau de Hecke, on renvoie le lecteur a [Boy09b]. A toute
représentation irréductible admissible 7, de DvX n» on associe un systeme local de Hecke F;, 7,1 sur

XI:]f pour le groupe
G(A™P) x QF x (Z x GLg_p(F,))" x H (BP)* x DX, /DX,

dont 'action, cf. [HT01] p.136, se factorise par G(») (A>)/Dp, 1, avec

(97, Gp.0s & 95 Gus» ) = (9P, 9p.0g" 4tV 7¢ 8, gL, gy, ). (2.4.1)

On note F;, 7,1 le faisceau sur XI:h induit associé :
meI = ‘7:7'1171-71 XPh’d(Fv) GLd(FU)

Remarque : d’apres (2.1.4), F;, 7 se présente sous la forme d’une somme directe de e, faisceaux de

Uy

Hecke irréductibles 7., 7 = @e” Spu.s,T OU (’Tv)|D>< = @f;vl Pu,i avec py; irréductible.

2.5 Rappels des notations de [Boy09Db]
On consideére les fleches suivantes de schémas de Hecke
BoXEh o Xp= X2, M XEh o X2

Dans la suite pour 1 < g < d, s désignera la partie entiere de d/g et t un entier strictement positif

inférieur ou égal & s. Par ailleurs 7, désignera une représentation irréductible cuspidale de GLy(Fy).

— Soit F(my,t)1 (resp. F(my,t)) le faisceau de Hecke sur X;tlg (resp. XI:tg) précédemment noté
Froltln,z,1 (resp. Fr1g,.7)
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— Pour II; une représentation de GLy(F),), on note HT'(m,,I1;) le W,,-faisceau pervers de Hecke
sur Xég pour G(A™) défini par

H(mp, 1) := Flm, O)d — tg) © 22" @ I,

ou l'action se déduit par induction par celle de

(gp7 9p,0, C, gze)ta Gu; 5 gg? U) €

T
G(AP) x Q) X (Z x GLg_1g(F))* x [[(BP)* x GLyg(Fy) x W,
=2
sur le faisceau non induit, via
N (gp,gpﬂq—c-l-v(det gf))—dega’ v, get’ gvi) c G(tg (AOO)/D
tel que v(rny) = v(det g5) — dego;

— gg, sur Iy,
et ot comme précédemment le radical unipotent de Py, q(F),) agit trivialement.
Remarque : 'action de W, sur ces faisceaux d’Harris-Taylor se factorise par ’application deg;
dans [Boy09b] on a choisi de les considérer comme des Z-faisceaux de Hecke de sorte que
I'action de ¢, € W, est donnée par celle de (¢~ 98 degc,) € Q, x Z.

sur F(t,m,) ot v € Dy, /Dy, est

v,tg v,tg

— On note P(t,m,) le W,-faisceaux pervers de Hecke sur X’% 1 de support X’% h et de poids zéro
défini par
ZI T, ,gHT(T('U, Sti(my)) @ L(my).
L’action de G(A*) x W, sur P(t,m,) se définit par induction en faisant agir

(gp,gno,gg’gze)t,gv” ) € G(Aoo,p) X Q X GLtg( ) X GLd tQ X H BOp

via l'action de :

— (9%, 9p.00 87,7, 95", gu,) € GU9 (A™) /D g Sur F(t,my) ott v € Dy, est tel que v(rnd) =
v(det ¢5) — dego;

o (95’ ) sur Stt(ﬂ-v) ® 2(77-11)

Remarque : on notera aussi que P(t, m,) ne dépend, en tant que W,,-faisceau pervers de Hecke,

que de la classe d’équivalence inertielle de 7.

2.6 Résultats globaux de [Boy09b]

Les résultats principaux de [Boy09b] reposent essentiellement sur la série d’égalités dans le
groupe de Grothendieck & des faisceaux pervers de Hecke donnée a la proposition 4.3.1 et précisée
par le corollaire 5.4.1 de loc. cit., que nous reproduisons ci-dessous.

2.6.1 PROPOSITION. Pour tout 1 <t < s, on a les égalités dans & :
S .
— t—1
if GZOHT (m, ) = > i j7 29 BT (T X[ — £ — 1, )(— ) (2.6.2)
1=t
s—t
i GZOHT (my, T) = Y (= 1) 2 BT (T X [ — 11.)(7/2) (2.6.3)
r=0

Remarque : la série d’égalités de (2.6.3) s’obtient directement par récurrence a partir de celles de
(2.6.2).

Le faisceau pervers des cycles évanescents R, 7(Q;)[d — 1](%451) sur X7 définit un W,-faisceau
pervers de Hecke que I'on note ¥z ,. Pour 7, une représentation irréductible cuspidale de G L4 (F),
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on note ¥z . la composante m,-isotypique de ¥z ,,. La restriction de I’action de W, a I, est potentiel-
lement unipotente ce qui fournit un opérateur de monodromie pro-nilpotent Nz € Endppp(x)(Vz)
qui définit deux filtrations : la filtration par les noyaux Kz, qui est croissante, et celle par les
images I7 qui est décroissante. Leur convolution donne la filtration Mz . dite de monodromie. On
note gry(¥z ) (resp. grf(\lfzmv)) le gradué 1P /IP*1(Pr) (vesp. Ky1/Ky(Pz)).

2.6.4 THEOREME. Avec les notations précédentes, on a

. Pp+q+1,m)(-5Y) sip,g=0etp+qg+1<|2
it W= g &

Remarque : au §2.4 de [Boy09b], on explique comment se débarrasser de 'exposant fe,, dans la
formule précédente ainsi que l'intérét de cette notation. Dans notre contexte cohomologique cet
exposant est plutdt encombrant puisqu’il fait apparaitre un facteur e, dans toutes nos formules,
cependant afin de garder des notations similaires & celles de [Boy09b] nous avons préféré le conserver.

Signalons enfin qu’étant donnée une tour de points géométriques z de XI: ' la fibre 2" Frollo
est munie d’une action du noyau (Dvx,tg)0 de la valuation de la norme réduite.

X

2.6.5 PROPOSITION. En tant que D)., X Z-module, on a

v,tg
D><
Ind 2% 02" Fr ) P il ® ((X;)‘1 » @ x! ovalodet) (2.6.6)
v,tg .
: AT, XEU(T)

ou x. désigne le caractére central de ).

Remarque : en particulier on notera que pour P(t, m,) la formule devient :

2 P
Ind(ngg)OZ*P(t, 7T'U) ~ 671'1; @ [t - 1]7-(-1)’0 ® 7Tv70[t:|D ® 2(7‘1—”70)’

L~y

ou m, o est unitaire dans la classe d’équivalence inertielle de 7.

2.7 Résultats locaux de [Boy09b]

Soit d > 1 et ¥ 4 le Ox-module de Barsotti-Tate formel sur £ de hauteur d, cf. [HT01] §II. On
considere la catégorie C des Og-algebres locales, artiniennes, de corps résiduel . Le foncteur qui
a un objet R de C associe I'ensemble des classes d’isomorphismes des déformations sur R de Xk 4
munies d’une structure de niveau n est pro-représentable par un anneau local complet, noethérien,
régulier R g, de corps résiduel k.

2.7.1 DEFINITION. Soit \IIZ'KI an le Qq-espace vectoriel de dimension finie associé, via la théorie
dgs cycles évapescents de Berkovich, au morphisme structural Spf Rx 4, — Spf OF’, et on pose
1 — 15 7
‘I’K,l,d = hi,nq’K,z,d,n
n

Le Q;-espace vectoriel \I/ZK 1.4 €t muni entre autre d’une action de GLq(Of ) ; pour un caractere

x de K* d’image finie, soit Wi 4, le facteur direct de Wy ; 4 sur lequel le centre de GL4(O) agit

via x. Ce dernier espace est alors munie d’une action du groupe GDWg (d)! = GDWg(d)°w% ot

GDWg(d)® (resp. GDWg (d)!) est le noyau de I'application
GDWk(d) := GLq(K) x Dy , x W — Z
(g,9,¢) + val(det g~ 'rnd) + degc
(resp. composée avec la surjection canonique Z — 7Z/d7). On définit alors

GDWi (d) \I/Z
GDWg(d)! = K,l,d,x
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qui est donc une représentation de GDWy (d).

2.7.2 THEOREME. Pour tout diviseur g de d = sg et toute représentation irréductible cuspidale
de GL4(K), on a

{ e~y @[T 5 —1— i), 0<i<s

ud—8+i ls ~

wid (T[slp) 0 i<,
- —

Remarque : on rappelle que [ i , s — 1 — 7] est 'unique quotient irréductible de Sti(w)yspehsfi(w).

3. Groupes de cohomologie des P(t, ;)

3.1 Définitions et notations

Dans la suite on fixe une Qj-représentation irréductible ¢ de dimension finie de G ce qui d’apres
[HT01] p.96, fournit un systeme local L.

Remarque : dans [Boy09b], on utilisait seulement le cas £ = 1.

3.1.1 DEFINITION. Etant donné un faisceau F sur X7, on notera Fe le faisceau F & L¢ qui d’apres
[HTO01] p.98 est pur de poids w(§).

Remarque : d’apres [HT01] p.98 et p.150, L¢ est un W-faisceau pervers de Hecke pour G(A™) ou
g™ agit par £(g;) et o € W, par 2~/ avec les notations de loc. cit.

3.1.2 DEFINITION. Une représentation automorphe II de G(A) sera dite cohomologique pour £ s’il
existe 1 tel que

H'((LieG(R)) @ C, Uy, Tl ® (€)") # (0)
ot U, est un sous-groupe compact modulo le centre de G(R), maximal, cf. [HTO01] p.92, et ou &' est

le caractére sur C associé a § via un isomorphisme Q; ~ C fixé. On notera dy (Too) la dimension de
cet espace.

Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes :
— étant donnée une représentation irréductible T°¥ de G(A*") = Hp(A>?), on notera

U e(T")  (vesp. Upsye(T"))

I'ensemble des représentations irréductibles automorphes IT de G(A) (resp. IT de Hg(A)) co-
homologiques pour ¢V, telles que IT°V ~ YT (resp. IV ~ T°¥). On notera aussi m(II)
(resp. m(II)) la multiplicité de II) (resp. de II) dans I'espace des formes automorphes.

— Pour un W,-faisceau pervers de Hecke P sur X7,
[H*(F)]
désignera 'image de Y, (—1)* H* (X7, P®L¢) dans le groupe de Grothendieck des représentations
admissibles de G(A™®) x W,. )
— Pour Groth le groupe de Grothendieck d’un groupe de la forme G(A*") x G, on notera

Groth{II>*"} le sous-groupe facteur direct de Groth engendré par les irréductibles de la forme
II°*Y ® o ou o est une représentation irréductible quelconque de G. On notera alors

[H™ (Pe) {1177}

la projection de [H*(F¢)] sur ce facteur direct.
Remargue : d’apres le corollaire V1.2.2 de [HT01], pour IL II' € U ¢ (T>V) (resp. I, II € Up, ¢(T?)),
on a II, ~ I/ (resp. II, ~ II)). Par ailleurs le corollaire VI1.2.7 de [HTO01] décrit Ug (T") et
Up, ¢ (T°") dans les situations ou d’apres [HT01] VI.2.4 et V.6.4, II, est générique.

19



BOYER PASCAL

Remarque : on rappelle que G(Qp) ~ Q; x GL4(F, ) x [y (ByY)*. Pour II une représentation de
G(A), sa composante pour le facteur de mmlhtude > sera noté comme dans [HTO1], 11, o. Comme
tous les compacts de Z contiennent le facteur Z, les représentations IT qui vont intervenir, par la
suite, dans les différents groupes de cohomologie, devront toutes vérifier que (Hp70)|Z,§ =1.

3.2 Cohomologie d’un faisceau de Hecke sur X'I:d

Etant donné un faisceau de Hecke a support dans les points supersinguliers, ses groupes de
cohomologie H* son nuls pour tout i # 0; en ce qui concerne son H?, il résulte de la description de
XI:d rappelée au §2.2, les résultats suivants.

3.2.1 PROPOSITION. (cf. [Boy09b] proposition 5.1.1) Soit Fz un faisceau de Hecke sur la composante
X7¢ indexée par i de X7 = [[;cont 1Q,G) Shz(G, X)=?. On fixe une tour de points supersinguliers
Z de szf.
(i) La fibre z}Fr est munie d’une action de Hy(Q) x GL4(F,)? ott GL4(F,)° est le noyau de la
valuation du déterminant.
(ii) En tant que G(A*) ~ Hy(A>") x GL4(F,)-module, on a
HO(XI“}"I) <IndH°Eg;o )xZ 2' F >Zp

avec § € Hp(Q) — (6°Y,valorn(d,)) € Ho(A>") x Z et ou laction de g, € GL4(F,) est
donnée par celle de (g, valdetgu o val det gv) € GL4(F,)° x Z o1t go € GLy4(F,) est un élément
fixé tel que valdet gg = 1.

3.2.2 COROLLAIRE. (cf. [Boy09b] corollaire 5.1.2) Avec les notations de la proposition précédente,
si zf Fr est munie d’une action du noyau (D, ;)° de la valuation de la norme réduite compatible a

Paction de Hy(Q) — D/, alors

- 7 X DX «
HY(XZ], Fr) ~ C®(Ho(Q)\Ho(A™))% ®px Ind S 2f Fr (3.2.3)

(D 2)°
En utilisant (2.6.6), I'isomorphisme (3.2.3) pour Fz = F¢(s, m,) s’écrit comme suit.

3.2.4 COROLLAIRE. Soit , une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,) ot g divise d = sg.
Pour toute représentation irréductible II°Y de G(A*") telle que (HP,O)\Z; = 1, en tant que Z-
module on a :

[HO(Fe(s,m)) {1} = tker (Q,G) > m(@) P xo'x' (325)
XQ:Z—)@l ﬁGﬂHOé(HOO’U) Xem(ﬂv)
My~(my®@xooval o det)[s] p

Remarque : d’aprés [HT01] VI.2.2, dans la somme ci-dessus il y a au plus un xo qui contribue a
donner des termes non nuls. En ce qui concerne ’action de ¢, € W, on rappelle qu’elle est donnée
par celle de (¢~ 98¢ dege,) € Q) xZ.

De la définition des actions sur le faisceau de Hecke HT¢(s,7,), on obtient le résultat suivant
ot dans la somme au plus un 7, contribue.

3.2.6 COROLLAIRE. Sous les hypotheses du corollaire précédent, en tant que GL4(F),) x W,,-module,
on a

o - _
HOPe(s, m ) = ke @ G)er, S mlE— Ty o (e el,o(Ar))).
o~y I:IELLHO’E(HW’”)
My~ [s]p
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Remarque : par pureté, £(m)) ® l:[pp(Art;Ul) doit étre pur de poids we; ainsi si m, o désigne la
représentation unitaire de la classe d’équivalence inertielle de m,, si ), ~ m, o{r} alors II, o(p) =
g /2,

3.3 Une correspondance de Jacquet-Langlands globale
Commencons par des rappels de [HT01] sur la cohomologie & supports compacts des Fr, 7.

3.3.1 PROPOSITION. (cf. [HT01] V.5.4, V.6.4, VI.2.4) Soit II une représentation de G(A) telle que
(Hp70)|Z§ = 1. Dans le groupe de Grothendieck de GL4_1,(F,) X Z, on a I’égalité suivante :

d[H (Fr, z1,){II} = tker (Q,G) Y~ e(M)m(I1)d; (o) Red, (I1,) (3.3.2)
et ¢ (1)
ot e(IT) est un signe qui dépend de Il et Red, : Groth(GLq(F,)) — Groth(D), /D), x GL4_p(Fy))
est défini par

Red,, (II,) = red,, (II,) ® EB x L
Xeﬂ(Tv)

Démonstration. D’apres [HT01] V.5.4, on a d[H}(F;, 7,1¢)] = Red,, ([H*(\ng)]> On écrit

(7)) = 300 @ R(T)
Yoo
ou d’apres [HT01] V.6.4 la parité des i tels que RE(TOO) # (0) est fixé et donne donc un signe que
I'on note €(II). Le résultat découle alors du fait que, cf. [HT01] p.104, la dimension de R (T°") est

égale A fker!(Q, Q) DTt ¢ (roery M dg (T1%). O

Remarque : on rappelle que l'action de o € W, sur le membre de droite de (3.3.2) est donnée par
celle de (1P, g~ 487 §5,1,.) € GW@W(A>®) /DX, ot § € D, est tel que v(rnd) = dego.

3.3.3 DEFINITION. Pour toute représentation irréductible T de G(A>") telle que (T;?dv)\z; =1,
on notera

00,V 1 7 o)
mee(Y) == 3 m{d()
HEZ/[Gyé(T"O’”)

et mka ¢(Y2) = fker' (Q, G)ma(Y).

Remarque : d’apreés [HT01] VI.2.7 s’il existe une place x telle que T3 " est générique, alors me,e (L)
est un entier. Le résultat est encore valide dans le cas général s’il existe 7, tel que Red,, (IL,) est
irréductible non nul pour IL, € Ug ¢(T>*") ce que nous montrerons plus loin.

3.3.4 COROLLAIRE. Soit II une représentation irréductible automorphe de G(A) cohomologique
pour £ telle que :

- (Hno)i; =1let

— II, n’est pas de la forme Stg(m,) ou Speh,(m,) pour tout diviseur g de d = sg et pour toute

représentation cuspidale m, de GLg4(F).

Alors Ug, ¢ (IT1°") est vide.

Plus généralement étant donnée une représentation irréductible T°V de G(A>"V) telle que
(T;f’dv)Z; =1 et une représentation irréductible cuspidale 7, de GL4(F,) avec d = sg, on a I'égalité
suivante

1 .
y > m(I)df (o) = > m(I). (3.3.5)
et ¢ (T) e, ¢ (Y0)
IT,~Sts(my) OU Speh,(my) My~ [s] D
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Démonstration. On considere (3.3.2) pour h = d de sorte que 7, est de la forme m,[s]p pour un
certain diviseur s de d = sg et 7, une représentation irréductible cuspidale de GL,(F,). Le résultat
découle alors du fait que le terme de gauche est aussi calculée par (3.2.5). Ainsi pour la premiere
affirmation, s'il existait II € Up, ¢(I1°°V), alors pour T, cuspidale telle que II, ~ ,[s|p, de (3.2.5)
on en déduirait que H°(F¢(s,m,)) serait non nul. En utilisant (3.3.2), on en déduirait qu’il existe
IT € Ug ¢(T1°7) tel que 11, ~ Sty(m,) ou Spehy(m,) ce qui contredit [HT01] VI.2.2.

Enfin en ce qui concerne ’égalité notons tout d’abord que d’apres [HT01] VI.2.2, pour tout
IT € Ug(T>7), 11, est fixe de sorte que si le membre de droite de (3.3.5) est non nul, les 1>
du membre de gauche sont tous isomorphes avec II, fixé isomorphe soit & Sts(m,) soit & Spehg(m,) ;
dans le premier cas le signe ¢(I1) de 3.3.1 est égal & 1 et dans le second & (—1)571. O

Remarque : d’apres [HT01] VI1.2.2, les II € Ug ¢(T°") de (3.3.5) ont toutes la méme composante
locale II,,. Il faut prendre cet énoncé comme une forme de correspondance de Jacquet-Langlands en
tenant compte des multiplicités d; (IIs). Dans le cas d > 2 ot il existe une place z telle que II, est
générique, alors d’apres [HT01] VI.2.7, on obtient une vraie correspondance de Jacquet-Langlands
globale puisque tous les II € Ug ¢(T>V) ont méme multiplicité et que leur dE(HOO) sont tous égaux
al.

3.3.6 COROLLAIRE. Soit II € Ug ¢(T>") telle que II,, ~ Sty(m,) (resp. II, ~ Speh,(m,)) alors le
signe €(IT) de 3.3.1 est égal a 1 (resp. (—1)*71).

3.4 Cas ou II, ~ Sty(m,)

On fixe dans ce paragraphe un diviseur g de d = sg ainsi qu’une représentation irréductible
cuspidale unitaire m, de GL4(F,). On considere alors une représentation irréductible II de G(A)
cohomologique pour &, telle que II,, ~ Sty(m,). .

3.4.1 PROPOSITION. Soit 7, une représentation irréductible cuspidale de GLy(F),); pour 1 <t <
d/g', I1; désigne une représentation quelconque de GLyy(F,).
— Siw n’est pas dans la classe d’équivalence inertielle de 7, alors

[H’ (71 HTe(m),, 11,)) {11} = 0

pour tout i et pour tout 1 <t < d/g'.

~ Sim, ~m, ® xo o valodet pour xq : Z — Q°, alors [H’(]I ,g HTy (1)) |{II®V} est :
— nul pour tout i si1 <t < s;
— nul pour tout i # 0 sit = s et dans Groth(GL4(F,) % Z) :

[HO(j7 3 HTe (), TL,)) {1} = fker' (Q, G)m (P xw'xH
Xeﬂ(ﬂ’v)
Démonstration. D’apres (2.6.1), on a 1'égalité
s—t1
H* G HT (7}, T1)) = S (=) B (7 HT (), 10, [0 = 1], ) (a/2),
a=0
dont d’apres la pureté, il suffit de calculer le membre de droite.
3.4.2 LEMME. Avec les notations de la proposition précédente, [H*(jil;gHTg(W:),Ht))]{HOO’U} est :
— nul pour tout 1 <t < d/g sin n'est pas inertiellement équivalente a T, ;
— pour 7, ~ T, ® Xp o val odet, égal &
@ D xo'x 71)]

XEU(T)

<— <H

fker! (Q, G)m(ID) [nt RIS —t 1],
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Démonstration. D’apres la proposition (1.4.1),

<——— 1/2

— —
JPtogzid([s —1r,) ® op =[t— 1]M{(s—t)2(g—1)} ®[s—t— 1]7rv{_t(g2—l)}

de sorte que
AV
red . ([5 = 1]n,) = v @3@-@” e
m[tlp o (E" 2 ®x)®[[s—t-1]_ (_tls=1)y pour T, =~ Ty @ o o val o det
v 2
Les résultats découlent alors de :

— 3.3.1 et 3.3.6, en utilisant [HT01] VI.2.7, et
— de lisomorphisme GL4(F,) x Z-équivariant

—_ GL4(Fy *
H* (Jz 'gHTg( L)) @ ; = Ind}, d(( ))Ht Rdet (Hc (FMMD’IJ)).
U
Pour t = s et 7/, ~ m,, le résultat découle alors de 1'égalité jI YHT (7, I15) = Jz) ,gHTg( ,I0g)

dans le groupe de Grothendleck des W,-faisceaux pervers de Hecke. On suppose done ¢ < s; le
lemme précédent donne alors 1'égalité suivante dans Groth(GL4(F,) X Z) :

s—t
S (1) H (I BT (], T R [a — L], )(a/2) TV} = fker'(Q, G)m(TI)
a=0
%
7)o (e @ )
XEU(7)
avec
s—t—1
Y= (“1)%a - X[ —t—a—1]n, + (—1)* st — 1], = 0.
a=0
En utilisant la pureté des H’(ZI JT. ,*HT§(7TU, I1;), on en déduit qu’ils sont nuls pour tout i. O

3.5 Cas II, = Speh(m,)

On considere dans la suite une représentation irréductible automorphe II de G(A), cohomologique
pour &, telle que II, ~ [s — 1], pour 7, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F).

3.5.1 PROPOSITION. Soit 7, une représentation irréductible cuspidale de GLy(F,); pour 1 <
d/g', II; désigne une représentation quelconque de GLyy (F,).
— Siwl n’est pas dans la classe d’équivalence inertielle de m, alors

[H’(J?fi HTe(m, ) ) {TI"} = 0

pour tout i et pour tout 1 <t < d/g'.

~ Sin, 7TU®XoovalodetpourX0 7 — Q}, alors HZ] , 9 [T, I1°*¥} est nul pour
l Z, e\
li| >s—touiz#s—tmod2 et sinon il est, dans le groupe de Grothend1eck de GL4(F,) X Z,
égal a 'image de

S
ther! (@, G)m(M) (=112, X [T ~ o) K~ 0@ e @ xw'x )

XEU ()
(3.5.2)
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Démonstration. D’apres (2.6.1), on a 1'égalité
s—t
k(= -
H*(j740 HT(m,, 1)) = > (— 1) H* (j7 T HT (m,, T, X [a — 11, )(a/2)),
a=0

dont d’apres la pureté, il suffit de calculer le membre de droite.

3.5.3 LEMME. Avec les notations de la proposition précédente, [H*(jil;gHTg(T(';,Ht))]{HOO’U} est :
— nul pour tout 1 <t < d/g' si 7, n'est pas inertiellement équivalente a m, ;

®EBX7171.

Xeﬂ(ﬂ’v)

— pour m, ~ T, ® X o val o det, égal &

(1)t ker (Q, Q)m(I[IL, X [s — ¢ — 1], ® (2

Démonstration. D’apres la proposition (1.4.1),
Tpor ([s = {1, ®51/2 =1 ro{ =Dlot 1)y ®[s—t— i]M{fi““’g“)}

de sorte que

0 siml A",
tg — ] = _(s=t)(g+1) ﬂ
redﬂ/v[t]D([S ]m;) { ( 1)tX—1 Q= t29+1 ® [s — ]W {_t(9+1)} pour 714} ~ T, ® xo o val o det

Les résultats découlent alors de 3.3.1 et 3.3.6, et de 'isomorphisme GLg(F,) X Z-équivariant

GLg(Fy *
d(( ))Ht det (Hc (‘qu,[t}D,I,l))'

H* (]I,gHTg( L)) ® =2 e dp

0

Pour t = s et 7}, ~' m,, le résultat découle de I'égalité ]fffHTg(ﬂ;,H ) =iz Y HT(m), T1,) dans
le groupe de Grothendieck des W,-faisceaux pervers de Hecke. On suppose donc t < S; le lemme

précédent donne 1’égalité suivante dans Groth(GLg(Fy) X Z) :

[H* (710 H T (), TL)) I } = (<1) g ker! (Q, G) [ 11, %

s—t—1
(m) > a1l )X —t-a—1,eE " 0 @ vy )+
a=0 Xeﬂ(ﬂ’v)
S omb—t-lL,eETe @ wx )
Tes s, ¢ (I0) XEU(Ty)

My~ [s]p

Du fait que H’(]I ,gHTg(m},Ht)) est pur de poids 4, on en déduit le résultat dans le groupe de
Grothendieck pour tout ¢ # t — s, et enfin pour ¢ = ¢ — s par dualité ce qui en outre fournit le
corollaire suivant. O

Remargue : en passant aux faisceaux non induits, on en déduit que [H*(j7%9F (m,,t)[d —tg])]{IT°°*}
est égal a l'image de

_ _
s—t—1 s—t+1
ﬁkerl(@, G)m(H)[T — 1]7Tv{(s—3t—i)4q+s—i+t} X [T — 1]ﬂ_v{7(s+t—i)(g+l)}
—_(s=t)g+i _
E 2 © P x Y
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3.6 Cas général
D’apres [MWO94], la composante locale II,, d’une représentation automorphe IT de G(A) est de la
X e X [s— [][2—1

forme [s — 1] ou les m, ; sont des représentations irréductibles

=11, 1) lrw,utou}
cuspidales de GL, (F,) avec \; €], 5[ et s Y1 | git; = d. Commengons comme le suggere le lemme

1.5.5, par étudier le cas II, ~ [s — ][<—1]

3.6.1 PROPOSITION. Soit Il une représentation irréductible automorphe de G(A), cohomologique
][t .. . Pour tout r > 1, I'image de [H'(P¢(r,m,))]{II°"} dans le
groupe de Grothendieck de GL4(F,) x W, vérifie les propriétés suivantes :

pour & et telle que 11, ~ [s —

(i) sir > s+t —1 alors elle est nulle pour tout i ;
(ii) pour r = s+t — 1, elle est nulle pour tout i # 0 et pour i = 0 elle est égale a

exy ke () [s + £ — 2], X [5 — 9] © L(m,) © Myo(Arth);

[=2lr,

(iii) pourt < r < s+t—1, elle est nulle si |i| > s+t—1—r et pouri = s+t—1—r elle est égale, avec
les notations de 1.5.7, a ex,mkg ¢ (II°V) Ry, (s,t)(r—t,t— 1)®£(7Tv)(—%)®ﬂp7o(Art;j) ;

(iv) pour max{l,t — s} < r < t, elle est nulle pour tout |i| > s—t+r;

(v) pourt—s>1etl<r<t-—s, elleest nulle pour tout i.

Démonstration. (i) D’apres 1.5.6, pour tout r > s+t —1 on a red, 1, ([s — [ [2—1} (0) de sorte

que d’apres 3.3.1 {H*( "HTe(my, 1 — 1]7%))} {II>*¥} = (0) ce qui 1mp11que (1) d’apres 2.6.1.
(ii) Pour r=s+4+t—1,on a

— o (s= 1= j
redm[r]D([s - ][271},@) == [s (s4t—1)g+

Wv{——g—‘}
Dapres (i) et 2.6.1, [H*( T (o, 1 — 1]7%))} (10} = H*(j2"9HTe(my, [ — 1)r,)) est done

égal d’apres 3.3.1 a e, mkg ¢ (II°V)[s + t — 2], ?[

(_1)371_
Remarque : par pureté E(Wv)®Hp70(Art;3) est pur de poids w(§) ; par ailleurs comme red, [s44—1),, (1)
est irréductible mg ¢ (II°*") est un entier, cf. la remarque qui suit la définition 3.3.3.

-2 =3, © <£(7Tv)®Hp,0(Art}j)> avec €(IT) =

(iii) On raisonne par récurrence sur r de s +t — 1 a ¢; U'initialisation r = s+t — 1 a été traitée
en (ii). Supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang r + 1 et traitons le cas de r. D’apres 1.5.6,
red ([ﬁ] ) est égal a SR R

T[] D [é'] g
la forme =45 ®Ils avec 6 = s—l—t l—rmod2etd < s+t—1—r. D’apres 3.3.1 et le fait que e(Il) =
(=1)*~!, on en déduit que H*( "HT(my, [%]ﬂv)){ﬂoo v} est égal a er, mka ¢ (II°V) Ry, (s,t)(r—
tt—1)®= s plus des termes de poids strictement plus petit de sorte que d’apres 2.6.1 et
I'hypothese de récurrence, [H*(P(r,m,))|{II°"} est égal a er, mkg ¢(II®V)Ry, (s, t)(r —t,t — 1) ®
L(my)(— ) @ Hp,o(Art;vl) plus des termes de poids strictement plus petit. Le résultat découle

@Ry, (s,t)(r—t,t—1) plus une somme de termes de

alors de la pureté et du fait que d’apres (ii), L(m,) ® Hp70(Art;vl) est pur de poids w(§).

(iv) On raisonne par récurrence sur r de ¢t a max{1,t — s}; l'initialisation r = t a été traitée
en (iii). Le raisonnement est strictement identique & celui de (iii) en remarquant que les termes de
redy, (), ([s — ][;:]M) sont tous de poids inférieur ou égal & s —t — 1 + 7.

(v) Le raisonnement de (iv) fournit la nullité pour tout ¢ > —1 et donc pour tout ¢ par dualité

de Grothendieck-Verdier. O
3.6.2 COROLLAIRE. On reprend les hypothéses de la proposition précédente, en particulier 11, ~
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[s — 1 [2_1 . Pour tout 1 <r < stetr#t (resp.r #t+1), [H(Pe(r,m,)) {1} = (0) pour tout
izs—1 (resp. i =8 —2). Par ailleurs :
(i) pour 7 = t, [H*~!(Pe(t, m,)){I*} contient er,mky e (1)1, @ (£(m,) @ Myo(Artz)) ) ;

(ii) pourr =t=+1, I, n'est pas un constituant de [H*~%(P¢(r,m,))|{II*} en tant que GLq(F))-
module.

Démonstration. Par rapport a la proposition précédente, il ne reste plus qu’a vérifier (ii). Pour
r =t+1 d’apres le point (iii) de la proposition précédente, [H*~2(Pe(t + 1,m,))]{II°*V} est, en tant
que GL4(F,)-module, isotypique pour [?]m{%} X Ry, (s,t)(1,t —1). Le résultat découle alors du
lemme suivant.

3.6.3 LEMME. L’image de [?]M{%} X R, (s,t)(1,t — 1) par Jp,,,,, ne contient jamais un élément

de la forme [t — 1]7%{5%1}@?.

Démonstration. En effet comme Jp, ., ([?] (5 }) [%] S(emt=2y © [t—1] L{251) par égalité
des supports cuspidaux, on en déduit que si [t — 1] {25l 1}®? était un constituant de
<_
JPtg,tsg ([ t :Iﬂ'v{%} X RT(U (87t)(17t - 1))
%
alors [t —1] {251y serait un constituant de Jp, ), <Rﬂv(s,t)(1,t - 1){@}) ce qui n'est pas
Ty P} st(s

car m,{ =2} n’appartient pas au support cuspidal de R, (s,t)(1,t — 1){@} O

Dans le cas r = t — 1, d’aprés la proposition précédente et comme e(IT) = (—1)*"!, dans
Groth(GLg4(Fy))

[H*2(Pe(t — 1,m, ) )T} = [H*GPOHT (o, [f — 2), X [0 ], )]st (I}~
[H* (G BT (o, [ = 2),))]s—o{ 110}

ou [M]y, indique la partie de poids k de [M]. On obtient alors que [H*™?(Pe(t — 1,m,))]{II°"} est
égal a er, gmkg ¢ (11°°7) fois

ﬁ — — —

S [t 1]7\-U{ 12} X [t — 2]71_1){3;22} X [0 ]WU{S+§_2} - Rﬂv(s,t)((),t — 2) X [t — 2]7“){3;22}

%
) N 3 _ 2 R T .
Comme d’apres 1.4.2, JPg,t(sﬂ)g( s — [t T 1/2}) = [O]M{sfgﬁ}@., par égalité des supports

cuspidaux, on en déduit que la somme des constituants de la forme [t — 1] { g}@)? de
v 2

(_ %
JPig teg ([S - 3][2_-1}7%{_1/2} X [t =2 raz2y x [0 Lm{%})
%
est égale a [t — 1] 51, ®[s — 3] ) . Le méme raisonnement appliqué a R (s,t)(0,t—2) x
— : . .
[t—2] (22} donne exactement le méme résultat, ce qui prouve l'affirmation. [l
v 2

Remarque : on pourrait étre plus précis et donner le calcul explicite de chacun des groupes de
cohomologie ; par exemple dans la situation de (ii), pour tout 0 < d < s+t —1—r,

[Hs+t—1—r—26(73(,r’ 771}))] {Hoo,v}
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est égal & er, mkg ¢ (I1°")Ils @ (L(my) ® Hpvo(Artgvl)) ol
— —
1] { 23} H..--H [t — 1]7rv{1—s+2(s+22$727r75)}

— — —
Eﬂ [t — 2]7Tv{1—s+2(s+2t+1—7‘—6)} Eﬂ e Bﬂ [t — 2]7_‘_1){%} Eﬂ [t — 1]7rv{s+32726} Eﬂ e Bﬂ [t —_— 1]7_‘_1){3-5_1}

s =[t -

Dans le cas général, en utilisant le lemme 1.5.5, il est facile de généraliser 3.6.1 et 3.6.2. Signalons
simplement le corollaire suivant qui sera utilisé dans la section suivante.

3.6.4 COROLLAIRE. Soit II une représentation irréductible automorphe de G(A), cohomologique
pour & ; d’aprés [MW94] sa composante locale 11, est de la forme

t1 1Lr I{Al} [tu Ury {2}

ot les m, ; sont des représentations irréductibles cuspidales de GLg,(F,) avec \; 6]_71, %[ On a alors
les résultats suivants :
(i) il existe un caractére x tel que pour touti =1,--- ,u, m, ;QX est unitaire et (X®Hp70)o(Art;j)
est pur de poids w(§) avec \; =0;
(ii) si m, est une représentation irréductible cuspidale unitaire de GL4(F,) qui n’est isomorphe
& aucun des T, ; ® X, alors [H'(P¢(t,,))]{II°"} est nul pour tout i et pour tout 1 <t < d/g;
(iii) pour tout i = 1,--- ,u, [HI(Pe(t, my;))]{II°"} est nul pour tout j > s — 1 et pour tout
1 <t <dfgi et pour j =s—1avecl <t < dfg;, [H HPe(t,m,;))]{II>"} contient
ex, Mk e ()T, @ Zk/ﬂmNiMJ L(my 1) o ® (Art}j) ;
o=t
(iv) pour tout m, et pour toutkl <t < dfg, [H72(Pe(t, ) {1}, en tant que GLg(F,)-
module, ne contient jamais II,,.

Remarque : le point (i) du corollaire précédent correspond a la conjecture de Ramanujan-Peterson.
Au point (iii), on peut comme dans la proposition 3.6.1, donner précisément [H*~ (P (¢, m,))]{II°?} :

H* ™ (Pt mo ) (I} = e, mbg e (T°0)

7 .
k/ﬂv,k"/ Tv,i

tr=t
o 2
N I v IO o ) | AP R

On notera enfin que pour une telle représentation, on a e(I1) = (—1)*~1.

4. Groupes de cohomologie des variétés de Shimura de [HTO01]

Le but de cette section est de prouver la conjecture de monodromie poids pour les schémas X7,
autrement dit que pour tout ¢, les gradués gry, H ¢ de la filtration de monodromie de H*(X| ®p,
F,,Q;) sont purs de poids de poids k + .

4.1 Cas II, = St4(m,)

On fixe comme précédemment un diviseur g de d = sg ainsi qu’une représentation irréductible
cuspidale m, de GL4(F,). On considére alors une représentation irréductible IT de G(A), coho-
mologique pour &, telle que I, ~ Stg(m,). On rappelle que 'on a un isomorphisme G(A>) x W,-
équivariant H f?mf(dgl) ~ H'74H (U7, ) ot H f]mg désigne la cohomologie de L¢ sur la fibre générique
XTm,-

4.1.1 PROPOSITION. Dans Groth(GL4(F,) x Z), les [H' (V7 ¢ ,)]{II°>*} sont nuls pour i # 0 et

[H (6, {I} = gker! (Q, G)m(TD)[s — e, @ [£([5 = 1]r,)| @ 0 (Art).
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Démonstration. On considere la suite spectrale de monodromie
Ep o= HY (grM (U ,))) = HH (Uze,)
ou d’apres [Boy09b],

tery (K
grli\/[(q’ze,g,m)(§) = GB Pe(t, my).
|k|<t<s
t=k—1mod 2

D’apres 3.4.1, pour tout (i,7) tels que i + j # 0, [Ei’j]{ﬂoovv} = (0) de sorte que la suite spectrale
ci-dessus dégénere en Ej ce qui donne le résultat en remarquant que l'indice de nilpotence de
I'opérateur de monodromie est bien égal a s — 1. O

4.2 Cas II, = Speh(m,)
On considéere dans la suite une représentation irréductible automorphe II de G(A) cohomologique
pour ¢ telle que IT, ~ [s — i]m, pour 7, une représentation irréductible cuspidale de GLg4(F,).

4.2.1 PROPOSITION. Dans Groth(GL4(Fy) X Z),

[Hi(\llz’g’v)]{noom} - { Elfelrglg@i g)ml(lil);l[%_]wf 203(71))(—2'/2) ® pr(Art;,j) sinon.
Démonstration. On considere la suite spectrale de monodromie-poids

Ey? = HH (grl(Vre,) = H (Uze,)
dont on étudie les I1°°Y-parties au sens ou pour r > 1, on regarde I'image de EY dans le groupe

de Grothendieck des G(A™) x W,-modules et plus particulierement les constituants de la forme
[1°? @ II! ® 0.1 De la description des gr,]c\/[(\IJI,g,v), et d’apres (3.5.1), pour 6 >0, on a

(B O ey g s ot+0—3 s —t—0—3
ﬁkerl(@, G)m(H) - k?zs |:([t 1] [ 9 ]71'1;) X [ 9 ]ﬂv]
t=k+1=s+d mod 2
k—9

®£(7Tv)(—T)®Hp0(Art D (422)

(B 0oy D {(<—_ Ss—t—0—32 <—s—t+5—2] ]
tker!(Q, G)m(ID) s "
t=k+1=s+Jd mod 2

§+k

X £(WU)(—T) ® IL, O(ArtF ) (423)

On en déduit que fker’(Q, G)m(IT)[s — | Jro ® L(my)(352) ® I 0(Art . ) est un constituant de

[E%*{I1°°} de sorte que d’apres le théoreme de Lefschetz difficile, ﬂker (Q,G)m ﬁ |z,
2(7@)(5 L2 @ I, 0 (Art Fv) est un constituant de [H!=*T2" (¥, )]{HOO v} Le resultat decoule alors
du fait que d’apres [HT01] V.6.4, si [H'(¥z,)]{II°"} est non nul alors la parité de i est fixée et
que la dimension virtuelle de [H*(¥z,,)]{TI®} est égale & df ker! (Q, G)m(I).

Remarque : on peut se passer de toute référence a [HT01] en étudiant directement la suite spectrale
de monodromie et en utilisant que ’aboutissement doit vérifier le théoréeme de Lefschetz difficile et
étre compatible a la dualité de Verdier. (cf. [Boy09al) O

1. Prendre la II°°"Y-partie n’est pas un foncteur exact.
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4.3 Cas général : conjecture de monodromie-poids
On fixe dans ce paragraphe une représentation irréductible automorphe II de G(A) cohomo-
logique pour £. D’apres [MWO94] sa composante locale II, est de la forme [s — 1], pour m, une

représentation irréductible tempérée de GL,4(F,) pour d = sg, i.e. de la forme [t; — 1], , x -+ X
[ty — 1]x,, ot d’apres 3.6.4 (i), pour un certain caractere x de £, les m, ;®x sont des représentations

irréductibles unitaires cuspidales de respectivement G'Lg, (F,).

4.3.1 THEOREME. Avec les notations précédentes, les [Hfh ¢{II°"} vérifient les propriétés sui-
vantes :

(i) ils sont nuls si i = smod2 ou si |i| > s;

(ii) pouri= s—1-2k avec0 < k < s—1, ils sont égaux & f ker! (Q, G)m(H)HU@)ﬁ(HU)Hp,O(Art;Ul).
Démonstration. (i) Le résultat découle de la premiere affirmation du point (iii) du corollaire 3.6.4.
En ce qui concerne (ii), on considére comme ci-avant la suite spectrale de monodromie-poids

By = H™ (grMi(Uge ) = H (Vze,)

dont on étudie les I[I°Y-parties; par pureté celle-ci dégéneére en F5. Comme le suggere le lemme

1.5.5, cela revient a traiter le cas ou I, ~ [s — ][2—_1] avec T, irréductible cuspidal. D’apres 3.6.2

(i), pour tout (i,j) avec i+j =s—1et —i =t—1—2k ot 0 < k <t — 1, [EW{II°>*} contient
tker!(Q, G)m(INTI, ® (S(ﬂ'v)(—%) ® Hp,o(Art}3)> et d’apres 3.6.2 (ii), il en est de méme
pour E;’j. Ainsi [HZ;;]{HOO’”} contient f ker’ (Q, G)m/(IT)II,® <£(Hv)(—s;21)®ﬂp,0(Art;3)> ; d’apres
le théoreme de Lefschetz difficile il en est de méme pour [H;;g_%]{ﬂoo’”} pour tout 0 <k <s—1

et on conclut comme précédemment par un argument de dimension.

Le cas général se traite de maniere strictement identique en invoquant le corollaire 3.6.4. O

5. Groupes de cohomologie des j;ﬁgHTg(m,Ht)

Aux égalités de (2.6.2), on associe la suite spectrale des poids dont les termes initiaux ont déja été
calculés et dont I’aboutissement calcule les H*( j%fg HT(m,,11;)). Comme application de ces calculs
on a en vue un énoncé de connexité pour les X; donné au corollaire 5.3.3.

5.1 Cas II, = Sts(m,)

On fixe comme précédemment un diviseur g de d = sg ainsi qu’une représentation irréductible
cuspidale 7, de GL,(F,). On considére alors une représentation irréductible II de G(A) cohomolo-
gique pour ¢ telle que II,, ~ St4(m,).

5.1.1 PROPOSITION. ~ Soit 1 < tg’ < d et 7, une représentation irréductible cuspidale de
GLy(F,). Si g # g ou si m, n’est pas dans la classe d’équivalence inertielle de m,, alors les

[Hi(jfﬁg/HTg(W:),Ht))]{HOO’”} sont nuls pour tout i.
— Pour ¢’ = g et w\, = 7, pour tout i # 0, [H (7" HT¢ (1, I1;))|{T1°"} est nul et pour i = 0

[H (jz\! HTe (0, L) {IIV } = mk ¢ (I1)

s—t

— —_ _ _
(M X[s —t—1x,)| @ (E 2 @Aty e P x
XEA(y)

en tant que représentation de GL4(F,) X Z.

Remarque : de maniére équivalente, [H' (j?tg,]:g(t, 71)1){T1°>"} est nul si 7}, n’est pas dans la classe
d’équivalence inertielle de 7, ou si i # d—tg, et dans le groupe de Grothendieck de GL(S_t)g(Fv) X7,
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on a I’égalité

[H19(jZ19 Fe(t, mp) ) {TT} =

(s=t)(g=1) _ _
P e e e @ ).

XEA(y)

N S a— —
mka e(I*7)[s =t =z, (4(g-1)/2) @ <:

Démonstration. On considere la filtration par les poids du W,,-faisceaux pervers de Hecke j? 9 Te(m,, 10y)

de sorte que ces gradués gry’ (!, m,,t) sont nuls pour k > 0 ou —k < L%J — t et sinon donnés par

k) e
j2(t Rg HT¢(m,, Ht?[—k — 1] )(—=k/2), cf. (2.6.1). On considere alors la suite spectrale associée

Ix

EY = B (g (1,7 ) = HY (7Y BT (), T1,))

e v
D’apres (3.4.1), les Ei] [I1°°¥] sont nuls sauf si 7}, est dans la classe d’équivalence inertielle de m, et
sii=—j=s—tavec
(B I} = mb (1) [ X [s— 1= 1, [0 (5020 0o @ x7)
x€A(my)

d’ou le résultat. O

5.2 Cas II, ~ Speh(m,)
On consideére une représentation irréductible automorphe II de G(A) cohomologique pour & telle
que I, ~ [s — i],rv, pour 7, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,).

5.2.1 PROPOSITION. ~ Soit 1 < tg’ < d et w, une représentation irréductible cuspidale de
GLgy(F,). Si g # g ou si m, n’est pas dans la classe d’équivalence inertielle de m,, alors les

[Hi(jfﬁg/HTg(W:),Ht))]{HOO’”} sont nuls pour tout i.
— Pour ¢’ = g et 7, = m,, dans le groupe de Grothendieck de GL4(F,) X Z,
[H' (57" H T (o, T1) ) {TT}
est nul sii # s —t et pouri = s —t égal a 'image de

mhk.e (ML, K [s — £ — 1], ® (5; @ Mo(Art) @ @D X—l).

Xem(ﬂ'v)

Remarque : de maniére équivalente, [H' (j;ﬁg,]:g(t, 71 )1){TI°>"} est nul si 7], n’est pas dans la classe

d’équivalence inertielle de 7, ou sii # (s —t)(g+ 1), et on a

[H =0 (G2 Fe(t, mo)n)[{TI} =

o[ 7 7 — (s=t)(g+1) _ -
mhkce (11 ’)[S_t_l]m{*t(gﬂ)/?}@(: > @Aty e @ x 1)-
XEU(Tv)

Démonstration. On considere comme précédemment la filtration par les poids du W,-faisceaux
pervers de Hecke j;fg HT(m,,11;) ainsi que la suite spectrale associée

By = B (g1 w), 1) = B (71 HT (), 11)

D’apres (3.5.1), [Ei’j J{II°>"} est non nul si et seulement si 7, est dans la classe d’équivalence

30



CONJECTURE DE MONODROMIE-POIDS POUR QUELQUES VARIETES DE SHIMURA UNITAIRES

inertielle de 7, et (i,7) est de la forme (a,t —s+2r) avec 0 < a < s —t —r < s — ¢ auquel cas on a

e
mk(;f (HOO v)

[(Ht a1, X[s—t—1 -7 —als )X = ﬂm]

® (fr S @ T(Art) © @D Xfl). (5.2.2)

Xem(ﬂ'v)

On observe en particulier que pour tout (i, ) tels que [E“/]{II°°*} est non nul, il est pur de poids

w(§) + j de sorte qu’en particulier, la suite spectrale dégénere en Fs. Il s’agit alors de montrer que
pour tout (i,5) = (a,t — s 4 2r) # (0,5 — t), [E57]{II°°"} est nul. Pour cela, en raisonnant par
récurrence sur t, on suppose la conclusion de la proposition vérifiée pour tout t/ <t;pourt=1
'hypothese de récurrence est vide. Soit alors ¢ —s < ¢ minimal tel que [H(j Jz) Y H Te(my, Ht))]{l'[oo’”}
soit non nul de sorte que sa partie de poids minimale non nulle est

Ml (M) (X [@,5 =t =1 =7 =l ) X[ = 1, | @ (E*F " @ Me(irtzh © P x7)
x€A(mo)

avec t =t — s+ 2r + a.

5.2.3 LEMME. Sous les hypothéses ci-avant, on a pour g > 1
[Hd tg+z(X \If% 5d;rt(g 1))]{Hoo,v} — mij{(Hoo,v)

(0, R 5 =TT =7 = ) K= Tle, ] @ (20m) (- @ o Art)

2

Pour g = 1, il contient

mkzc,g(ﬂoo’”)[([t—i a+l,s—t—1—r—al, ﬁ ] ( )(_QT _2S+t)®ﬂp,o(Art;:)>.

Démonstration. On considere la suite spectrale associée a la stratification

EPY = HPTU(XSP, vl §d+t(g 1)) N Hp+q(XI’\I,Z)d+t(gfl))‘

D’apres (3.4.1), [EVY]{II°>} est nul si p n’est pas de la forme g avec /(g —1) < t(g—1) < t/g—1.

- En particulier pour g > 1, on a ¢’ < t. En outre pour un tel ¢, on a
1—d4t(g—1 o~
((\IILE,M “ ))IXz:t/ ) ff(t ) ®\I’I<£ tg )( [t/]D)

de sorte que pour p = t'g < tg, [EVI{II°*"} est nul pour p+q # (s —t)(g+ 1) > (s —t)g+1
pour tout ¢ < s —¢. On en déduit donc que [Eég D g+2]{1—[oo v} = [E] g2 gﬂ]{HOO ¥} qui est donc
isomorphe a

2r—s+t

mik (1) [([F = 1), X [@,5 =t = 1= 7 = ) X [r = 1], | @ (£(m) (-

@I, 0(Arty)) )
d’apres (5.2.2), d’ou le résultat.

- Pour g = 1, on a comme précédemment [EYY{II°*"} = 0 pour p+q = (s—t)g+i—1, reste alors
aregarder le cas p+q = (s—t)g+i+1:1a partie de poids w(§) +t—s+2r est alors, d’apres (5.2.2),

a prendre parmi les constituants de ([t — 1], [a +t—t)x, [s —2—-r—a-— t]m)i[r - i]m de
sorteque ([t —1,a+1,s —t —1 —r —a],) X [r — 1], n’en est jamais un constituant, d’ot le résultat.
O

5.2.4 LEMME. Avec les hypothéses précédentes [H'(Xz, \IJ%_gd:j)]{Hoo’”}, pour tout j < t(g — 1),

est mixte de poids strictement supérieur a w(§) + s — 2t + 1.
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Démonstration. On raisonne comme précédemment via la suite spectrale associée a la stratification

EP Hp+q(X p \I,égd:t(g 1)) = HPT( X7, \I,égd;}t(g 1))

Pour que [EPY{II°"} soit non nulle il faut, car j < t(g — 1), que ¢’ < . Le résultat découle alors
du fait que, d’apres (5.2.2), la propriété est vérifiée pour les termes initiaux d’apres 'hypotheése de
récurrence sur les t' < t. O

5.2.5 LEMME. Avec les hypothéses précédentes, pour j = t(g — 1) + « avec o > 0, les constituants
de poids 1 — s + 2r des [H'(Xz, \I/%_gd:])]{ﬂooﬁv} sont a prendre parmi les constituants de

—— —
([?,t' — 1= 0 Xl — 1, X5 = = 1=+ =], ) K[ = 1},

avect' 2t, 0 =a—({t' —t)(g—1) et =r — 9.
Démonstration. La suite spectrale de stratification nous ramene a prouver le résultat pour les
[Hi(XZ? \I’% gd:j)]{ﬂoovv} avec p = t'g. Comme nous l'avons remarqué dans la preuve du lemme

précédent, pour t' < ¢, d’apreés Phypotheése de récurrence, il n’y a pas de parties de poids w(§) +1 —
s+ 2r < s—2t+ 1. Pour t >t le résultat découle alors de (5.2.2). O

Fin de la prewve de la proposition (5.2.1) : on consideére la suite spectrale des cycles évanescents :

: o o l-dt +
Ey? = HP(Xz, \I]I,E,U N = Hrll)mg

Pour 0 < r < s —t, dapres (5.2.3), [t+r—1,a+1,5s—t —r —a— 1], est un constituant de la
partie de poids 1 — s+ 2r < s — 1+ 2t de [E, pytotts sH2rtat(o) ]{HOO v} alors que d’apres (5.2.4) il
n’est pas un constituant de [E5?|{II°"} pour tout ¢ < t(g — 1). Par ailleurs comme d’apres (4.2.1),
il n’est pas un constituant de ’aboutissement, on en déduit, d’apres (5.2.5), qu'il existe t' > t tel
qu’il soit un constituant de

4

— —
([%?t/ - 1 - 6]71'1);)[&/ - 1]7"'1) X [S - t/ - 1 - T, - a’,]ﬂ'v)i[,”l/ - 1]7Tv

avec t' > t, 0 = a—(t' —t)(g— 1) et ¥’ = r — §. En reprenant les notations de §1.2, les constituants

de ces derniers sont de la forme "1 = (a_> 42, a3, t, at) avee (a1,a2) = (' — 1,6 +1) ou (', )

de sorte que si 'on veut qu’il contienne [t + 7 — 2a+1,s—t—r—a— i]m, il faut que 6 = 0 et
az = 0. On a alors (a1, a9,a3) = (r',0,t' — 1) ou (' ,O,t’), il faut alors '+t —1 < t+r—1 et donc
t' <t ce qui impose t' =t et donc « = §+ (' —t)(g — 1) = 0 ce qui n’est pas par hypothese, d’out
le résultat. [l

5.3 Cas général : irréductibilité des variétés d’Igusa

L’étude du cas général ou II, ~ S‘—T |, o0 7y [ﬁ] X e X [ﬁ]m .. avec pour tout
i=1,--,u, m,; irréductible cuspidale de GL, (F,) se rameéne comme precedemmen‘c cf. le lemme
1.5.5, au cas v = 1. Plutot que de se lancer dans un énoncé particulierement lourd & formuler nous
allons prouver la proposition suivante dont une application est donnée au corollaire 5.3.3.

5.3.1 PROPOSITION. Soit 7, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,) et 1 <t < s =
|d/g]. Le groupe de cohomologie Hd*tg(j?tgHTg(m, I1;)) vérifie les faits suivants :
— il est nul dés que g > 1;
— pour g =1 et m, = Xy, il est, en tant que G(A™®) x W,-module, isomorphe a tker’(Q, G)x>® ®
vap,o(Artl_;j), ol x est un caracteére de A* cohomologique pour & de composante locale X,
en v.
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Démonstration. On raisonne comme dans les deux paragraphes précédents via I’étude de la suite
spectrale
4, . . . . - ->t !
By = H™ (grl% (L m ) = H™Y (j7, HTe(m, 11,)).
D’apres la proposition 3.6.1, pour II une représentation irréductible automorphe de G(A) telle
que I, ~ [s —1] , pour tout r > s —¢t, [Ey" "{II°*¥} = (0) pour tout i de

[Tl X T
sorte que [H"(j?tgHTg(m,,Ht))]{HOO’”} est nul pour tout » > s — ¢. Ainsi en ce qui concerne
r=d—tg > g(s—t), pour que [Hd*tg(j?tgHTg(wv, I1;))]{11°>"} soit non nul, il faut g = 1 et s = d,

s
ie. I, ~ [d — 1], d’ou le résultat. O

5.3.2 DEFINITION. Soit D}} , le noyau de la norme réduite de D, . Pour tout m > 0, on note alors
1
Dl DL, /(1+ @) et soit Iy, = (Jh, ) Ponm.

v,hym T UP,m,s

5.3.3 COROLLAIRE. Pour tout 1 < h < d, les variétés d’Igusa de premiére espéce I{}p ms Sont

. Ly Py h h,1 1 . ‘y .
géométriquement connexes. Plus généralement Jy;, ., — JUP,m est un D, ;, ,,,-torseur géométrique-

ment irréductible au dessus de toute composante géométriquement connexe et
R1 =N\ Th = 1
JUp,m(Fp) - IUP,m(Fp) X vahym/IDv,h,m
ot I'action est induite par I'action du groupe de Galois D, j, ,, du revétement J{}p ™ I{}p _

Démonstration. Le résultat découle classiquement par dualité de Poincaré de la proposition précédente.

0

6. Appendice : preuve cohomologique de la proposition 5.4.3 de [Boy09b]|

11 s’agit ici de prouver la proposition 5.4.3 de [Boy09b] sans invoquer la propriété d’autodualité du
modele local. On va utiliser les calculs de groupes de cohomologie précédents, ceux qui n’utilisent
pas la connaissance des faisceaux de cohomologie des P(t,m,), ce qui est le cas des propositions
(3.5.1), (4.2.1) et (5.2.1). On considére dans la suite une représentation irréductible automorphe II
de G(A) cohomologique pour 1 telle que II, ~ [;——T]m, pour m, une représentation irréductible
cuspidale unitaire de GLg4(F).

6.0.4 PROPOSITION. Soient g un diviseur de d = sg et m, une représentation cuspidale irréductible
de GL4(F,). Dans le groupe de Grothendieck de GDW,(d), si I, ® 7, ® S(WU)(—M) est un
constituant non nul de I'image de Up, 1.4 00 a alors les propriétés suivantes :

(i) 0<k<s—1;

(ii) si k=0 alors on a i =d — s avec II, = [s———T]7r

et 7, = my[s|p.

Démonstration. (i) On considere la suite spectrale des cycles évanescents
ED? = HP(h1V¥7) = HPT9(W7)
Chacun des termes initiaux est 'aboutissement d’une suite spectrale de stratification
By = H™(XZ h9Wg) = H™ (h9W7)

dont tous les termes [EV79{II°*} pour i # d sont, d’aprés (5.2.1) de poids 1 — s + 2k avec
0 < k < s— 1. Le résultat découle alors du fait que d’apres (4.2.1), les [H™(V7)]{II°>"} sont aussi
de poids 1 — s+ 2k avec 0 < k < s — 1.

(i) D’apres (5.2.1), on remarque qu’en ce qui concerne les parties de poids 1—s des [EY {11}
de la suite spectrale des cycles évanescents, seuls les points supersinguliers contribuent. On se
retrouve alors dans la situation de [Boy99] et on procede de méme. Précisément, de la suite spectrale

33



CONJECTURE DE MONODROMIE-POIDS POUR QUELQUES VARIETES DE SHIMURA UNITAIRES

de stratification du W,-faisceau de Hecke W%, on en déduit, d’apres (5.2.1), que la partie de poids 1—s
de [H"(¥7)[{II>*"} est nulle pour n > 0 et sinon, d’apres (3.2.1), égale dans Groth(GLg4(F,) x W)
a la partie de poids 1 — s de L[g;i 2(mo[8]p)(%51) qui est donc, via la suite spectrale des cycles
évanescents, égale a la partie de poids 1 — s de [H™(W7)]{II°>"}. Le résultat découle alors de

(4.2.1). O
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