MONODROMIE DU FAISCEAU PERVERS DES CYCLES
EVANESCENTS DE QUELQUES VARIETES DE SHIMURA SIMPLES

par

Boyer Pascal

Résumé. — Dans la situation géométrique des variétés de Shimura simples de Kottwitz étudiées
dans le livre d’Harris et Taylor [13], on décrit la filtration de monodromie du complexe des cycles
évanescents ainsi que la suite spectrale correspondante. On prouve en particulier que cette filtration
coincide avec celle donnée par les poids & un décalage pres. D’apres le théoréme de comparaison de
Berkovich-Fargues, on en déduit une description de la filtration de monodromie-locale du modele de
Deligne-Carayol.

Abstract (Monodromy of the perverse sheaf of vanishing cycles of some simple Shimura
varieties)

In the geometric situation of the simple Shimura varieties of Kottwitz studied in Harris and
Taylor’s book [13], we describe the monodromy filtration of the vanishing cycles complex and the
spectral sequence associated to it. We prove in particular that this filtration coincides with the
weight one up to shift. Thanks to the Berkovich-Fargues’ theorem, we deduce the description of the
local monodromy filtration of the Deligne-Carayol model.
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Introduction

0.1 — Soit K une extension finie de @Q,,, d’anneau des entiers Og. Pour un entier d strictement
positif fixé, on considere le groupe DIX(, 4 (resp. W) des éléments inversibles de < 'algebre > a
division centrale sur K d’invariant 1/d (resp. le groupe de Weil de K'). Pour un nombre premier
[ # p, Langlands (resp. Jacquet-Langlands) a (resp. ont) conjecturé I'existence d’une bijection £V
(resp. JL) entre les Q-représentations irréductibles admissibles de GLg(K) et les représentations
l-adiques indécomposables de W (resp. entre les représentations admissibles irréductibles de Dg d
et les représentations essentiellement de carré intégrable de GL4(K)) qui sont compatibles a la
formation des fonctions L ; on renvoie & [14] pour des énoncés précis.

A Taide de la cohomologie étale, Deligne a construit une série de représentations L{}'(’l’d du
groupe produit GDWk (d) := GLq(K) x D 4 x Wk. Pour d = 2 et pour p une représentation
irréductible de DIXC2 tel que 7 := JL(p) soit une représentation cuspidale de GLy(K), Carayol
dans [6], montre que la composante p-isotypique Uy ,(p) de Uz ; , réalise les correspondances de
Langlands et de Jacquet-Langlands, i.e.

_ 1
U (LT () =7 ® L(m)(=3)-

Le cas d quelconque est traité dans [13] et dans [3] en égales caractéristiques. En outre pour d = 2,
Carayol [5] décrit également ce qui se passe pour les autres représentations.

Le but premier de ce travail est de faire de méme pour d quelconque, i.e. calculer complétement
les U ;. 4(p) pour p une représentation irréductible quelconque de Dy ;. Dans le cas ol p est la
représentation triviale, le résultat se formule comme suit.

Théoréme 1 Pour 0 < i < d—1, on a Uy, 4,(1Y) = m @ 1(—i) ot m; est l'unique quotient

irréductible de l'induite parabolique Indﬁ?j(%) St; ® 1 ou P q est le parabolique standard associé

aux i premiers vecteurs et St; est la représentation de Steinberg de GL;(K).
Le cas général relativement a une représentation irréductible cuspidale , cf. le théoreme 2.3.5,

s’énonce de maniere similaire en faisant intervenir les représentations de Steinberg généralisées
Sts(7), leur image par la correspondance de Jacquet-Langlands et la correspondance de Langlands
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de m. Une autre formulation de notre résultat revient a dire qu’il n’y a pas d’annulation dans
Pexpression, calculée dans [13], de la représentation virtuelle Z?;Ol(—l)i[U}'(’l’d(p)} oll U;l{lfd(p),
pour 1 <7 < d, y est alors donnée par le i-eme terme de plus haut poids. Via 'isomorphisme de
Faltings, cf. [8] ou son exégese [11], on obtient alors un énoncé analogue pour la tour de Drinfeld
lequel avait été conjecturé en septembre 1995 par M. Harris apres ses travaux sur le programme

de Carayol.

0.2 — La preuve du théoreme 1 procede par globalisation via I’étude des variétés de Shimura
étudiées dans [13], qui sont de type PEL, définies sur un corps CM, F, et associées & un groupe
de similitudes G/Q tel que le groupe unitaire correspondant sur R soit de la forme U(1,d — 1) x
U(0,d) x --- x U(0,d). Une place v au dessus de p est fixée de sorte que le complété F, du
localisé de F' en v soit isomorphe au corps local précédemment noté K, d’anneau des entiers O,
et tel que G(F,) ~ GL4(F,) : le groupe de Weil est noté W,. A certains sous-groupes compacts
I =UP(m) de G(A™°), on associe alors une tour de variétés de Shimura X7 := (X);ez — Spec O,
munie d’une action par correspondances de G(A*), classifiant des variétés abéliennes munies de
structures additionnelles ; on obtient ainsi des schémas de Hecke au sens du §1.2.

0.3 — La fibre spéciale géométrique X7 de X7 est stratifiée par des sous-schémas de Hecke
localement fermés X;h pour 1 < h < d, de pure dimension d — h tels que le théoreme de Serre-
Tate donne un isomorphisme entre le complété de 'hensélisé strict de ’anneau local de X7 en un
point géométrique de Y;h et Vanneau Rp, p[[t1,- - ,td—n]] oU Rp,  représente le foncteur des
déformations de niveau infini d’'un O,-module de Barsotti-Tate sur &(v) de hauteur h. Par ailleurs
pour 1 < h < d, il existe un sous-schéma, fermé Y;? de Y;h stable sous les correspondances
associées aux éléments du sous-groupe parabolique P, 4(F,) de GL4(F),) (cf. la définition 3.1.1)
et tel que

—=h  —=h
X7 =Xz, xPme®) GLy(F,)
on dit que les strates non supersinguliéres sont géométriquement induites.

0.4 — Pour un nombre premier ! distinct de p, les auteurs de [13] introduisent sur chacune des
~=" N .z . . . .
strates X, des systemes locaux de Hecke F7, 1 associés aux représentations irréductibles 7, de
s . s . . ) 5 ~=h
Dy . Ils décrivent alors la restriction des faisceaux des cycles évanescents & la strate X, en
v,k

fonction des faisceaux « induits > F, = Fr 1 x Fn.a(Fv) GL4(F,) et des cycles évanescents locaux
Wl h of. (2.4.1).

0.5 — Le complexe ¥z := RV, (Q;)[d — 1](%5}) est vu comme un W,-faisceau pervers de Hecke
lequel est mixte d’aprés 'appendice de [12]. Pour m, une représentation irréductible cuspidale
de GLy4(F,), on note ¥z . sa composante m,-isotypique au sens de la définition 2.2.2 et on
considere ses bi-gradués gr}’gr{f (¥z,r,) pour la bifiltration induite par les noyaux et les images
de T'opérateur de monodromie pro-nilpotent N. Notre deuxieme résultat concerne la description
de ces bi-gradués dans la catégorie des W, -faisceaux pervers de Hecke sur X7. Pour m, une
représentation irréductible cuspidale de GL4(F,), on note pour tout ¢t > 1, St(m,) la représentation

de Steinberg généralisée au sens du §3.1. Pour d > tg et II; une représentation de GLy(F,), on

introduit le faisceau pervers de Hecke HT'(m,,II;) sur la strate Y;tg défini & partir du systéme
local de Hecke Fyp-1(g¢, (r,)v) @ LIt Les bi-gradués précédents se décrivent alors, théoreme 2.2.4,
au moyen des faisceaux pervers jitgHT(ﬂ'v, Sty (m,)) ol 7249 désigne I'injection de la strate Y;tg
dans son adhérence. En ce qui concerne le cas m, triviale, I’énoncé est le suivant :

o)

Théoreme 2 Le W,-faisceau pervers de Hecke gr?gr{f(\llzylv) est non nul si et seulement si

p,q >0 et p+q<d—1 auquel cas il est isomorphe d jipﬂHHT(lv, Stprq+1)(—E51)

L’énoncé pour m, quelconque est similaire et fait intervenir les correspondances de Langlands
et de Jacquet-Langlands.

0.6 — La preuve procede par récurrence en supposant connus les L{};U’l,h du modele de Deligne-
Carayol de hauteur h pour tout 1 < h < d; l'initialisation de la récurrence correspondant au cas
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cuspidal traité dans [3]. Du théoréme de comparaison de Berkovich-Fargues, on en déduit alors
le théoreme 2 sauf en ce qui concerne les faisceaux pervers supportés aux points supersinguliers ;
en particulier on ne sait pas a quel (p,q) associer chacun des j?dHT(lv,Std)(—%) pour
0 < k < d. De méme on sait déterminer tous les faisceaux de cohomologie hijitg HT(m,,11;)
en dehors des points supersinguliers. Apres cette reconstruction hors des points supersinguliers,
les ingrédients pour conclure sont, d’'une part le calcul de la somme alternée de la cohomologie
des systemes locaux F, donné dans [13], puis une propriété d’autodualité du modele local sous
Pinvolution de Zelevinski d’apres [10]. Cette derniere propriété n’est pas indispensable & la preuve
mais elle permet de courcicuiter des calculs de groupes de cohomologie un peu fastidieux : le
lecteur intéressé par cette preuve alternative pourra consulter [2].

Remerciements : je tiens a exprimer ma profonde gratitude envers Gérard Laumon pour son soutien
constant tout au long de ces années ainsi qu’a Laurent Fargues pour m’avoir fourni une bonne
notion de monodromie locale. La lisibilité de ce texte doit énormément & Jean-Francois Dat qui
m’a tout d’abord fourni ’habillage catégoriel des faisceaux de Hecke et surtout suggéré d’utiliser
la bifiltration ce qui a grandement simplifié la rédaction ; merci enfin pour ses relectures acharnées
et ses nombreux conseils. Un dernier mot pour les referees, que je remercie pour la qualité de
leurs corrections et suggestions qui ont largement contribué a une meilleure, et une plus juste,
exposition.

PARTIE 1
NOTATIONS, RAPPELS ET ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL

Dans ce papier on fixe :
— deux nombres premiers distincts [ # p ainsi qu’une puissance ¢ de p;
— une racine carrée ¢'/? de ¢ dans Q,
— un entier d > 1;
— une extension finie K de Q, d’anneau des entiers Ok, d’uniformisante wg et de corps résiduel
de cardinal gq.
Toutes les représentations considérées seront & valeurs dans un Q;-espace vectoriel.

1. Variétés de Shimura simples : stratification et systémes locaux

1.1. Classes d’équivalences inertielles : notations. — Pour tout 1 < h, on note Dg j
lalgebre & division centrale sur K d’invariant 1/h et d’ordre maximal Dk j, ; on considere I'iden-
tification Dy, /Dy, — Z définie par 'opposé de la valuation de la norme réduite rn.

1.1.1. Définition. — Soit Z: 37 — @ZX le caractere défini par Z(1) = q'7?.

On rappelle que la correspondance de Jacquet-Langlands locale est une bijection JL entre les
représentations irréductibles admissibles de D, et les représentations irréductibles admissibles
essentiellement de carré intégrable de GLj(K).

1.1.2. Définition. — Pour m une représentation irréductible cuspidale de GL4(K) et t > 1,
7[t]p désignera la représentation JL™!(St(7))Y de Di 1y O Sti(m) est une représentation de
Steinberg généralisée, cf. §3.

1.1.3. Définitions. — Deux représentations T et 7' (resp. w et ') de Dy, (resp. de GLy(K))
sont dites inertiellement équivalentes et on note T ~* 7' (resp. @ ~* «'), s’il existe un caractére

€:7 — Q, tel que T~ 7' ®Eovalorn (resp. m ~ 1’ ® £ ovalodet). On note A(r) (resp. A(r))
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ensemble des caractéres x : Z — Q, , tels que 7@ x o val(rn) ~ 7 (resp. m ® y o val(det) ~ ) ;
le cardinal de A(7) (resp. AU(w)) sera noté e, (resp. ex).

Remarque : par compatibilité de la correspondance de Jacquet-Langlands locale a la torsion par
des caracteres non ramifiés, pour tout entier g et pour toute représentation irréductible cuspidale
7 de GLy(K) et pour tout ¢t > 1, I'entier e,[y,, est égal & er ol St;(7) est la représentation de
Steinberg généralisée associée a m, cf. le §3.1.

De la réciprocité de Frobenius, on en déduit la proposition suivante.

1.1.4. Proposition. — Soient T une représentation irréductible admissible de DIX( , de caractére
central x, et p une sous-représentation irréductible de la restriction de T a DKh ;ona

Ind, ¥ Dica = (1.1.5)

T'ed(T)

ol wg agit sur lespace de p par le scalaire x-(wg) et ot O(7) désigne l’ensemble des
représentation irréductibles de Dlx(’h inertiellement équivalentes a T et de caractére central

Xr-

1.1.6. Corollaire. — Etant donnée une représentation irréductible T de DK s la restriction de
T a ’DK’h se décompose en une somme de e, représentations irréductibles

€r
DX, @pi. (1.1.7)
i=1

Par ailleurs O(7) est de cardinal -

Démonstration. — Les caracteres x : Z — Q; tels que 7 ® y o val(rn) ait méme caractere central
que 7 forment un groupe isomorphe & Z/hZ lequel opere donc sur ¢(7) avec pour stabilisateur
A(7) de sorte que O(7) est de cardinal % En considérant ensuite les dimensions dans (1.1.5), on
en déduit que la dimension de 7 est égale & e, fois celle de p ce qui donne (1.1.7). O

Pour e > 1, soit A(e) un ensemble d’éléments § € Dy, tel que les v(rn(d)) forment un systeme
de représentants de Z/eZ.

1.1.8. Définition. — Pour V un DIX(,h—module7 on notera

D v

deA(e)

olt 'action de dp € Dy p sur Vs :=V est donnée par celle de § o dg o 0 Lsur V.

2. Variétés de Shimura simples associées a des groupes unitaires. — On considere
les variétés de Shimura simples associées a des groupes unitaires telles qu’elles sont définies dans
[13]. Rappelons brievement de quoi il s’agit, cf. [13] 1.7. Soit F' = FTE un corps CM, E/Q une
extension quadratique imaginaire pure, dont on fixe un plongement réel 7 : F* — R. On peut
alors définir un groupe unitaire G, noté G dans loc. cit., tel que

-GR)~U(1,d—1) x U(0,d)";

- G(Qp) ~ (Qp)* x [[;—1(BP)* ot v = v1,v,--- ,v, sont les places de F au dessus de la
place u de E telle que p = u®u et ou B est une algebre a division centrale sur F' de dimension
d? vérifiant certaines propriétés, cf. loc. cit., dont en particulier d’étre soit décomposée soit une
algebre a division en toute place et décomposée a la place v. On notera encore v pour la valuation
du complété F, de F en v et W, son groupe de Weil local.

Remarque : par rapport aux notations de [13]7 d=netv=w.
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1.2.1 — Pour tout sous-groupe compact < assez petit () » UP de G(A®?) et m = (my,--- ,m,) €
Z%,, on pose

UP(m) =UP x L) x HKer(OEvi — (OB, /v{"")™);
i=1

on notera aussi UP"(m) = UP x 75 x [];_, Ker(OEvi — (Op,, /v{")*). A la donnée de G et
UP(m), on associe, cf. [13] IIL.1, un schéma Xy () projectif sur Spec O, tel que sur F on a, cf.
[17] §8 :

XUp(m) = ShUp(m) (G, X)Kerl(Q,G)
ot Ker! (Q, @) désigne le sous-ensemble de H'(Q, G) constitué des éléments qui deviennent triviaux
dans H'(Q,, G) pour toute place p de Q, et olt Shyrp(my (G, X) désigne le modele canonique sur F
de la variété de Shimura associée a la donnée de Shimura (G, X).
Remarque : le lecteur attentif aura noté que sur le facteur de similitude Q,;, nous ne considérons

que le compact maximal. Pour obtenir des énoncés dans le cas général, il suffit d’utiliser le théoréme
VII.1.7 de [13].

1.2.2 — Schémas de Hecke : soient G = G(A*>) et Z l'ensemble des sous-groupes compacts
ouverts < assez petits > de G, de la forme UP(m) et donc muni d’une application my : Z — N.
Un schéma de Hecke pour (G,Z), est un systéme projectif de schémas X7 = (Xj)ecz relativement
& des morphismes finis (1] : X; — X de restriction du niveau, tel que pour tout g € G et tous
J C I tels que g='Jg C I, on dispose d’un morphisme fini de schémas [g];; : X; — X[ vérifiant
les propriétés suivantes :

—pourgeletJCI, [glsr=I[1sr;

— pour tous g,g' € G, et tous K C J C I tels que g~ *JgC Iet (¢) "' Kg' CJ,ona

99"k =[9)s1°[9 k0 Xk — X; — X[

Remarque : une présentation plus synthétique, cf. [7], est d’introduire la catégorie Z(G) dont les
objets sont les éléments de Z et les fleches sont données par

Homzg)(J, 1) :=J\{g € G, g~ 'JgC I}/I
de sorte qu'un schéma de Hecke pour (G,Z) est un foncteur de Z(G) dans les schémas projectifs.
1.2.3 — Fait 1 : (cf. [13] p.96) le systéme projectif X7 = (X1)rez définit un schéma de Hecke

pour (G = G(A™),T) ou les morphismes de restriction du niveau ry; : X; — X sont finis et
plats : si my(J) = mq(I) alors 7 est étale.

1.3. Stratification de la fibre spéciale. — Pour I € 7, on note X/ la fibre spéciale de X7 et
X; = )~(1 X Specﬁp la fibre spéciale géométrique. Pour tout 1 < h < d, on dispose, cf. [13] p.111,
d’une strate fermée )??h de )~(1 de pure dimension d — h : on note Y?h = )N(I)h X Spec Fp leur
version géométrique. On note aussi

S=h . w>=h  F>=h+l
Xihi=X2h X7

——h ~_ —
et X; = X" x SpecF,.
. . . . L - . —>h

Remarque : le sens de la notation vient du fait qu’un point géométrique de X ; se factorise par X7
si et seulement si la partie connexe du groupe de Barsotti-Tate associé est de rang > h. Dans [13],
les auteurs préferent mettre en avant la dimension de la partie étale du groupe de Barsotti-Tate

. . xFld=h]  <z(d—h) . —=2h | —=h . .
associé et adoptent la notation X; et X; pour respectivement X; et X; , ce qui a aussi
I’avantage de faire apparaitre les dimensions.

. . . ~=h .
Remarque : dans le cas de bonne réduction, i.e. my(I) =0, X7 est lisse.

1. tel qu’il existe une place = pour laquelle la projection de UP sur G(Q4) ne contienne aucun élément d’ordre
fini autre que l'identité, cf. [13] bas de la page 90
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1.3.1. Proposition. — (cf. [13] II1.4.4) Les systémes projectifs ()N(?h)jez et ()?I:h)jel'
définissent des schémas de Hecke X?h et Xz1 pour G = G(A™).

On rappelle par ailleurs que Iinclusion
P X e X7

est affine : en effet soit Spec A un ouvert affine quelconque de X%h et soit G4[p] le premier tronqué
du groupe de Barsotti-Tate universel sur A ainsi que la suite exacte courte

0— Ker(Fh - Galp] — QA[p](qh)) — Galp] — G4lp] — 0.

Par définition de ces strates, )~(I:h Xgzn Spec A est le lieu dans )??h ou G/ [p] est étale, ce qui
définit bien un schéma affine.
Remarque : Tetsushi Ito prouve méme que les )N(I:h sont des schémas affines, cf. [15].

Pour tout 0 < h < d, les strates )?I:h sont géométriquement induites sous I’action du parabolique
P, 4(O,) cf. les notations du §3, au sens ou il existe un sous-schéma fermé )?sz tel que [13] p.116 :

Xt o X xPra©uv™ ) gLy, fom @)
On notera )?ff I’adhérence de )?I:{L dans X?h Le systéeme projectif (jzi{b)jel' définit un schéma
de Hecke X7/ pour G, = G(A™®") x Py a(F,) et I, = I N Gy, ott Gy, agit & travers son quotient

0 g¢

C %
G(A>®") x Z x GL4_p(F,) via 'application ( v . ) — (v(det g%), g&'). Par ailleurs I'action
v
——h
d'un élément w, € W, sur X7, est donnée par celle de —deg(w,) ol deg est la composée du
caractere non ramifié de W,,, qui envoie les frobenius géométrique sur les uniformisantes, avec la

valuation v de F,.

1.3.2. Définition. — Soit Hy/Q le groupe algébrique forme intérieure de G telle que Hy(R) est
compact et Ho(A>) =~ G(A>P?) x D, x [[;_o(ByF)*.

Les points géométriques du F,-schéma Y?d de dimension nulle sont dits supersinguliers de
niveau I ; cet ensemble est constitué de ijerl(Q, Hy) classes d’isogénies telles que chaque classe
Y?j(ﬁp) pour i € Ker'(Q, H), est en bijection, en tant que Hy(A™)-ensemble, avec (cf. [13]
lemme V.1.2 p.153) :

Ho(Q)\Ho(A™)/(Dy 4 x UP"(m)). (1.3.3)

L’action de ¢, € W, sur Y;j(ﬁp) = HO(Q)\<H0(A°°’”) X Z) est donnée par la translation de

—deg(c,) sur la composante Z ~ DUX7 d /D;< 4 qui envoie —1 sur une uniformisante IL, g de D, 4.
L’action d’un élément g>° € Hy(A™) est donnée par la translation a gauche de g°¥ sur Hyo(A>"))
et la translation de v(det(g,)) sur la composante Z.

Remarque : d’apres [16], on a une bijection canonique f : Ker'(Q,G) — Ker'(Q, Hp) de sorte
que dans la décomposition sur O,, X; = Sh;(G, X)Kerl(Q’G), I’ensemble des points supersinguliers
de la composante Sh;(G, X) indexée par i € Kerl((@,G) correspond a la classe d’isogénie des
points supersinguliers de X associée & f(i) € Ker'(Q, Hp).

1.4. Systémes locaux de Harris-Taylor. — On note M}, (F,) ensemble des matrices de taille
h x h a coefficients dans F,.

1.4.1. Définition. — Soit (Z x GLq—n(F,))" (resp. (GLy(F,) X GLq—p(F,))") le sous-semi-
groupe de Z x GLq_p(F,) (resp. GLy(F,) x GLq—p(F,)) formé des éléments (c, g) (resp. (¢°, g¢%)
tels que wl "y € My_r(O,) (resp. tels quil existe a € F tel que ag® € My_p(O,) et

(ag”)~" € My (0y)).
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Remarque : la surjection GLy(F,) X GLq—p(F,) — Z X GLq_p(F,) qui & (g5,g%") associe
(v(det g5), &), induit une surjection de (GLy(F,) X GLg—p(F,))" sur (Z x GLg—p(F,))"

1.4.2 — Dans [13] §IV, les auteurs définissent les variétés d’Igusa de premiére espece qui sont
munies, [13] p.126, d’une action par correspondences de

G (A%®) = G(A™P) x QX x (GLy(F,) x GLa-n(F))* x [[(B2)”
1=2

qui agit via le quotient GZ(AO") — G(A®P) x Q) x (Z x GLg p(F,))T x HZ:2(B;’§”)X.

1.4.8 — Via la notion de variété d’Igusa de seconde espece, les auteurs de [13] associent & une
représentation irréductible admissible :

X p /!
— 7y de D, un systeme local 7,
!
pu, I

sur la variété d’Igusa de premiere espece sur ED. D’apres [13] IV.1.2 et IV.1.6, on considere ]:;v,l

— py de D), , un systeme local §

—=h
7 h Y
(resp. gpv,l) comme un systeme local sur X ; que I'on notera alors 7, 11 (resp. §,,,7,1)-
, o, €er, . ’ . ’ .
Remarque : de la décomposition (TU)|D>< =@, po,i avec p,; irréductible, on en déduit que
v,tg - ’ ’

€1y

Froz = @&ou,il'
i=1

Dans la suite nous utiliserons essentiellement les systémes locaux F-, ;1 au détriment des §, 11
et on renvoie au §2.4 pour une justification de ce choix.

Tout élément (g7, gp.0, ¢, 95", gv,,0) de G(AP) x Qpf x (Z x GLa-n(Fy))* x [[;_5(BF)* x
D), /D), définit un morphisme

(gpvgp,07ca g’itag’umd) : (gpagp,07ca gst,gvi,a)*‘?;u“] — f;'u,l

pour J C I assez petit.

1.4.4. Définition. — Pour 1 < h < d, et 7, une Q,-représentation irréductible admissible de
. ~=h P
Dljh, on note F, 11 le faisceau sur X1,1 et on définit :

Frot o= Fry g xPa©alv™) GL4 (O, fo™)

. o —=h
le faisceau induit sur toute la strate X, .

1.4.5 — Faisceauz de Hecke : soit Xz = (X1)rez un schéma de Hecke pour (G,Z) et K un corps
de coefficients qui ici sera exclusivement Q;. La catégorie FPHg(X7z;K) (resp. FHg(Xz;K)) des
faisceaux pervers (resp. des faisceaux) de Hecke sur Xz & coefficients dans K est définie comme la
catégorie dont les objets sont les systemes (Fj)rez ot Fy est un faisceau pervers (resp. faisceau)
sur X; & coefficients dans K, tels que
(i) pour tout g € G et J C I tel que g~'.Jg C I, on dispose d'un morphisme de faisceaux sur
X1, ug1(g) : Fr — [9]y,1,+F s soumis & la condition de cocycle

UK,I(QIQ) = [g]J,I7*(uK7J(9/)) © UJJ(Q)

(ii) pour tout g € I, uys(g) induit un isomorphisme F; — ([1]s.r.+Fs)?.
(iii) pour tous I,.J tel que m1(I) = my(J) et pour tout g € G tel que g~'Jg C I, Padjoint de
ur,7(g) induit un isomorphisme [g]7 ;Fr = Fj.
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Les fleches sont alors les systémes (fr)rez avec fr : Fr — Fp tels que le diagramme suivant est

commutatif :
ug,1(9)

Fr —————[9ls1+(FJ)

lfz l[Q]J,I,*(fJ)

Fi [9]7,1,+(F])

Remargue : & propos de la deuxieme condition, pour tout g tel que g=1.Jg C I, [g] .1 «F est muni
d’une action du groupe fini I/.J, ce qui en fait un K[I/J]-faisceau de sorte que ([g]s.r.«Fs)’ est
un facteur direct de [g]s.F;. Par ailleurs toute fleche uyr(g) : Fr — [g]s1,+Fs se factorise
par ([g].7+Fs)f. Dans le cas ot g € I, on a [g];7 = 1], et on demande que u;(g) induise un
isomorphisme.

Remarque : dans le langage des catégories (co)-fibrées, la catégorie des faisceaux pervers de Hecke
sur X7 est, avec la deuxieme condition, une sous-catégorie pleine des sections de la catégorie
Perv(Xz ® F,, K) au dessus de Z(G) qui est fibrée par les ?[g]7 ; et cofibrée par les [g] .1, cf. [7].

ug,1(9)

Remarque : dans la suite on prendra K = Q;, et on supprimera K des notations.
1.4.6 — Pour tout schéma de Hecke Xz, la catégorie FPHg (Xz) vérifie les propriétés suivantes :

— elle est abélienne ;

— elle est munie des foncteurs usuels jz.1, Rjz «, jz.1x, 235 (resp. iz, Pi%, PRi%) pour toute im-
mersion ouverte affine (resp. fermée) jr : Ur — Xz (resp. iz : Y7 — Xz) de schémas de
Hecke pour (G,7);

— elle est munie d’une dualité de Verdier.

On renvoie au §IIT pour une preuve de ces faits.

1.4.7 — Fait2 : pour 0 < h < d et 7, une représentation de D;’h, les (F;,.1)1ez définissent un
. ~=h . . .
faisceau de Hecke F;, 7 sur X7 pour G(A™>) x Dj’ n/ D; n» muni d’une action compatible de W,.

Démonstration. — En tant que faisceau F,, 7,1 ne dépend que de la classe d’équivalence inertielle
de 7, (cf. [13] p.136). On choisit 7, dans la classe d’équivalence inertielle de 7, telle que son

—~

image soit finie. Le systeme local Frira définit alors un systéme local F, ri sur )?I:? dont le

. =h . s : oot :
changement de base & X ; est isomorphe & F,, r1. Avec les notations de loc. cit., (Fr* 1, 1) agit

alors trivialement sur F, 7 1. En remarquant cf. [13] p.123, que Qp XZx GL4—1(F,) est engendré

par (FAr/*fl, 1) et Q) x (Zx GLq_1n(F,))", on prolonge I’action du sous semi-groupe précédent sur
Fro 21 dtout GA®P) x QX X Zx GLa—(F,) x [T_o(BP)* x (D}, /Dx,), ot Vaction de ¢, € W,
est donnée par —deg(c,) € Z. Ainsi de la décomposition d’Iwasawa GLg(F,) = Pp q4(F,)GL4(O,),
en faisant agir trivialement le radical unipotent de P, 4(F,), on munit .7/-:7:/1 d’une action de
GL4(F,). Les conditions (i), (ii) et (iii) sont alors clairement vérifiées en notant que pour (iii),

[9]1,7 est étale. O

Remarque : soit x un caractere de Z ~ D), /Dy,. A partir de .7-/':/1, on définit une action

de Z X GL4—p(F,) sur Froonz1 = Fr, 71 @ x ou laction de (¢, g*) est donnée par celle de
(ac, gy) X H;Z € (ZxGLy_p(F,))T x Dvx’h/D:)h, ou I, j, est une uniformisante de D, . Muni de

cette action, F,, 7,1 dépend de 7, et plus seulement de sa classe d’équivalence inertielle.

2. Résultats globaux et corollaires locaux
2.1. Notations. —

2.1.1. D¢éfinition. — Nous considérerons deux types de torsion relativement & W,, ou & GL4(F,)
que nous noterons respectivement (—) et {—}. Ainsi pour o, (resp. m,) une représentation
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de W, (resp. de GL4(F,)), laction d’un élément g sur o,(n) (resp. m,{n}) est donnée par
ou(9)] Art;ﬂv1 (@)™ (resp. my(g)| det g|™) ot | — | est la valeur absolue sur F), et Artlfﬂv1 W, — Ff
le morphisme de la théorie du corps de classe qui envoie les frobenius géométriques Fr! de W,
de F, sur les uniformisantes, i.e. v(AlrtlEU1 (Fr)) = —1; on notera deg(w,) = U(Art}:(wv)).

2.1.2. Définition. — Soit X7 un schéma de Hecke sur Fp. Un W,-faisceau pervers de Hecke est
un objet P = (Pr)rez de FPHG(X7z) muni d’une action compatible du groupe de Weil local W,
de F,. L’action de 'inertie est alors potentiellement unipotente sur P; pour tout I € 7 et on note
v : I, — Endppa,(x,)(P). De méme un Z-faisceau pervers de Hecke est un faisceau pervers de
Hecke muni d’une action compatible de Z.

On considere les fleches suivantes de schémas de Hecke
Y e | Sh ~—=h __—>h
i7: X7 —= X7=X7, 70 Xy = X7,
ces dernieres étant, d’apres le début du §1.3, affines.

2.1.8. Définition. — Pour 1 < g < d, on note Cusp, (g) 'ensemble des classes d’équivalences
des représentations irréductibles cuspidales de GL4(F,). On note aussi s la partie entiere de d/g.

On fixe 7, € Cusp, (g) et soit ¢ un entier strictement positif inférieur ou égal & s. On note alors :

— F(t,my)1 (vesp. F(t,my,)) le faisceau de Hecke sur Y;(i_tg (resp. Y;tg) précédemment noté
Froltlp,z.1 (e8P Fr1p,1) 5 -

— pour II; une représentation de GLyy(Fy), HT (my,II;) = HT (7, II)[d — tg] le W, -faisceau
pervers de Hecke sur Y;tg défini par le Z-faisceau de Hecke

tg

HT(r,,1l;) = Le ® F(t,m,) © =" @11,

ol :
— Lg¢ est le systeme local défini dans [13] II1.2, associé & une représentation irréductible &
de G sur Q, et ou la partie < infinitésimale > II; signifie qu’en niveau fini I, on prend

I/, i.e. les invariants de II; sous le compact I € T ;

— l'action de W, se fait par son quotient W,, —» Z qui envoie w, sur — deg(w,);

— le radical unipotent de Py, q(F),) agit trivialement alors que I'action du Levi G Ly (F,) x
GLq—1¢(F,) est donnée par I'action diagonale de GLy4(F,) sur F(t,m,) et II;, et Paction
naturelle de GLgy_4(F,) sur F(t,my).

Remarque : selon I'usage, quand il s’agira de 1’action de W, on notera (n) pour Z~".

- P(t,m) le Wo-faisceaux pervers de Hecke sur Yitg de poids zéro défini par
itlg,*jiszT(Wv, Sti(my)) ® L(7y)

ot LV désigne la correspondance de Langlands.

— ponctuellement nous utiliserons aussi le W, -faisceau pervers de Hecke, B(¢,7,) ol on rem-
place dans la définition de P(t,m,), le faisceau de Hecke F(t,m,) par le faisceau de Hecke
§p,,7 OU p, est une sous-représentation irréductible quelconque de la restriction de m,[t|p a
D:f,tg'

2.1.4. Remarque. — Comme on 'a noté a la fin de §1.4, F(¢,m,) en tant que W,-faisceau

de Hecke, dépend de m, alors qu’en tant que faisceau, il ne dépend que de la classe d’équivalence

inertielle de m,. Cette remarque s’applique & nouveau au W, -faisceau pervers de Hecke HT (7, I1;)
alors que pour P(t, m,), I'ajout de L(m,) fait qu’il ne dépend, en tant que W,-faisceau pervers de

Hecke, que de la classe d’équivalence inertielle de 7, ce qui justifie au passage la définition de

‘13(157 ﬂv)-
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2.2. Enoncé des théorémes globaux. —

2.2.1. Définition. — Soit P € FPHg(X7) un W,-faisceau pervers de Hecke sur Xz — Spec R,.
Par définition de N, lapplication ¥ : i € I, — (i) exp(—t;(¢)N), définit une action localement
constante de I,, sur Py qui définit alors un morphisme de Q;-algebres H@l (Iy,) — Endpphg x,) (P)
ou Hg, (I,) désigne lalgebre des distributions localement constantes sur I,. Pour o) une Q-
représentation irréductible lisse de I,,, on notera P,/ , le facteur découpé via ¥ par I'idempotent de
Hg, (1v) associé & o,

Remarque : de la compacité de I,,, on en déduit que tout W,-faisceau pervers P est a la fois le
produit et le coproduit des Py .

Une représentation o) de I, sera dite o,-isotypique, pour o, une représentation irréductible
de Wy, si (0y)|, contient 0. Par réciprocité de Frobenius, deux représentations irréductibles
oy,1 et 0,2 de W, sont inertiellement équivalentes si et seulement s’il existe une représentation
irréductible o), de I, qui soit o;-isotypique pour i = 1, 2.

2.2.2. Définition. — Pour , une représentation irréductible cuspidale de GL,(F,), on notera
P, et on I'appellera la composante m,-isotypique de P, la somme des P, ou ¢ parcourt les sous-
représentations irréductibles de la restriction & I, de la représentation £(m,) de W, associée a
par la correspondance de Langlands locale.

Soit P; un W,-faisceau pervers de Hecke sur X7. Pour tout J € Z, N est nilpotent et définit
deux filtrations finies de P; : la filtration par les noyaux K ;. qui est croissante, et celle par les
images I} qui est décroissante. Leur convolution donne la filtration M, dite de monodromie.
Ces familles de filtration induisent alors des filtrations K¢ Pr, I®* Pr et M, Pz dans la catégorie des
W,-faisceaux pervers de Hecke sur X7, et on note grj (resp. gr[) le gradué I?/I**!(Pr) (resp.
Kq11/K4(Pr)). Dans la suite on étudiera plutot les bigradués grigrt = I N K.

d—1
2

X ; définissent un W,,-faisceau pervers de Hecke que I'on note ¥z qui, d’apres appendice de [12],
est mixed.

2.2.8 — Pour tout J € Z, les faisceaux pervers des cycles évanescents R, ;(Q;)[d — 1](451) sur

2.2.4. Théoréme. — Pour tout m, € Cusp,(g), la composante m,-isotypique ¥z ., de V1 est
nulle si g > d et pour 1 < g < d, on a un isomorphisme dans FPH(X 1)
B +q+1,m)(~251) sip,g>0etp+q+1< 2]

rdgrX (v =
9197 (Y27, 0 sinon

Remarque : ce résultat prouve en particulier la pureté de la filtration de monodromie, cf. (2.2.8).

On renvoie au §3 pour les rappels et les notations sur les représentations de GL4(F,) ; pour les
énoncés suivants précisons seulement que St.(m,) (resp. Speh,(m,)) désigne la représentation de
Steinberg (resp. de Speh) généralisée, que x désigne I'induite parabolique normalisée et que pour
71, T2 des représentations de respectivement GLy, 4(F,), GLy,q(Fy), 771?772 = ﬂl{—%} X 772{%}.

tg
[ES

HT (7, IL;) a Y;h vérifie les points suivants :
— elle est nulle pour h ne s’écrivant pas sous la forme (t+ a)g avec 0 < a < s—t;
— pour h = (t+a)g avec 0 < a < s —t, elle est nulle pour i #tg—d+ a(g — 1) et sinon elle

est isomorphe dans FH(X h) a HT (,, I, x Speh,, (7,))(5)-

2.2.5. Théoréme. — La restriction de fﬂ]z2

Remarque : pour g > 1, hij?tgHT(m, I1;) est nul pour ¢ ne s’écrivant pas sous la forme tg — d +

Ix
a(g—1) avec 0 < a < s —t et pour un tel i = tg —d + a(g — 1) il est isomorphe dans FH(X7) &

J7\ T HT (m,, T X Speh, (m,))(3)-
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2.2.6. Théoréme. — Pour tous p,q >0 tels quep+q+1< ng, la fléche

grigrK Uz ) — grit gk (VU ., )[1]

déduite par décalage et rotation du triangle distingué gr?+1 — [9/[9F2 — grl est donnée en

cohomologie par l'unique morphisme GL(piqta+t1)g(Fo)-€quivariant non nul

Stp+q+1 (Wv);) Speh,,(m,) — Stptq+2 (7712)7 Speh,,_; ()

pour tout 0 <a<s—p—q—1.

2.2.7 — La formulation de 2.2.4 nous a été suggérée par J.-F. Dat. Originellement 1’énoncé portait
sur les gradués de la filtration de monodromie ; rappelons brievement comment on passe de I'une
a l'autre des descriptions, cf. [7] 5.1.6. Par définition on a gri! = ®p_q=k gr?grf. Inversement N

induit un isomorphisme gr¥ grf ~ gr?+1 grf_l(fl) de sorte que

N ~
grigrls = Ker(grﬁ/[q = gr%_ﬂ—l)), NP : gr(}grf = gritPgrl (—p).

Ainsi 2.2.4 est équivalent a la formulation

k
g (V)= D Bltm). (2.2.8)
|k|<t<s
t=k—1mod 2

La suite spectrale a chaque niveau fini J € 7
Ey? = W gr (RYy, 5 (@)[d — 1)) = RN, (@)

induit une suite spectrale dans les W,-faisceaux de Hecke sur X7 :

Byl =h T grM(Ug . ) = BT (2.2.9)
Le lecteur vérifiera alors sans difficultés, ou avec I’aide du §5.8, que 2.2.6 est équivalent au fait que
la suite spectrale ci-dessus dégénere en Fo, et pourtous 1 <t <s,0<a<<it—1let0 <[ <t—1—q,
la fleche d;ij’a mAFtg =t oo donnée par I'unique application non nulle

— —
Statg+1(my) X Spehy_y_o_g(my) — Statgi2(m0) X Spehy_s_o_5(7y)

en convenant que l'induite de IT avec < une représentation > de GL(F,) est égale & II. En parti-
culier en ce qui concerne ’aboutissement de la suite spectrale 2.2.9, on a le résultat partiel suivant
qui sera complété par le corollaire 2.3.6.

2.2.10. Corollaire. — Soit m, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F),). Pour tout
point supersingulier z de Xz, l'aboutissement de la suite spectrale 2.2.9, Eég;m = E;’jrv est nul si

(i,7) n'est pas de la forme (—k,1 — s+ 2k) avec 0 < k < s —1 et sinon, en tant que GLq(F),) X
Did x W, -module
D ¥ ok, 1— 542k — — d— s+ 2k
Ind(ng)ow% FE T e D (ks —1—kley @ Ve @ g(w;)(_#))
' ' ed(my)

«—

\ . L .. L . — 7 \
ot on renvoie au §3.1 pour la définition des représentations [k ,s — 1 — k|, et otV = 2*F(s, )

v

est une représentation de D), qui reste encore & déterminer.
.
. . * / /
Remarque : nous verrons au corollaire 2.3.6 que z*F(s, ) ~ 7 [s]p.

Démonstration. — La description des termes initiaux de 2.2.9 découle directement de la descrip-
tion des gradués de monodromie, cf. 2.2.8, et des fibres des faisceaux de cohomologie des faisceaux
pervers de Harris-Taylor P(t,,), cf. le théoreme 2.2.5. La dégénérescence en Es et le calcul ex-
plicite des termes E;JW se déduit simplement du théoreme 2.2.6 : plutot que de grandes phrases
Iillustration de la ﬁgure 1 dans le cas ou s = 4 devrait convaincre le lecteur. Enfin 1’écriture
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en somme directe sur ensemble ((m,) découle directement de la description des actions sur les
faisceaux HT(t,m,) et de la proposition 1.1.4. O

2.3. Corollaires locaux. — On complete les notations du début, i.e. K est une extension finie
de Qp, Ok son anneau des entiers, Py l'idéal maximal engendré par une uniformisante wg et
k = Ok /Px le corps résiduel de cardinal ¢ = p/. L’extension maximal non ramifiée de K sera
notée K™ de complété K " d’anneau des entiers respectifs Ognr et O 4.

Soit d > 1 et Xk 4 le Og-module de Barsotti-Tate formel sur % de hauteur d, cf. [13] §II. On
considere la catégorie C' des Og-algebres locales, artiniennes, de corps résiduel . Le foncteur qui
a un objet R de C associe ’ensemble des classes d’isomorphismes des déformations sur R de Xk 4
munies d’une structure de niveau n est pro-représentable par un anneau local complet, noethérien,
régulier Ry 4., de corps résiduel &.

2.3.1. Définition. — Soit Ui, ,  le Q-espace vectoriel de dimension finie associé, via la théorie

des cycles évanescents de Berkovich, au morphisme structural Spf Ry 4., — Spf (5}?

Cet espace vectoriel est muni d’une action de GL4(Ok) qui se factorise par le morphisme surjec-
tif naturel GLa(Ox) — GLa(Ox /M) et on pose Ui, ;= limWh, ;. . Le groupe multiplicatif

n
Dy , de Tordre maximal de l'algebre & division centrale Dy ¢ sur K d’invariant 1/d s’identifie

avec le groupe des automorphismes de Xk 4 et agit donc naturellement sur ¥x; 4 tout comme le
sous-groupe d’inertie I .

2.3.2. Notation. — On notera GDWk(d) le groupe produit GLq(K)x Dy ;x Wk et GDWi (d)°
le noyau de lapplication (g,d,c) — val(det(¢~)rn(d) Arty' (c)) € Z. On adoptera une notation
similaire pour GW(d).

2.3.3. Proposition. — (cf. [13] I1.2.8) On peut prolonger l'action < naturelle > de GL4(Ok) X
Dy a* I sur Wi q au groupe GDWi (d)°. Pour un caractére x de K* d’image finie, soit W a5
le facteur direct de Wi q sur lequel le centre de GL4(O) agit via x. On prolonge alors Uaction
de GDWg(d)° sur Vi idy GU groupe GDWk(d)! := GDW(d)? x @k en faisant agir wg vu
comme un élément de Dy ; (resp. GLa(K)) via le scalaire X~ (wk) (resp. x(wk)).

2.8.4 — Dans la définition de Ry 4 r, il est agréable de considérer plutot les déformations par quasi-
isogénies ce qui donne un schéma formel Spf Rk 4.n.z = [ [, Spf Rk 4. de sorte que la construction
précédente fourni des Q;-espaces vectoriels

; 1 GDWk(d) g 1P ;
u;(Jad?X T IndGDWK(cl)1 ZK,Ld,X - Ind([)f{ 2)0w qﬂK,l,d,x

qui sont donc des représentations de GDWi (d) = GLq(K)xDj; ;x W . Pour T une représentation

irréductible de Dy ;, on notera U}.(J,d(T) = HOHIDIX{‘d(T, Z/{}‘(J’d).

2.3.5. Théoréme. — Pour tout diviseur g de d = sg et toute représentation irréductible cuspi-
dale m de GLy(K), on a

L(m)(— 220y @ (215, 7], 0<i<s

Ui (als]p) = { ; e

ot [s —1—1i, i est lunique sous-espace irréductible de linduite Sts_;(m) X Speh, ().

Remarque : comme mentionné dans 'introduction via I'isomorphisme de Faltings, cf. [8] ou [11],
on obtient un énoncé analogue pour la tour de Drinfeld lequel avait été conjecturé des 1995 par
M. Harris apres ses travaux sur le programme de Carayol.
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FIGURE 1. Fibres en un point supersingulier de la suite spectrale de monodromie 2.2.9
dans le cas ou s = 4; la figure du haut représente les termes initiaux et celle du bas les
termes F> et donc ’aboutissement de la suite spectrale.

13
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Démonstration. — La stratégie est classique et passe par voie globale. Soit F' un corps glo-
bal et v une place de F' vérifiant les hypotheses de §1.2 avec F, = K. D’apres le théoreme
de Serre-Tate, le complété de I'anneau local de X; en un point géométrique de YI:h est iso-
morphe & Rk pm, [[X1, -, Xd—n]]. D’apres le théoréme de comparaison de Berkovich, la fibre de
R, 1(Q;) en un point géométrique de Y?h est isomorphe a \Ili(yhh)ml( - On considere alors le
sous-ensemble Z¥ C 7 des éléments de Z tels que la composante hors v soit fixée et assez petite
et on notera [j I’élément maximal de Z". Soit z un point supersingulier de legd, les morphismes
1], 1z sont alors totalement ramifiés au dessus de z. D’apres le corollaire 2.2.10, dans le groupe
de Grothendieck de GDW,,(d), on a 1’égalité suivante

mdgp (s = > Y Z iV, ®[5 T, T, ©.£(m,) (- 0D =20+ Dy

2
gld=sg ™, €U(g)

ou U(g) désigne l'ensemble des classes d’équivalence des représentations irréductibles cuspidales
unitaires de GLy(F,) et ou Vi, = 2*F(s,m,) est d’apreés le théoreme de Berkovich muni d’une
action de D, qu'il s’agit maintenant d’identifier. Par ailleurs d’aprés [13] théoreme VIL1.5 et
I’isomorphisme 2.4.2, dans le groupe de Grothendieck de GDW,(d) on a 1’égalité suivante

GDW,(d) _+ — s(g+1) —2(i+1)
gy (9= 5] = > }j molslp @ [5 — 1= i,  In, ® L(m,)(~ 5 )
gld=sg =0
eru(g)

Ainsi de I’égalité

Z Z Z Vﬂ'u® (S—TL z] ®£(ﬂ-v)(_3(9+1);2(i—|—1)>]:

gld=sg m, EU(g) i=

> > Z o[slp ® [s—1—14, i Jm, ®£(%)(_s(g+1);2(i+1))]

gld=sg 7, €U(g) 1=0

on en déduit que [Vy,| = [my[s|p| dans le groupe de Grothendieck de D, ;, ce qui fournit le résultat
local pour , unitaire. Le cas général découle alors de I'isomorphisme (cf. [13] I1.2.9)

‘Ij%’l’d(T ® (Y ovg orn)) =~ fK,l,d(T) ® (' ody)

ol 0g: (g,¢) € GLy(K) x Wi — vk (detg) —degc € Z et ¢ : Z —>@ZX O
2.3.6. Corollaire. — Etant donné un point géométrique z de Y;tg, laction de Dvxtg sur
In d “X’q 2*Wr ., induit d’apres le théoréme de comparaison de Berkovich, une action sur

v tg)o wh

z .77(15 Ty) telle que ce dernier est isomorphe a m,[t]p.

2.8.7. Corollaire. — Soit m, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,). Le Q-
espace gradué gr}lgrffl/{pv,g,d(m [s]p)[d — 1] est non nul si et seulement si p,q > 0 et p+q < s,
auquel cas il est concentré en degré p+ q — s+ 1 donné par

b+, X[s — 2= p — qlr, ® L(7)(q — p)
Par ailleurs pour tous p,q > 0 tels que p+ q < s — 1, le morphisme GDW (d)-équivariant

Kul s+p+q

grlg’r F,l,d [d—1] qH Kuz S+p+q[d 1]

— g7 F,,l,d

déduit par décalage et rotation du triangle distingué gT}H'l — 19/1772 — gr? est donné par l'unique
morphisme GL4(F,)-équivariant non nul

—

P+dnaXls—2-p—qn, —=Pra+ilaX[s—3—p—dn
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Démonstration. — D’apres [9], la bifiltration de z*Uz . induite par celle de Uzv , , est
GDW,(d)° équivariante (?). Le résultat découle alors directement de 2.2.6. O
2.4. Syntheése des résultats locaux et globaux. — Pour tout point géométrique z de Y;h,

d’apres le théoréme de comparaison de Berkovich et [13] lemme I1.2.8 (cf. aussi la proposition
2.3.3), la fibre z* U7 est munie d’une action de (DX ) ainsi que de wZ VU comme sous-groupe
soit de D, soit de GLy(F,) telle que (w,,™,) € GLy(Fy,) x D, agisse trivialement. Rappelons
Iisomorphisme G(A>) x D, /D, -équivariant du bas de la page 138 de [13] combiné a la
proposition IV.2.2 de loc. cit. (cf. aussi la proposition 1.1.4)

v,tg

d(DUXh Voo Z I)|Y;t’g = @f‘r I®u;i7 lli_g.( ) (241)

ou Uy . est le complexe des cycles évanescents locaux définis au §2.3 et ou 7, décrit 'ensemble
des représentations irréductibles admissibles de D, g D’apres le théoreme 2.3.5, si la composante
my-isotypique de Uy, ;. (7,) est non nulle alors 7, ~* m,[t]p de sorte que I'isomorphisme (2.4.1)
donne

Ind vtg )0 : *\Ijé_ws:rz,: @ Z*f( )®ud ?thgz( [t]D)

(DX,
7 EQ(Ty
( )<_ - d—s+t2i (242
~ P (T ilg @il @ L) (- )
7, €0(my)

ou z est un point géométrique de Y;tg Ainsi avec les notations de la définition 1.1.8, I'isomor-

phisme (2.4.2) se < factorise » en un isomorphisme D,’, -équivariant

v,tg
N Tery
- (qféy—;ﬁ) ~ 2 F(t,m) @ U 110 (mu[t]p) 013

(T 5T e, @ mols]p @ c(m)(—W)).

On réécerit alors le théoreme 2.2.4 sous la forme.

2.4.4. Théoréme. — Pour tout m, € Cusp,(g), la composante m,-isotypique ¥z . de ¥z est
nulle si g > d et pour 1 < g < d, on a un isomorphisme dans FPH(X 1)

g K (giery _ 4 PO+a+Lm)(=5) sipg>0etp+q+1<[g]
9719y (V) = 0 sinon
au sens de la formule (2.4.3) pour tout point géométrique z de Y;tg

Remarque : en tant que W,-faisceau pervers de Hecke, on a \I/TIE;’; = e;, V7., et Pt,m,) =
e, P(t, ) ; Vintérét de Péeriture de 2.4.4 par rapport a 2.2.4 résulte juste dans (2.4.3). En quelque
sorte le point de vue de P(t,m,) est faisceautique, c’est celui pris dans [13], alors que celui de
PB(t, m,) est celui des faisceaux pervers. Dans la suite on adoptera systématiquement le point de
vue de 2.4.4, i.e. on privilégie les P (¢, 7, ) au détriment des P(¢, 7, ) : quand les énoncés concerneront
des W,-faisceaux pervers de Hecke, il y aura un facteur e,, a simplifier pour passer au point de
vue de 2.2.4.

2. La seule difficulté sérieuse est de montrer ’équivariance sous fo g
,



16 BOYER PASCAL

2.5. Principe de la preuve : par récurrence sur le modeéle local. — On va raisonner par
récurrence sur le modele local, i.e. on suppose connue la conclusion du corollaire 2.3.7 pour tous les
UFp, 1.1 avec 1 < h < d. Un mot sur l'initialisation de cette récurrence : pour 7, une représentation
irréductible cuspidale de GL4(F,) fixée, la situation h = g correspond au cas cuspidal traité dans
[3] en remarquant que la monodromie est obligatoirement triviale. Le passage de h = (s — 1)g
a d = sg est un peu différent selon que s = 2 ou s > 2; en effet pour s = 2, le cas cuspidal
permet de reconstituer complétement les Uf, ;5 4(ms[2]p) mais en ce qui concerne la monodromie
on ne peut pas arbitrer entre la situation ot la monodromie serait triviale ou non. On utilise alors
un argument de changement de base, cf. la preuve de la proposition 5.6.3, pour nous ramener au
cas de U, ; 5(1,[2]p), et on invoque alors les résultats de Carayol dans [5] pour montrer que la
monodromie n’est pas nulle.

Via le théoreme de comparaison de Berkovich-Fargues, on dispose alors de la description ex-
plicite des fibres aux points non-supersinguliers des bigradués gr?grf (U7), cf. le début du §4.2,
et méme de leur restriction a ces strates, cf. le §4.2.2. Ainsi dans un premier temps, on va < re-
constituer > les faisceaux pervers Uz et P(t,m,) en dehors des points supersinguliers. Dans un
deuxieme temps, a partir de calculs de groupes de cohomologie, on déterminera les faisceaux per-
vers concentrés aux points supersinguliers qui entrent dans la décomposition de W7 en irréductibles,
dans le groupe de Grothendieck & défini au §7. Enfin, a partir d’une propriété d’autodualité de la
cohomologie du modele local, théoréme 5.5.1, on donnera les faisceaux de cohomologie des P(t, )
et on décrira les fleches de la suite spectrale de monodromie, théoreme 2.2.6.

2.6. Le cas d’égales caractéristiques de [4]. — Les deux situations sont similaires : le lecteur
ne voulant pas utiliser les simplifications qu’apporte la conjecture de monodromie-poids, connue
en toute généralité en égales caractéristiques, peut reprendre exactement les arguments de ce texte

en considérant 'action de GL4(F,) sur les structures de niveau telle que définie dans [3] tordue
1

par g — tg_ .

Si comme dans [4], on décide de garder 1’action de [3], il convient d’apporter les modifications
suivantes aux notations de ce texte. Dans toutes les induites paraboliques considérées, il faut
remplacer les paraboliques standards par les paraboliques opposés. Ainsi par rapport aux notations
du §3.1, m1 x my désigne I'induite parabolique de m1{—no/2}®me{n1/2} par rapport au parabolique
P o in,(K); pour ny = t1g et ny = tag, on pose m Xy = m{ts/2} x m{—t1/2}. L’avantage
de cette derniere notation est qu’elle absorbe toutes les modifications de signe a apporter entre
les énoncés en égales caractéristiques et ceux en inégales. Ainsi tous les énoncés de cet article sont
valables dans la situation de [3] en posant 7,[t]p = JL ™' (St.(m,)) et olt £ désigne désormais la
correspondance de Langlands locale. Les seuls énoncés auxquels il faut apporter un changement
de signe sur la torsion des représentations de GL, sont ceux qui ne font pas intervenir la notation
X typiquement ceux provenant d’un calcul de foncteur de Jacquet, comme par exemple ceux
relatifs aux calculs de Red,, dans la proposition 5.2.3. Dans ces énoncés, soit on change le signe

des puissances de = soit on modifie sa définition en imposant Z(1) = ¢~ 1.

PARTIE II
PREUVE DES ENONCES GLOBAUX

3. Rappels sur les représentations de GL,(K)

3.1. Induites paraboliques. —
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3.1.1. Définition. — Pour une suite 0 < 7 <73 < --- <71} = d, on note Py, p, ...,
groupe parabolique de GLg4 standard associé au sous-groupe de Levi GL,, (K) X GLy,_r, (K) X

re le sous-

-+ X GLy,—r, ,(K) et on note N,, ... », son radical unipotent. On mettra en exposant op pour
désigner les paraboliques opposés.

3.1.2 — Soient m; et my des représentations de respectivement GL,, (K) et GL,,(K); on note
selon la coutume, m X 73 I'induite parabolique Ind}CjL"”:z(l({Iz) m1{na/2} @ ma{—n1/2}.

ny,mni+ng
Remarque : le symbole X est associatif, i.e. m X (mg X 73) = (71 X 73) X 73 que 'on notera donc

T X g X 3.

3.1.3. Définitions. — (cf. [20]) Soit g un diviseur de d = sg et ™ une représentation cuspidale
irréductible de GLy(K) :

~ les sous-quotients irréductibles de V(m,s) := n{152} x m{352} x -+ x n{251} seront dits

elliptiques de type ;

- V(m,s) posséde un unique quotient (resp. sous-espace) irréductible que l’'on notera [g:ol]ﬁ
(resp. [sTl)]ﬂ)), c¢’est une représentation de Steinberg (resp. de Speh) généralisée notée ha-
bituellement Sts(m) (resp. Spehy(m));

— pourmy et my des représentations respectivement de GLy, o(K) et GLy,4(K), on notera m Xy
Uinduite parabolique m1{—t2/2} x mo{t1/2}, Uentier g étant sous-entendu.

Remarque : le symbole X est encore associatif ; son introduction tient au fait que si m; et w5 sont
elliptiques de type 7, il en est de méme des sous-quotients irréductibles de ?7@.

3.1.4. Proposition-Définition. — Soient g un diviseur de d = sg et ™ une représentation
irréductible cuspidale de GLy(K). Pour 1 < t < s, lUinduite parabolique [t — 1}ﬂ;)[s —t—1],
— —_— —
(resp. [t — 1]z x[s —t — 1] ) est de longueur 2; on notera [t — 1,8 —t|, (resp. [t ,s —t—1]z)
. . , . — —_— — . .
son unique sous-espace irréductible, et [t ,s—t— 1], (resp. [t — 1,8 —t];) son unique quotient
1rréductible.

Notations : [s — 1] désignera une représentation elliptique quelconque de type m de GL,(K) et
—
I [C1, = 1L

3.2. Foncteurs de Jacquet. — Soit P = M N un parabolique de GLg4 de Lévi M et de radical
unipotent N.

3.2.1. Définition. — Pour 7 une représentation admissible de GL4(K), espace des vecteurs
N (K)-coinvariants est stable sous laction de M(K) ~ P(K)/N(K). On notera Jy(m) cette
représentation tordue par 6;1/ 2,

3.2.2. Lemme. — (cf. [20] théoréme 2.2) Soit g un diviseur de d = sg et m une représentation
irréductible cuspidale de GLy(K). Pour 1 < h < d, le foncteur de Jacquet vérifie les propriétés
suivantes :

-
— si g ne divise pas h, alors Jyer ([s —1]x) = Jyer ([s = 1]x) = (0) ;
— si h =tg alors
— PR— -
JN:ﬁég([S - 1]7\') = [t - 1]71'{(t—s)/2} & [S —t— ]-]7r{t/2}
—_ _
Ingr, (s = 1]x) = [t = Lngo—ryjoy ® [s =t = Urioiyzy
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4. Reconstruction hors des points supersinguliers

4.1. Image dans & de Uz, . —

4.1.1. Définition. — On note & le groupe de Grothendieck de la catégorie abélienne des W,-
faisceaux pervers de Hecke.

4.1.2. Théoréme. — (cf. [13] théoréme VIL.1.5) Pour tout diviseur g de d = sg et toute
représentation irréductible cuspidale m, de GL4(F,), on a

d—1 s—1 .
ip d—1—i i — d+s—2— 21
DD U it molsp)) = Y () s =14, i]w, @ L(m) (- ———5—)  (413)
i=0 =0
4.1.4. Proposition. — Pour m, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,), on a
Uégalité suivante dans & :
fer 'y — 2% —t—1
Wy = 3 S G T (e 1) ® Lim)(———5—)]  (415)

=1 t=1

Démonstration. — L’isomorphisme (2.4.1) et 'égalité (4.1.3) déterminent pour tout 0 < h < d, la

somme Y, (—1)"[W’ ] dans le groupe de Grothendieck de la catégorie abélienne des faisceaux

I,my |Y;h
. ~<=h . p .
constructibles sur X7 . Le résultat découle alors du corollaire 7.8. O
4.2. Faisceaux de cohomologie des P(t,m,). — On suppose 2.3.7 connu par récurrence pour

tout h < d. D’apres le théoreme de comparaison de Berkovich-Fargues, pour tous p,q > 0 et
p+q<s—1, on a les faits suivants ou z est un point géométrique z de Y; pour h # d.
(i) La fibre z*grigrX (W1 .,) est nulle si h n’est pas de la forme tg et sinon, cf. (2.4.2), elle est
muni d'une action naturelle de GDW,(tg)! = GDW,(tg)°w?Z : on notera

1}

GDW,
Indz* grlgr K(Wr,.):= Indgpy” Eizgl z* grlgr A 2

(ii) Pour tout h =tg < d, Indz*hlgrlgr (U1 r,) est soit nul soit pure de poids p — ¢ + 7 ; plus
précisément

(iii) le support de higr{ 197 K(Wz.x,) est vide ou concentré aux points supersinguliers pour ¢ qui
n’est pas de la forme —d+ (p+¢q+1)g+a(g—1) avec 0 < s—p—q—1 et sinon pour g > 1

=(ptq+i+a)g (p+q+1)

(resp. g = 1) son support est X (resp. X7 )
zde X7 _(pratitalg , en tant que GDW,((p + ¢ + 1 + a)g)-module on a

. Pour tout point géométrique

Indz*p~dF(prathgtalg=1) g0 grp K(Wr,)~

D mlp+at+i+ap Ul (b +q+1+alp);
7, €0(r,)

la description de z*higré gr%(\lf;e;z) s’obtient selon le méme procédé qu’en 2.4.3.

Il s’agit alors, a partir de ces résultats ponctuels et de l’égalité (4.1.5), de reconstituer, hors des
points supersinguliers, les W,,-faisceaux pervers de Hecke gr? gry (\I/I ), ainsi que ses faisceaux de
Hecke de cohomologie. On va procéder en deux temps : en premier lieu on va montrer que, dans &,
gr?gr{f (\I/TIG:T“U) est égal & P(p+q+1,m,)(—%5%) modulo des faisceaux pervers de Hecke concentrés
aux points supersinguliers, puis dans un deuxiéme temps on montrera que les restrictions aux

strates ouvertes des faisceaux de cohomologie des bigradués sont comme annoncées.
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4.2.1. Etape 1. —

4.2.1. Lemme. — Pour tous p,q > 0 tels que p+ q < s — 1, les gradués grk nggr (\I/I ) de
la filtration par les poids sont, pour tout k # p — q, concentrés aux points supersinguliers.

Démonstration. — On considére la suite spectrale des poids
Eb = h’ﬂgrﬂgrlgr (¥zr,) = h"“grlgr (Pz.r,).

Soit alors ig + jo minimal avec —ig > p — ¢ tel que Ez"’j0 soit non nul. D’apres 7.2, le support de
Wsp— qgrlgr K(Wz.,,) est de dimension —ig — jo et il existe un ouvert U de son support tel que
sa ﬁbre en tout point géométrique y est de poids —ig. Par perversité la dimension du support des
E pour i+ j =ig + jo + 1 est inférieure ou égale & —ig — jo — 1 et par minimalité de ig + jo, les
Ew pour i 4+ j =19+ jo — 1 et i < ig sont nuls de sorte que I’aboutissement de la suite spectrale
ci-dessus ne peut pas étre ponctuellement pur de poids p — ¢ en tout point non supersingulier ce
qui contredit la propriété (ii) du début du §4.2.

Ainsi la conclusion du lemme est vérifiée pour tous k > p—q, p, q et m, quelconque Par ailleurs la
dualité de Verdier induit un isomorphisme DWz ~ W7 et donc un isomorphisme grf qry KWz ,)~
nggr KWz, =y ), de sorte que le résultat est aussi vérifié pour k < p —q. O

4.2.2. Proposition. — Dans &, pour p+ q+ 1 < s avec p, q positifs ou nuls, nggT (\I/Te”“) —

Pp+q+1,m,)(—552) est effectif concentré au points supersinguliers.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur p+ g+ 1 de 1 a s. D’apres la propriété (iii) du
début du §4.2, on en déduit que grlgr K(Wz ..) est de dimension d — (p + ¢ + 1)g, au sens de la
définition 7.3

4.2.3. Lemme. — Pour tout 1 <t < s, dans &
Iz, ,gHT(ﬂ'v,Ht) —Jz, ,gHT(ﬂv,Ht)
est effectif de dimension strictement plus petite que d — tg et de poids strictement négatif.

Démonstration. — On a la suite exacte courte de faisceaux pervers
0—-Q— j;ngT(wv,Ht) — Jz, ,gHT(m,,Ht) -0

ou @ = z>t9 * ;ffHT(mj, IT;)[—1] est de poids inférieur ou égal & —1 et de dimension strictement
inférieure a d — tg, d’ou le résultat. O

Ainsi d’apres (4.1.5), P(t,m,)(—51) est un constituant de pure dimension d — tg et de poids

t—1de \I!TIe;jJ et doncd’apres 4.2.1de>> gr?grf(\ll;;’rz). Or pour ¢ > 0, grigrf<,, ,(¥z1.x,)
est de dimension d — (t + 2¢)g < d — tg de sorte que P(t,m,)(—5) est un constituant de
gr?grtK_l(\I/T;;’;). Ainsi dans &, on a

o

grigri (V) = Pt m) (——

. . ) \ < =tg+l .
ol Qr, (1) € & est effectif; tous ses constituants étant a support dans X Itg+ , il est donc de
dimension strictement plus petite que d — tg. Par ailleurs en utilisant les isomorphismes NY :
grigr} K(Wr,,) =~ gr?grffq(\llz,m), dans & on a

en t—1—2q
arigris (V5 7) = Plt.m)(———5—) + Qr, (1)(0)

de sorte que la proposition 4.2.2 découle du lemme suivant.

4.2.4. Lemme. — Dans &, pour 1 <t < s, Qr, (t) est concentré auz points supersinguliers.
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Démonstration. — D’apres 4.2.1 les gr,zvgr?grfil(\ﬂ;e’;’rf;), pour k # t — 1, sont concentrés aux
points supersinguliers de sorte que pour tout point géométrique z non supersingulier, la fibre en z
de higrigrk (\I/T;;z) est isomorphe & celle de higr!¥, grigri 1(\IJTZ€;’;) En particulier on remarque
que pour tout 0 > i > —d + tg, la dimension du support de h‘Q, (t) est strictement plus petite
que —i : en effet la propriété est vraie pour grigrf 1(\1,1‘;;0) (resp. P(t,m,)) d’apres 'hypothese
de récurrence sur 2.3.7 (resp. par définition de I'extension intermédiaire). D’apres le lemme 7.2, on
en déduit que Q, (t) est de dimension nulle. Soit alors z un point non supersingulier. Si la fibre
en z de h'Q, (t) était non nulle, elle serait pure de poids ¢t — 1; de la suite spectrale des poids on
en déduirait alors que la fibre en z de h%grQgri I(WTIe;v) aurait une partie de poids t — 1 non nulle
ce qui n’est pas. La conclusion est donc que @, (t) est concentré aux points supersinguliers. [

2.2, E‘tape 2. — Il 9’agit de généraliser 'isomorphisme (U%) ——n ~ F(U2114) de [13] IV.2.2, au
)X Fy,lh
niveau des bi-gradués, i.e. (higrggrf\ﬂz)liﬂ o~ F(gr?grf@’};ﬁ% ce qui doit pouvoir s’obtenir

formellement comme dans [9] en considérant des complétés formels le long de sous-variétés de
dimension quelconque. Ici, en utilisant, d’apres 'hypothese de récurrence 2.3.7, que les fleches df?
de la suite spectrale de monodromie sont non nulles, du moins quand ’espace d’arrivée est non
nul, nous sommes en mesure de procéder sans utiliser ce résultat.

4.2.5. Proposition. — Pour 0 < h < d qui n’est pas divisible par g, la restriction des faisceaux
de cohomologie h"grggr{f(\llg;'rz) a la strate Y;h est nulle pour tout i ; pour h = tg elle est nulle
pour tout i sit < p+qetpourt=p+qg+1+4+aavec <a<s—p—q-—1 elle est nulle si
i # —d+tg—a avec

—dttg— ery TT(r (5T a Xla—1 atq—p
(h 19 grgr S (7)) ecen = HT (s [0 dl, %[0 — 11, ) © £(m)(SA=E)
Démonstration. — D’apres la propriété (iii) du début de ce paragraphe, laquelle on le rappelle

découle du théoreme de comparaison de Berkovich-Fargues et 'hypothese de récurrence locale, le
résultat est vrai ponctuellement : il s’agit alors d’obtenir le dernier isomorphisme de faisceaux. On
considere la suite spectrale de monodromie

By = W g (g ) = hi g,

Pour z un point géométrique de Y;tg, de I’hypothese de récurrence locale 2.3.7 et comme ob-
servé a la fin du §2.2, z*Eég;r‘i_T est nul pour 7 < 0 ou r > ¢ et pour 0 < r < t isomorphe a
z*E;jri_t’_ngH_l_QT = z* Kerd] T a9 H=1220  Aingi pour tout 0 < r < t,
(lpzj:tgfr)ﬁ?g ~ (Ker d§‘+1ft,7d+tg+t7172r)lY;tg
avec d’apres (2.4.1),
t—1-2r
2 )
Par ailleurs du point (iii) du début du §4.2, z*h=49""grigr[C | . (W7 ;) est nul pour g # 0 et

Ter, —
(79) 7 B, [T =7, o) © L)~

—=t
Xz

donc
* pr+1—t,—d+tg+t—1-2r _ _x3 —d+tg—r .0 K
2B g, ~2z"h 9r7971= 1 (Y1 .z, )-

Pour r = a, on obtient donc la suite exacte courte de W,-faisceaux de Hecke

0— (Keragttmtmtrorimim2e) o (prdtisagrior (wsy,))

— =t
Xz Xz

. (Ker d?“*t’*d”ﬁt*l*"‘“)lyztg —0 (4.26)
e

L’opérateur de monodromie N induit en outre un isomorphisme

—1)+1—t,—d+tg+t—1—2(a—1 N . 1
(Kerdga )+1—t,—d+tg+ (a )) . (Kerd‘f” t,—d+tg+t—1 2a>
be: -

(_1)a

~ =t
Xz
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avec d’apres ce qui précede

(a—1)+1—t,—d+tg+t—1—2(a—1) ~ —d+tg—a+1
<KGI‘ dl ~=tg \IlI,Tl'U ~=tg
Xz X7

e, — —_—
et (\I'E”frttg_aﬂ) ~ HT(my, [t — a,a — 1],) ® L(m,)(—52%). En utilisant que grigrk ~

Xz ’
grigri. (q), la suite exacte (4.2.6) s’écrit alors
a+q—p

2
— Cm e
— HT (my, [p+q+ 1,0 — 1],) @ L(my)(

0 — HT(my, [p+q, @x,) ® L(m)( ) — (R grdgri (W) o

aTITPy Lo (a27)

=t . . .
de sorte que sur X ng , on a la suite exacte courte de faisceaux pervers de Hecke ot on pose
t'=p+qg+1:

—

-
0= Fryppralps @ [F — 1, @y — Fr L Frpprragpn @ (¢ a— 1), — 0 (4.2.8)
et ou d’apres la proposition 4.2.2,

Fr~ (ha(g—1)‘7‘5‘/9]_-7T o1 @[t —1r, ® m-alg=1)/2  Prg.a(Fo) GLd(Fv)>

v ~=(t'+a)g "’
\Xz,l

Soit alors Gz := Hz ® [t/ — 1], ® =-a(9-1/2 gqyec Hy := (ha(gfl)jit/g}"mMDJ)l

~=(t'+a)g "
Xr,l “9

~=(t'+a)g

. P o = GL (414 ayg(Fo
On rappelle, cf. §2.1, que pour un point géométrique z de X7 , Ind ;' ()

GLr o (Fo)t  HT
est munie d'une action de Z telle que (g,n) € GLyya)g(Fy) X Z agit sur Gz via I'action
GLy 4 (Fy)

diagonale de val(detgS) + n € Z sur IndGLt/g(E))1 Mz @ =-*9-D/2 et Iaction de g¢¢ sur

-

[t" —1],,. Ainsi en tant que représentation de G Ly y(F,) X Z, ot GLyy(Fy) — Pyg (¢14a)g(Fy) C
CLr g (F) : o

GL(ta)g(Fv), IndGL(z/in(Fu)l 2*Gr est tel que ses constituants irréductibles sont de la forme

— N
[t" = 1]xy fr+a(g—1)/2y ® E" pour 7 € R. Or comme I'image de [t',a —1];, par le foncteur de

R

Jacquet Jp, ... (r,) ne contient jamais un constituant de la forme [t' — 1], 1a(g—1)/2} ® -+, on
9.(+'+a)¢ al

en déduit que I'image de Gz C Fr via I'application f de (4.2.8) dans Fr p/4a)p1 @ [t a0 — 1],

est nulle. Ainsi en tant que Pyg (4/4q)g,qd(Fv) X Z-faisceau de Hecke, on en déduit que Gz est
. N . N —_—
isomorphe a un sous-faisceau de Fr (v4a1p,1 @ [t — Ur, fa(g—1)/23 ® [@ = 1z f—#1(g—1)/23- Or on a

ha(gfl)jit’gfm[t,b,l @ My ~ (ha(gfl)jitlgfm[t/]DJ ® Ht/) xPirawraaalF) Py o(F,)

Xz
avee Fr,(0]p = Frotpa X 704 GLy(F,), de sorte que de la transitivité de I'induction
xPo.wragado) By o(F,) xPreal) GLy(F,) = xPraw+aodFDGL,(F,)
= xPawra0alP) Py o g (F)) xPoasdB) GL(F,).,

’ . — ’ — . N .
on en déduit que h=9TtITUI=DP (¢ 7,) (1 1a), est isomorphe & un sous-faisceau de Fi, (t'+alp ®

Xz
-
[t — 1}m,;>[a — 1]z, ® L(my)(—a(g — 1)/2). En regardant la fibre en un point géométrique de
Y;(t +a)g, et comme Fr (v4a)p = Fro[t'+a]p,1 x P +arg.a(Fv) GL4(F,), on en déduit I’égalité des
faisceaux et donc le résultat. O

4.2.9. Corollaire. — Pour tout 1 <t < s et pour 0 < h < d qui n’est pas divisible par g, la
restriction des faisceauxr de cohomologie hijitgHT(m,Ht) a la strate Y;h est nulle pour tout 1 ;
pour h = (t + a)g elle est nulle si i # —d+ (t + a)g — a et sinon

a

X — —_—
(=0T GE HT (1, TL) pmcerars = HT (my, T X [ = 1, ) (3)
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Démonstration. — D’apres 4.2.5 et 4.2.2, le résultat est vrai pour Ht = [t — 1],,. Par ailleurs

comme dans la preuve de 4.2.5, la restriction de h“(g_l)jitgfm 5,1 ® [t —1],, a X, (1H a9 est iso-
P =a(g—1)/2

morphe & Fr. (14q], 1 @[t — Hm{ 2(—1) }®[a - l]m{_ o=y ®F en tant que Pyg (14.q)g,a(F) X

Z-faisceau de Hecke. On en déduit alors que

{a(g—l) -

(ha(g ig Frution ®Hf) ~ Frferalo 1 @TM{ ==} ®[a 1]\ won) @F107D/2

< =(t+a)
[Xz. 7

en tant que Py (¢yq)g,a(Fy) X Z-faisceau de Hecke et on conclut comme ci-dessus en induisant a
GL4(F,).
O

4.3. Constituants simples des j?ngT(m,,Ht). —

4.3.1. Proposition. — Pour tout 1 <t < s, on a l’égalité dans & :

it JZOHT (0, 1L,) = i jZ ¢ HT (m,, 11,) +Z 092 T (0 T X [i— L, )(/2)+ P, (I1)

(4.3.2)
ot Py, (I;) € & est a support dans les points supersinguliers et de poids strictement négatif.
Démonstration. — D’apres 4.2.9, pour tout 1 < ¢ < s, on a ’égalité suivante dans & :

s—t
T Z )¢ It
i GZHT (w0, 1) = 3 (1) 2 HT (g, X 7= 1]2,) (r/2) + Qe (1) (4.3.3)
r=0

ot Qr,(I1;) est un élément de & & support dans les points supersinguliers et de poids strictement
négatif. Il s’agit alors d’inverser ce systeme d’égalités, ce qui se fait simplement soit matriciellement
soit par récurrence sur ¢t de s a 1. Raisonnons par récurrence : le cas ¢t = s est direct, supposons le
résultat acquis jusqu’au rang t 4+ 1 et traitons le cas de t. D’apres 'hypothese de récurrence on a
donc modulo des W,-faisceaux pervers de Hecke concentrés aux points supersinguliers

i GZHT (my 1) — i G2V HT (my, L) = Y (=1)7 Y aftitmoz{tiens
r=1 =0
T, 1K= 1, X 1))
= —SEfz’%i“”ji“*”-"HT(m,Ht?waxg)
avec Ty = > o, (—=1)"[r — 1., X[a—7—1]p, =[a— 1]5,, dott le résultat. O

5. Etude aux points supersinguliers

Le but de ce paragraphe est de déterminer les faisceaux pervers ponctuels non précisés dans la
proposition 4.3.1.

. . ~=d . . . N
5.1. Cohomologie d’un faisceau de Hecke sur X, . — Etant donné un faisceau de Hecke a
support dans les points supersinguliers, ses groupes de cohomologie H’ son nuls pour tout i # 0;
. o s ~=d .
en ce qui concerne son HY, il résulte de la description de X7 donnée en (1.3.3).

5.1.1. Proposition. — Soit Fr un faisceau de Hecke sur la composante Y;(j indexée par i de
Y;d = [Lickerr (0,¢) Shz(G, X)=4. On fize une tour de points supersinguliers z; de Y;L:
(i) La fibre z; Fr est munie d’une action de Ho(Q) x GL4(F,)° ot GL4(F,)° est le noyau de
la valuation du déterminant.
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(i) En tant que G(A™) ~ Hy(A*>Y) x GL4(F,)-module, on a

HO(X 75, Fr) ~ Indy (6" E 2 Fr

avec 6 € Ho(Q) — (6°Y,valorn(d,)) € Ho(A>?) X Z et ot laction de g, € GLy4(F,) est
donnée par celle de (g, valdetgo o valdet Gv) € GLg(F,)° X Z ot go € GL4(F,) est un élément
fixé tel que valdet gg = 1.

Démonstration. — (i) Cela découle de la description des actions sur la bijection (1.3.3) en prenant
z; comme point base.

(ii) D’apres (1.3.3), laction de G(A*>Y) x Z sur Y;Z(Fp) est transitive de groupe d’isotropie
Hp(Q). On en déduit alors qu’en tant que G(A°¥)-module, HO(Y;j, Fr) s’identifie & ’ensemble
des fonctions localement constantes

f:GA®Y)YXZ — 2z Fr /| V6 € Ho(Q), Y(vy,n) € GIA®™Y) x Z, f(0(y,n)) =3df(y,n)

Ho (A

Ho(0Q) )x2 2z Fr d’ou le résultat. O

soit a Ind
Remarque : I'isomorphisme de (ii) dépend du choix de I’élément g¢ tel que valdet go = 1.

5.1.2. Corollaire. — Avec les notations de la proposition précédente, si z;F7 est munie d’une
action du noyau (Djd)0 de la valuation de la morme réduite qui est compatible a l’action de
Hy(Q) — D, alors en tant que G(A>)-module, on a

HO(X 75, Fr) = C(Ho(Q)\ Ho(A®)) ®py, Ind " 2 Fr (5.1.3)

D>< 2)°
Démonstration. — D’apres la proposition précédente, H O(Xf ‘Z,]—'I) est isomorphe en tant que
G(A>)-module a Indgggg:&’u)(@nez Z.TI> ol & € Ho(Q) envoie un élément v € z}Fr de la

composante d’indice n dans la somme directe ci-dessus sur I’élément dv € 2} F7 de la composante

d’indice n 4 valrn(d,). Avec les hypotheses de I'énoncé, on écrit ,, ., z; Fr = Ind(DX o % ziFr de
= - Ho(A™"") D
sorte que HO(XI"Z,]:I) o~ IndHE(@) Ind(DX o z¥Fr ou Ho(Q) agit sur Ind(DX o % *Fr via son

plongement naturel dans D; 4 Le résultat découle alors de l'isomorphisme évident

H (A ) v,d * H (A ) Ud *
Idj (4] Id(DX 21 Fr = (dpp e 1) @) Ind(DX 5 Fr

ot Hy(A%) = Hy(A%") x DX . O

Remarque : une fois le corollaire 2.3.6 prouvé, on disposera d’une formule pour calculer la coho-
mologie des F (s, m,) qui confrontée & la formule donnée par [13] et rappelée & la proposition 5.2.3,
fournira une relation du type Jacquet-Langlands entre les représentations automorphes de G(A)
et celles de Hy(A); on renvoie le lecteur intéressé & la lecture de [2].

5.2. Rappels sur la cohomologie des F, 7 d’aprés [13]. —

5.2.1. Définition. — Une représentation automorphe II de G(A) sera dite cohomologique si
II, est cohomologique pour une certaine représentation algébrique & sur C de la restriction des
scalaires de F' a Q de G'Lg, i.e. il existe 7 tel que

H((LieG(R)) @g C,U,, Tl @ (£)¥) # (0)

ou U, est un sous-groupe compact modulo le centre de G(R), maximal, cf. [13] p.92, et ot £’ est
le caractere sur C associé a & via un isomorphisme Q; ~ C fixé. On dira que II est cohomologique

pour &.
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On note [H}(Fyr, 11)] := Ei(—l)h_d“[Hz(Y;ﬁ, Fr, 71 ® Le)] dans le groupe de Grothendieck
des représentations admissibles de G(A*Y) x GLy(F,) X Z. Pour un W,-faisceau pervers de Hecke
P sur Xz, on écrira de méme [H*(P)] pour 'image de Y,(—1)'H*(Xz, P ® L¢) dans le groupe
de Grothendieck des représentations admissibles de G(A*) x W,,.

5.2.2. Définition. — Pour Groth le groupe de Grothendieck d’un groupe de la forme G(A>") x
G, on notera Groth{II°>>>¥} le sous-groupe facteur direct de Groth engendré par les irréductibles
de la forme II°Y ® ¢ oll o est une représentation irréductible quelconque de G. On notera alors
[H*(P)]{II*>*-"} la projection de [H*(P)] sur ce facteur direct.

Remarque : on rappelle, cf. §1.2, que G(Q,) ~ QX x GL4(F,) x [[\_,(Bg)*. Pour II une
représentation de G(A), sa composante pour le facteur de similitude Q;;,
[13], II, . Comme tous les compacts de Z contiennent le facteur Z,, les représentations II qui

sera noté comme dans

vont intervenir, par la suite, dans les différents groupes de cohomologie, devront toutes vérifier
que (Hp,0)|z,§ =1

5.2.8. Proposition. — (cf. [13] théorémes V.5.4, VI.2.7) Soit 11 une représentation de G(A)
telle que :

_ (H;D,O)\z; =1;

— il existe une place x de F avec G(F,) ~ GL4(F;) et I, de carré intégrable.
Dans le groupe de Grothendieck de GLq—n(F,) X Z, on a l’égalité suivante :

(H(Fry ) {0} = { gKer1 (Q, G)m(11) Red., (IL,) sz: I, est cohomologique pour &
sinon
(5.2.4)
ot m(II) est la multiplicité de I dans l’espace des formes automorphes de G(A) et Red,, :
Groth(GLq(Fy)) — Groth(D,}, /D), x GLa-n(Fy)) est défini comme la composition des deuz
applications suivantes :

— tout d’abord
GI‘Oth(GLd(FU)) E— GI‘Oth(GLh(Fv) X GLd_h(Fv))
(ML) = [Ter (T1,) © 052

- puis
GI‘Oth(GLh(Fv) X GLd_h(Fv)) — GrOth(D;h/'D;;h X GLd_h(FU))
[a @ B] = 32, vol(D ), /F)X dhy) M Tr apaniryew) ¥ © B,
ot :
— ¢ décrit les caractéres de Z =~ D, /DS, tels que a et 7,/ @ ¢ ont le méme caractere
central ;
— pour w, une représentation admissible irréductible de carré intégrable de GLp(Fy), 0w,
est un pseudo-coefficient pour tw,, cf. [13] p.29;
— on considére des mesures de Haar associées sur GLy(F,) et D§7h.

Démonstration. — D’apres [13] V.54, on a d[H}(F;, z1)] = Red,, ([H*(\I/Z)]) On écrit
[H*(V7)] = >y T @ RE(T) : le résultat découle alors de [13] VI.2.7, en utilisant V1.2.4, qui
affirme que si T°° est telle qu'il existe une place x telle que T2° est de carré intégrable alors :

~ soit RE(T>°) est nulle pour tout i;

— soit il existe des représentations T, ; cohomologiques pour ¢ telles que T = T°Y ; est
automorphe et dim Re(T>) = dm(T)iKer' (Q,G), avec T = YT, ; ott m(YT) est la multi-
plicité de T dans l’espaces des formes automorphes.

O
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5.2.5. Définition. — Pour W (resp. V) un GLg_44(F,) X Z-module (resp. GL;4(F),)-module),

V ®det W désigne I'espace V@ W muni de I'action Py 4(F,) % Z ot un un élément (( % tt ) , M)
g

agit via Paction naturelle de g¢ ® (g, n + val(det g¢)).

5.3. Groupes de cohomologie des P(t, 7,). — On fixe désormais un diviseur g de d = sg ainsi
qu’une représentation irréductible cuspidale 7, de GL4(F),). On considere alors une représentation
automorphe irréductible IT de G(A) cohomologique pour £ telle que IT,, ~ St(7,) et (HP10)|Z§ =1;
d’apres [13] VI.2.2 si II' est une représentation irréductible automorphe de G(A) cohomologique
pour ¢ telle que (IT')°*¥ ~ II°°¥ alors I/ ~ II,,.

5 3.1. Proposition. — Soit m, une représentation irréductible cuspidale de GLy (F),) ; pour 1 <
< d/g, II; désigne une représentation quelconque de GLyg (Fy).
— Si ) n'est pas dans la classe d’équivalence inertielle de m, alors

[H (i *ﬁ‘fi HTe(m,, ) {TI°"} = 0

pour tout i et pour tout 1 <t < d/g'.
— Si 7, ~m, ® Xxo o valodet pour xo : Z — Ql , alors [H’(ZI T ,g HTe (), IL)) [{II>*V} est :
— nul pour tout © si 1 <t <s;
— nul pour tout i # 0 si t = s et dans Groth(GLy(F,) X Z) :

[H (i, 3718 HT (o, IL)) I} = §Ker Q. @)mIDIL @ ( €D xo'x 7).

X€A(my)
Démonstration. — D’apres (4.3.3), on a 1'égalité
H*(if 7, I HT (7, 11;)) =
s—1
% a a ot
S (=) H T BT (w11 X [0 — Tl )(a/2)) + [H(Qx, (T1)], - (5.3.2)
a=0

ott H%(Q, (II;)) est de poids strictement négatif.

5.3.3. Lemme. — Avec les notations ci-dessus, [H*(ZI W7 ,gHT( ml I))[{TI°V } est -
— nul pour tout 1 <t < d/g siw) nlest pas inertiellement équivalente a m, ;
— pour m, ~ m, ® xo o valodet, égal @

tKer (@ G)m(I) L X[t~ 1,  EF @ P x'x™)].
XEA(Ty)
Démonstration. — D’apres le lemme 3.2.2,
— 1/2 — —
JN;’;’d([S —1x,) ® 6P:_q,d =[t- 1}7%{(5%)2(971)} ®[s—t— 1]7Tv{_t(g2—1)}

de sorte que
. / y
0 si m;, " m,

Red 1 P
/ —_ = s—t)(g—
edn 11, ([s = 1x,) (B oy g [T 1, (tte=n}; T =, ® X0 © val(det)

Les résultats découlent alors de la proposition 5.2.3 et de I'isomorphisme G L4(F),) X Z-équivariant

H* (7’1' J7, rgHT(W ;) ® =1In dg,de((i:)) IT; ®det (H:(fw,fv[t]D,IJ))-
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Pour t = s et 7/, ~% ,, le résultat découle de 1’égalité ji‘!fHT(ﬂ;, I,) = j;ngT(Tl';, I1,) dans
le groupe de Grothendieck des W,-faisceaux pervers de Hecke. On suppose donc t < s; le lemme
précédent donne alors 1’égalité suivante dans Groth(GL4(F,) x Z) :

s—t
S (=D)UH T I BT () T X [0 — 1], )(a/2)){TT} = g Ker' (Q, G)m(1T)
a=0
(Ht?T> ® (E%t ® @ xo_lx_l)
x€U(my)
avec X
s—t—
T= Y (-D%a—1]X[s—t—a—1]x, +(-1)""[s—t— 1], =0.
a=0

Du fait que pour tout ¢, Hi(itzg*j?fffHT(m,Ht) est pur de poids 4, du calcul précédent et de
(5.3.2), on en déduit qu’ils sont nuls pour tout ¢ < 0 de sorte que, par dualité, ils sont nuls pour i
avec en outre H°(Q, (I1;)) = 0. O

5.8.4. Corollaire. — Sous les hypothéses de la proposition précédente, [H®(Qy, (I1;)]{II°®V} est
nul.

5.4. Application aux constituants ponctuels des j%ngT(m,Ht). —

5.4.1. Corollaire. — Pour tout 1 < t < s, les W,,-faisceaux pervers de Hecke Py (II;) de la
proposition 4.3.1 sont nuls.

Démonstration. — D’apres la preuve de la proposition 4.3.1, cela revient & prouver que les @, (1;)
sont nuls; en utilisant 5.1.2 et 5.3.4, il suffit en fait de montrer que les @, (II;) vérifient les
hypotheses de 5.1.2.

Pour montrer que les @, (II;) vérifient les hypotheses de 5.1.2, on va utiliser le fait que d’apres
le théoreme de comparaison de Berkovich-Fargues, la restriction a la strate supersinguliere des
faisceaux de cohomologie des gr?gr{f (\IITIE;U) les vérifie. Considérons alors la filtration par les
poids de grigrk (\I/T;;’;) et le triangle distingué

K gien, K (g len, K glersyy £1

W<p—q(97"}197‘p (‘I/Ic:wv)) - 97"?97}) (‘IJIe,m) - W?z)—q(gT}Ing (‘I/I%m,)) —
On rappelle que, d’apres 4.2.2, pour tout k # p — q, ngVgr?grf(\I/T;;’;) est concentré aux points
supersinguliers alors que pour k = p — ¢, il est dans & égal a P(p + ¢ + 1,7,)(—25%) plus des

faisceaux pervers concentrés aux point supersinguliers. Ainsi pour tout i < —1, on a
Wgrigri (W) = WP(p+q+1,m,) (= 21)

de sorte que pour tout i < —1, la restriction aux points supersinguliers de h’ jitg HT(m,,11;) vérifie
les hypotheses de 5.1.2. Par ailleurs pour un point supersingulier z, on a la suite exacte suivante

0= 2" (grigry (WE70) — 2" W Wapey(grigr (WE72)) — 2 hOWayp(grigry (V57))

— z*ho(gr(}ng(‘llTIe,;’;)) — z*h0W2p_q(gr(}ng(\I/T;;Z)) —0 (5.4.1)

On rappelle que le h° d’une extension intermédiaire d’un faisceau pervers non ponctuel est nul.

On considere alors les parties de poids supérieur ou égal a p — g de cette suite exacte de sorte que
W>p_qz*h0W<p_q(gr‘}gr;{(\I!TIejr’:)) est nul. Par ailleurs on a

W?l)—qZ*hOW?p—q(gT?gT{f(‘IJT;;Z)) ~ Z*hOW>p—q(g7"l1197’f(\I’;e,:rz))

qui est donc isomorphe & Wx,_o(2*hOgrigrk (\I/TIe;Z)) Ainsi comme la restriction & la strate

supersinguliere de hogr‘}grf (\IJT;;U) vérifie les hypotheses de 5.1.2 et comme ’action du groupe
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de Galois commute & celle de G(A™), on en déduit que KW, _q(grigrk (\I/TIe;)) les vérifie aussi.
En utilisant que la dualité de Verdier échange grigri (\I';e;’;) et grf grg((\ll];;z), on en déduit que
WOWep_q(grigrk (\IJT;;Z)) les vérifie aussi et donc aussi h"W,_q(grigr (\IIT;;";)) Finalement,

dans le groupe de Grothendieck des faisceaux de Hecke sur Y;d, d’apres (5.4.1), on obtient que
_ enr, — p—q
B Wy g(grigry (V7)) = h P+ g+ Lm)(==5)

vérifie les hypotheses de 5.1.2.
Ainsi pour tout 7, la restriction aux points supersinguliers de A’ jitg HT(m,,11;) vérifie les hy-
potheses de 5.1.2 de sorte que, en utilisant (4.3.3), les Qr, (II;) vus dans &, les vérifient aussi.

O
5.4.2. Corollaire. — Soit 1 < g < d et m, une représentation irréductible cuspidale de
GL4(F,); on note s = L?J. Dans & on a l’égalité
s—1 k
[yl = > Pm)(-35)]
k=1-s |k|<t<s
t=k—1mod 2
avec pour tous p,q =20 etp+q+1 <s,
- p—q
lgrtgry (WE) = [P+ g+ 1m) (— 5]
est nul ou concentré aux points supersinguliers de la forme Zz;é ex(p, Q)P (s,1)(=525) avec
ex(p,q) =0oulety  ~oex(p.g)=1
5.5. Involution de Zelevinski et parties de poids minimal des U}, ; ;. — Rappelons

les faits suivants de [10] : Up, ;4 est un objet de la catégorie dérivée ]D)i’f(@l [GDW,(d)]so) des
GDW,(d)-modules lisses de type fini & cohomologie bornée. On dispose par ailleurs d’un foncteur
de dualisation

D : Q[GDW,(d)] — mods, — Q;[GDW,(d)] — mod,

tel que pour tout i > 0, R'D(n) = li_H}Extf@[GDWU(d)Fmodw(W,CfO(GDWU(d)/K)) ou K par-
K

court les sous-groupes compacts ouverts pro-p- de GDW,(d). On note D le foncteur dérivé sur
]D)i’f (Q,[GDW,(d)]). Fargues montre alors que Up, ;,a(%52)[d — 1] est autodual pour D et il en

déduit le résultat suivant.

5.5.1. Théoréme. — (corollaire 4.8 de [10]) Soit g un diviseur de d = sg et m, une
représentation irréductible cuspidale de GLg4(F,). Considérons la GDW,(d)-représentation
irréductible IL, ® 7, ® 0y, ou 11, est elliptique de type m, (resp. IL, quelconque), et supposons qu’il
existe © tel que I, @ 7, ® 0, soit un constituant de L{g;}’;i(%), alors Zel(I1,)Y @ 1,/ @ 0/ est un
constituant de L{g;f;z(%) (resp. de L{fwml,d(%)), ot Zel désigne U'involution de Zelevinski
sur GLq(Fy).

5.5.2. Proposition. — Soient g un diviseur de d = sg et m, une représentation cuspi-
dale irréductible de GLg4(F,). Dans le groupe de Grothendieck de GDW,(d), si II, ® 7, ®
E(m)(—%) est un constituant non nul de limage de uf?,,,l,w avec 1L, quelcongue, on a
alors les propriétés suivantes :

(i) 0<k<s—1;

(ii) sik=s—1,alorsonai=d—1 avecIl, = [s — 1

|z, €t Ty =my[s|D;
—_
(#ii) sik =0 alors on ai=d—s avecIl, = [s — 1], et T, = my[s]|D.
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Démonstration. — (i) D’apres 5.4.1, Uz . est mixte de poids inférieur & s — 1 de sorte que pour
tout point supersingulier z, Ind 2*h~ "Wz . est de poids inférieur ou égal & s — 1 pour tout i > 0.
Ainsi d’apres le théoreme de Berkovich-Fargues, on a k < s — 1. L’inégalité k > 0 découle alors de
(5.5.1), ce qui prouve (i).

(ii) et (iii) sont équivalents d’aprés (5.5.1); traitons donc le cas de (ii). Les faisceaux pervers
qui constituent Wz . et qui ne sont pas concentrés aux points supersinguliers, sont de poids
strictement inférieur & s — 1, on en déduit donc que le cas k = s — 1 impose i = d — 1. Autrement
dit pour tout i < d — 1, les Z/{f%’l,d sont mixtes de poids strictement inférieur & s — 1 de sorte que
(ii) découle de (4.1.3). O

Remarque : dans la suite nous utilisons de maniére essentielle (iii) alors qu’a priori on ne connait
que (ii). Il est en fait possible de prouver (iii) a partir de (ii) sans utiliser (5.5.1) qui repose
sur un théoreme difficile de Faltings de comparaison entre les tours de Lubin-Tate et de Drin-
feld, cf. [8] ou [11]. Pour cela on étudie la suite spectrale des cycles évanescents : la dualité de
Grothendieck-Verdier est alors I'ingrédient qui permet de passer des poids < minimaux > aux poids
< maximaux ». Cependant cette étude réclame de nombreux calculs de groupes de cohomologie
qui alourdissent et allongent la rédaction. Dans le but d’alléger la lecture de ce texte nous avons
préféré < externaliser > I'implication (i4) = (4#i7) soit dans la boite noire (5.5.1) soit, pour la preuve
via la suite spectrale des cycles évanescents, dans [2].

5.6. Pureté de la filtration de monodromie de V7 : preuve de 2.2.4. —

5.6.1. Lemme. — Pour z un point supersingulier de Y;d, si 2*hiP(t,m,) est non nulle, alors
son image dans le groupe de Grothendieck de GLg4(F,) x W, est celle de
—t
=T, X7 L) ()

ot 7 est une somme de représentations elliptiques de type m, de GL(s_4)q(Fy).

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur t de s a 1, le cas t = s étant trivial car
P(s,mp) = j%_ngT(s, [ﬁ]m) Supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang t + 1 et
traitons le cas de t. On considere la suite spectrale associée a la filtration par les poids de
jingT(m, [z<5——1]m) D’aprés Phypothése de récurrence, tous les z*Ei’ sont de la forme de
I’énoncé pour i > 0 et nuls pour i < 0. Ainsi, 2*E" étant nul, 2*h*P(t,m,) est pur de poids
t — s de sorte que d’apres 2.1, cf. aussi la fin de la preuve de 4.2.5, z*hP(t, 7,) est de la forme

(Indgfif;gv)) [t — 1]m{<s—t)2<g—1>} ® W{*%}) @ L(my)(552). Le résultat découle alors du fait qu’en

tant que représentation de GL4(F,) tous les constituants irréductibles des z*E{J pour ¢ > 0 sont
my-elliptiques.

O
5.6.2. Lemme. — Pour tout point supersingulier z et pour tout i #t — s, 2*h'P(t,m,) est nul.
Démonstration. — Considérons la suite spectrale des poids de ¥z ., , Ei7 = h”jgrm(\ll;e;z) =

hiti \I/TIQ;';; et plus particulierement les parties de poids 1 —s des z*EiJ , ol z est une tour de points
supersinguliers. On raisonne par ’absurde : soit donc ¢t minimal et § > 0 minimal pour lequel
2*h!=*T9P(t,7,) est non nul. On rappelle, cf. 5.4.2, que dans &, gr?lgré((\lﬁzf;z) —P(t,m)(5)
est effectif concentré aux points supersinguliers de la forme Zf;é €(0,t —1)P(s,m,)(==L2L) avec
€;(0,t—1) = 0, 1. De la suite spectrale des poids pour gr?lgrg(\lﬁzc:;z) et du lemme précédent, on
*EIH1759 admet un constituant de la forme [f — 1, T,s—t— r, @ L(7)(55).
Or pour tout i+j = d—set i < t—1, (resp. i+j = 2—s+3d et i > t—1) les constituants irréductibles

de poids 1 — s de z*E" sont nuls (resp. de la forme [T]M?[s —i— 1]z, ® L(m,)(551)). On en

en déduit que z
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déduit donc que [t — 1, T, s—t—1], ® L(m,)(55) est un constituant de 'aboutissement, soit de

I‘fﬂ;‘;’fl‘s(%) ce qui n’est pas d’apres (5.5.2). O

Fin de la preuve du théoréme 2.2.4 : il s’agit de prouver que P(s, wv)(%) est un constituant de

grf‘lgrg(\lﬁze:z), de sorte que par application de N, on en déduira que pour tout 0 < k < s — 1,

P(s, m)(#) est un constituant grffl*kgrf(\lﬁz‘?z), ce qui d’apres 5.4.2, achévera la preuve
du théoreme 2.2.4.
Soit d’apres 5.4.2, (p,q) tel que eo(p,q) = 1, i.e. tel que P(s,m,) (5

2
gr?grf(\lﬁzc:;‘rz). Si on avait p > 0, alors par application de N, P(s,m,)(£}) serait un constituant

) est un constituant de

de \I/T;;’; ce qui n’est pas d’apres 5.4.2. De méme si on avait (p,q) = (0,s — 14 J) avec § > 0, par
application de N*~1%9, P(s, m,)(—=2*%) serait un constituant de \I!T;:ru ce qui n’est pas d’apres
5.4.2.

Si on avait (p,q) = (0,s—1—6) avec § > 2, alors d’apres 5.4.2 et 5.6.2, comme 2*h~1P(s—4d,m,)

est nul, on en déduit que z*hogrf_l_‘sgré{(\lf;e;z) est non nul de poids 1 — s; il en est donc de

méme de z*hogr{‘{5+5(\I!TIP;;’jj) et donc aussi de z*hO\IITIf;Z car pour tout k # 2 — s, la partie de
poids 1 — s de z*h_lgr,i”(\llée;v) est nulle. La contradiction découle alors de (5.5.2).
Supposons alors (p,q) = (0,8 — 2) et s > 2; par application de la dualité de Verdier

(resp. de N*~2), on en déduit que P(s,m,)(—252) (resp. P(s,m,)(—%52)) est un constituant de

s—3
2

de grigri 3(\1';67”;:) de sorte qu'’il apparaitrait avec une multiplicité 2 contredisant 5.4.2.

Au final il ne reste plus qu’a traiter le cas s = 2 : la situation défavorable correspondrait a
P(2,7,)(—1/2) et P(2,7,)(1/2) constituants de gr(}gré((\ll;;z) de sorte que dans la cohomologie
globale, la monodromie serait nulle ce qui est en contradiction avec la proposition suivante pour
s =2. (]

Avec les notations de [13], la somme alternée de la cohomologie de la variété globale & valeur
dans L¢, dans le groupe de Grothendieck des représentations de G(A) x Gal(F/F), y est écrite
sous la forme

grigrk 2(\IIT;;’; ). Ainsi par une nouvelle application de N, P(s, m,)(—252) est aussi un constituant

DX @ [Re(I™)],  [Re(II™)] =) (~1)'Re(II)

Ies i
ou II*° décrit 'ensemble des représentations irréductibles de G(A>). Par ailleurs, corollaire VI.2.7
de loc. cit., s’il existe une représentation irréductible IIo, de G(R) telle que IT := II*° ® Il est
cohomologique avec BC(IT) = (¢, T) ot JL(Y) est cuspidale, avec les notations de loc. cit., alors
RE(H‘X’) est nulle pour ¢ # d — 1.

5.6.3. Proposition. — Pour tout diviseur g de d = sg et toute représentation irréductible cuspi-
dale m, de GL4(F,), il existe une représentation irréductible automorphe II de G(A) cohomologique
telle que
-
-1, ~[s—1]x, ;
— Daction de lopérateur de monodromie N sur Rgfl(H‘X’) est non nulle.

Remarque : Yoshida et Taylor dans [19], ont prouvé ce résultat en se ramenant par changement de
base au cas Iwahori puis en étudiant la suite spectrale de Rapoport-Zink. En ce qui nous concerne,
nous ne devons traiter que le cas particulier de I’énoncé : par changement de base on se ramene
au cas Iwahori comme dans [19] et d’apres ce qui précede il suffit de considérer le cas de GLo déja
traité par Carayol dans [5].

Démonstration. — Pour s = 2 et ¢ = 1, c’est a dire pour GLs, le résultat se trouve dans [5]
théoreme B : le cas qui nous intéresse, i.e. celui du calcul de la non nullité de la monodromie, est
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traité au §11.4. D’apres ce qui précede, ce cas initialise une récurrence qui permet de traiter le cas
Iwahori, i.e. g =1 et s > 2 quelconque.

Considérons désormais le cas général de 7, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,)
pour g > 1. D’apres le corollaire VI.2.6 de loc. cit., on peut choisir une représentation automorphe
cuspidale T de GL4(AF) telle que :

S A2

— T4 ale méme caracteére central qu'une représentation algébrique de Resg (GLy);

- T, ~ Sty(my).

Soit alors L(v) une extension de F;, telle que la restriction de o, = £(m,) & L(v) soit non ramifiée.
D’apres cf. [18] IV-2, L(v)/F, peut étre prise résoluble. On globalise alors la situation comme
dans [13] :

— (F')T/F™T est une extension résoluble de corps totalement réels avec v’ une place de (F')"

au dessus de la place v de F't;
— lextension (F')Y,/F;} est isomorphe a Iextension L(v)/F,.
On pose alors F' = E(F')" et on consideére le changement de base Y’ := BCp/p(Y); d’aprés
loc. cit. (théorémes VI.1.1 et VI.2.9) on associe & T et Y’ des représentations cohomologiques IT
et IT' de respectivement G(Ar) et G(Ap/) avec II, ~ Sty(m,) et II) ~ [?’—'1]C BB [g‘—‘i]g,
pour ¢ un caractere de F),. Par ailleurs d’apres le théoreme VIL.1.9 de loc. cit. appliqué aux
bonnes places de F, et en utilisant le théoreme de densité de Cebotarev, on en déduit que la
représentation galoisienne R¢((II')*°) est isomorphe & Rg(HOO)lGal(ff /vy~ Le cas Iwahori donne
Re((11')%°), =~ (Sp, ® ¢™1)9 de sorte que Re(I1°°), ~ Sp, ® L(m,) et la monodromie est donc non
nulle. O

5.7. Faisceaux de cohomologie des P(t,m,) : preuve de 2.2.5. —

5.7.1. Proposition. — Pour tous p,q > 0 avec p+q+ 1 < s, et pour z un point supersingulier,
z*higr‘}grf(\lf;;z) en tant que GDW,,(d)-module est nul pour i # p+q+1—s et sinon isomorphe
a

TolslD ® D+ ale, X[5—2—p — qlr, ® g(%)(%)

Démonstration. — D’apres 2.2.4, gr?grf(‘lﬂ;’;‘v’) est isomorphe a P(p+q+1,m,)(—552) de sorte
que d’apres 5.6.2, z*higr?grf(\lly);’rz) est nul pour i # p+q+ 1 —s. D’apres (4.3.3) et 5.4.1,
I'image de Y, 2*h'P(t,7,), dans le groupe de Grothendieck de GL4(F,) x W,, est égale & celle de
2*F(s,my)® [;f——l
que

— st . ) o g
Jx, X [s =t = 1], ®L(7,)(*57). Le faisceau étant induit, on en déduit finalement

s—t

ZRETIP(tTy) ~ 2 F (s, m) @ [t — 1]m,§)[s —t—1]r, @ L(my)( )

D’apres le théoréme de Berkovich-Fargues, z*F(s, m,) est munie d'une action de D, qu’il s’agit

maintenant d’identifier. On regarde comme dans la preuve de 5.6.2, la suite spectrale des poids
0J _ pidj . W ters i+jyieno * P

de ¥z, By) = hHgr(Vyv) = KWL 7 et on remarque alors que z*F(s,m,) ® [s — 1], ®

L(my)(25) est un constituant 2*EY'7% alors que [s — 1], n'est pas un constituant de z*E7 pour

(i,§) # (0,1—s). On en déduit alors que 2*F(s,m,) ®[s — 1], ® L(m,)(25) est un constituant de
laboutissement de sorte que d’apres (5.5.2) (iii) et le théoreme de Berkovich, z*F (s, m,) ~ m,[s]|p
d’ou le résultat.

O

5.8. Description de la suite spectrale de monodromie : preuve de 2.2.6. — 1l s’agit de
montrer que, pour tous p,q > 0 avec p+ ¢+ 1 < s — 1, la fleche

grigri (Ulerry — gritgrE (Wit 1] (5.8.1)
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déduite par décalage et rotation du triangle distingué gri™' — I9/19%2 — gr¢ est donnée en
cohomologie en un point supersingulier z

q

— —q—1
SRTITP(p g 1w (— P ) — WP (p g 4 2,m) (<)

2
par I'unique morphisme GL,4(F,)-équivariant non nul

— —
P+ qlr, X[s—p—q—2lx, — [P+ q+ 1z, X[s—p—q— 3]s,

On rappelle que les gradués de la filtration de monodromie sont donnés par gri = @IP Gk gry gr{f
On remarque alors que pour tous p,q > 0 avec p+ g+ 1 < s — 1, il ne peut pas y avoir de
morphisme GDW, (d)-équivariant entre deux sous-quotients irréductibles de

ZFpprati- tgr gry (\IITIe;“) et z*pptat2- tgr grp 4—6+q' (\IIT;;”;)

Ty

pour tout § > 1 sauf si ¢ = ¢+ 1 : en effet pour que z*hp+q+2_tgrq grf g—bid (\IJ]LI7r ) soit
non nul, il faut, d’aprés 2.2.5, que p' +¢ +1 = p+ g + 2, et pour que le poids soit le méme il
faut que p’ = p. Ainsi la suite spectrale de monodromie Fj ) = piti grt (\IJT;;”) hiti \I/T;;f
dégénere en Ey et les d sont données par (5.8.1). Par ailleurs en utilisant que N? induit un
isomorphisme grigrk ~ gri*tPgrk on est ramené i traiter le cas de p = 0. On remarque alors
que 2*hI1=5P (g + 1,7,)(q/2) est de poids 1 — s, le résultat découlant ainsi de (5.5.2).

PARTIE III
APPENDICE : SCHEMAS DE HECKE ET FAISCEAUX ASSOCIES

Il s’agit ici de prouver les résultats techniques sur la catégorie des faisceaux pervers de Hecke
et sur le groupe de Grothendieck des W, -faisceaux pervers de Hecke.

6. Faisceaux pervers de Hecke

6.1. Proposition. — Pour tout schéma de Hecke Xz, les catégories FHg (X1; K) et FPHg (X1; K)
sont abéliennes.

Démonstration. — Les catégories a niveau fini étant abéliennes, on construit étage par étage les
noyaux et conoyaux ; I’existence des morphismes de transition découle alors de la t-exactitude des
morphismes finis [¢] 7, ; qui sont étales si mq(I) = m1(J). En ce qui concerne les conoyaux, on notera
que ([1]sr+F7)" ~ er([1]s1.+Fs) ot er est le projecteur de K[I/J] associé a la représentation
triviale, de sorte que le foncteur qui a F; associe ([1],7,.F ) est exact.

O

6.2. Proposition. — Soient Xz, Xz et Y7 des schémas de Hecke pour (G,T) tels que jr :
Xz — X7 soit un systéme projectif d’immersions ouvertes affines G-équivariantes et Y7 =
X7\Xz. On dispose alors des foncteurs ji, Rj«, jix : FPHg(Xz; K) — FPHg(Xz;K), Pj* = Pt
FPHg(X7;K) — FPHg(X7;K) et pour i : Y7 := Xz — Xz — Xz des foncteurs i, = i) :
FPH([;(YI,K) — FPH(;,(XI;K), pi*, pRi! : FPH(G,(XI,K) — FPH(G,(YI,K)

Démonstration. — On rappelle, cf. [1] 4.1.10, que 7, Rj., j*, i. sont t-exacts et donc égaux a
leur version perverse alors que i* est t-exact & droite. De méme les morphismes [g];; étant finis,
étales si mq(I) = mi(J), [g] (vesp. [g]s1«) est t-exact a droite (resp. t-exact) de sorte que
(Plglsr Plalars) et (Plglyrs = [g],],l,*,p[g]f],j) forment des paires de foncteurs adjoints, cf. [1]
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1.3.17, avec P[1]% ; et P[g]';; (vesp. P[1])1., Tesp. Plg]sr.«) exacts & droite (resp. & gauche, resp.
exact). Pour J C I, considérons le diagramme suivant :

XJ( JJ XJ iy )YJ
J{[Q]J,I MJ,I\L J/E]J.I
XIC Jr X[ i )YI

Soient alors (FI)IEI un objet de FPH(;,(XI;K) et 'LLJJ(g) Fr — [g]J7[7*(.7'-[).
Rijr,. .

- Par application de Rjz . (resp. jz,), on obtient Rjr .Fr Biralusr@)), Rjr«lglor+(Fy) =
— . . i1, (ws,1(9)) . — . . . .
(9] 7.1 «(RissFs) (vesp. jrFr ISR, Galglaa(Fa) = [9].1..(371F1)). Ce qui construit Rj.
et 1. De la méme fagon on construit i,.

- Les cas de Pj* et Pi* s’obtiennent alors par adjonction.

- On définit dans la catégorie abélienne FPHg(Xz;K), ji. := Im(j; — Rj.) ainsi que Pi' :=
Pi* o Ker(1 — Rj.j*).

O

6.3. Proposition. — La dualité de Verdier induit une involution de la catégorie des faisceauz
pervers de Hecke.

—_~—

Démonstration. — On définit uyr(g) : DFr — [g]s.1,+Fs pour tous I, J, g tels que g lJg I,
comme la composée

I «Duk,s(g7t
DF; =~ ((\gr.DFr)" = ([Q]J,I,*[Q_I]K,J,*D}—K) Wl Duse.sts ) ([g9].1.«DF1)!

ou K C J est tel que gKg~! C J. La condition de cocycle est alors clairement vérifiée ainsi que
I'isomorphisme DF; — ([g]s.r.«DFs)! pour tout élément g € I.
O

7. Groupe de Grothendieck de Hecke

On note & le groupe de Grothendieck de la catégorie abélienne des W,-faisceaux pervers de

Hecke. On notera aussi &; pour le groupe de Grothendieck de niveau I et pg : & — lim &;.
I

7.1. Définition. — Un élément P de & sera dit effectif si pour tout I € Z son image pg (P) dans
lim & I'est au sens usuel, c’est a dire s’écrit comme une somme a coefficients positifs de faisceaux

I
pervers simples.

Remarque : les objets de FPHg(Xz;K) ne sont pas en général de longueur finie, cependant tout
objet effectif a une image non nulle dans lim &; et donc dans &.
I

7.2. Lemme. — Soit Pr un élément effectif de & et soit ny = —min{i / h'P; # 0}. Alors le
support de h=™ Py est de dimension ny et on dit que P; est de dimension ny.

Démonstration. — On rappelle que pour tout i, h*P; a un support de dimension inférieure ou
égale a —i. Par ailleurs tout élément effectif de &; s’écrit de maniére unique comme une somme
a coefficients entiers positifs de faisceaux pervers simples de la forme ji, L7, o £ est un systéeme
local irréductible sur un ouvert U; de son adhérence : on note j : Uy < X . La propriété est alors
vraie pour j. Ly et donc pour P : en effet il suffit de regarder une suite spectrale de faisceaux de
cohomologie associée a une filtration de Py telle que les gradués soient simples. O



MONODROMIE DU FAISCEAU PERVERS DES CYCLES EVANESCENTS 33

7.8. Définition. — Un faisceau pervers de Hecke P = (Pr)rez sera dit de dimension (resp de
pure dimension) n := sup;c7 ns (resp. ny = n pour tout I € Z tel que Pr n’est pas nul). On notera
que cette notion de dimension ne dépend que de 'image de P dans lim &;.
T

7.4. Lemme. — Soit P € & effectif et soit Ur — Xz une immersion ouverte telle que pour tout
point géométrique zz de Uz, Zi(—l)iz;hiP soit nulle dans le groupe de Grothendieck correspon-
dant. Alors P est a support dans Yz := Xz\Uz au sens ot pour tout I € T, les faisceaux pervers
simples de l’image de Py sont a support dans Y; au sens usuel.

Démonstration. — On se ramene donc a niveau fini I. Soit alors S un faisceau pervers simple de
dimension maximale d parmi les constituants de P; ; d’apres 7.2, h~%S; a un support de dimension
d alors que par maximalité de d, pour i < —d, les h'S} pour S} un constituant quelconque de
Py, sont nuls. Par perversité les h'S} pour i > —d sont de dimension strictement inférieure & d
de sorte qu’il existe un ouvert V; du support de St tel que pour tout point géométrique z de cet
ouvert Zi(fl)iz*hiPI soit non nul. On en déduit donc que V; C Y et donc que les supports des
hS; sont contenus dans Y;. On raisonne alors par récurrence descendante sur la dimension des
constituants de Py de d a 0, ce qui donne le résultat.

O

7.5. Proposition. — Soit DY(X,K) la catégorie dérivée des K-complexes constructibles sur un
F,-schéma X que Uon muni de la t-structure de perversité autoduale (resp. de la t-structure
triviale) de coeur la catégorie Perv(X) (resp. Const(X)) des faisceaux pervers (resp. des fais-
ceauz constructibles) sur X . Pour tout objet F de DY(X,Q,), son image dans Groth(Perv(X)) est
déterminée par son image dans Groth(Const(X)).

Démonstration. — Etant donnée une catégorie triangulée A localement petite, on considere son
groupe de Grothendieck K(A) défini comme le groupe libre engendré par les classes d’isomor-
phismes d’objets de A quotienté par les relations : A = B + C pour tout triangle distingué
B — A — C T4 Le résultat découle alors du lemme classique suivant. O

7.6. Lemme. — Soit (DS, D?) une catégorie dérivée munie d’une t-structure non dégénérée :
on note C son coeur qui est alors une catégorie abélienne de groupe de Grothendieck Groth(C).
L’application qui a un objet F de D associe

> (=1)'[Ph' F] € Groth(C)
i
induit un isomorphisme du groupe de Grothendieck K(D) de la catégorie triangulée D, sur
Groth(C).
Démonstration. — Pour tout objet G de D et pour tout n € Z, on a un triangle distingué
1
Teng — G — Topp1 G-

de sorte que si G est un objet de D=", on a [G] = (—1)"[Ph"G] + [1,41G] car T<nG = T<,T>nG =
(Ph"G)[n]. Soient alors a et b tels que F sot un objet de DI*l. En appliquant ce qui précede a
T>nF pour n variant de a & b, on obtient I'égalité [F] = >°.(—1)![Ph'F], de sorte que I'application
> i[P;] € Groth(C) — ). o;[P] € K (D) est inverse de celle de 1'énoncé. O

7.77. Proposition. — Soit X un schéma muni d’une stratification
Xzdcx?i=lc...cX?' =X

et soit P un faisceau pervers sur X. Alors l'image de P dans le groupe de Grothendieck des
Jfaisceauz pervers sur X est déterminée par celles de . ,(=1)'[h*(P) x=] dans le groupe de Gro-
thendieck des faisceauz localement constant sur X=h .= X2h — XZ"1 pour tout 1 < h < d.
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Démonstration. — Il suffit de traiter le cas d’une immersion ouverte j : U < X de complémentaire
i: Z — X. Du triangle distingué jij*F — F — ,0*F i1—>, on en déduit que 'image d’un objet
F de D2(X,Q,) dans Groth(Const(X)) est déterminée par celle de j*F dans Groth(Const(U)) et
celle de i*F dans Groth(Const(Z)).

O

7.8. Corollaire. — Soit Xz un schéma de Hecke muni d’une stratification
x2lexzd ... cx2t =X

et soit P un W,-faisceau pervers de Hecke de longueur finie. L’image de P dans & est alors
déterminée par les images de (Zi(—l)ihiP)pg;h, pour tout 1 < h < d, dans le groupe de Grothen-

dieck des faisceauz constructibles sur X7".

Démonstration. — La catégorie des sections de la catégorie fibrée formée par les D%(X;) n’est pas
triangulée mais possede une famille évidente de triangles distingués & savoir ceux qui & chaque
étage le sont. Le raisonnement précédent s’applique tel quel en remarquant, cf. le lemme 5.1.5 de
[7], que tous les triangles considérés sont distingués, pourvu que toute suite exacte de faisceaux
pervers P| — P — P, se compléte de maniére unique en un triangle distingué de DZ(FH). A
chaque étage, d’apres [1] cor 1.1.10 ii), il existe un unique 07 : P» ; — Py r[1] complétant la suite
Py ;1 — Pr — P ; en un triangle distingué. Le fait que (67)7ez est un morphisme découle alors de
cette unicité et de la t-exactitude des [g]J 1« O
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