FILTRATIONS DE STRATIFICATION DE QUELQUES
VARIETES DE SHIMURA SIMPLES

par

Boyer Pascal

Résumé. — Nous définissons et étudions de nouvelles filtrations dites de stratification
d’un faisceau pervers sur un schéma ; contrairement au cas de la filtration par les poids, ou
de monodromie, ces filtrations sont valables quel que soit ’anneau A de coefficients. Pour
A = Q, nous illustrons ces constructions dans le contexte des variétés de Shimura unitaires
simples de [7] pour les faisceaux pervers d’Harris-Taylor et le complexe des cycles évanescents
introduits et étudiés dans [3]. Nous montrons aussi comment utiliser ces filtrations afin de
simplifier ’étape principale de [3]. Les cas de A = Z; et F; seront étudiés dans un prochain
article.

Abstract (Filtration of stratification of some simple Shimura varieties)

We define and study new filtrations called of stratification of a perverse sheaf on a scheme;
beside the cases of the weight or monodromy filtrations, these filtrations are available whatever
are the ring of coefficients. For A = Q;, we illustrate these constructions in the geometric
situation of the simple unitary Shimura varieties of [7] for the perverse sheaves of Harris-
Taylor and the complex of vanishing cycles introduced and studied in [3]. We also show how
to use these filtrations to simplify the principal step of [3]. The cases of A = Z; and F; will
be studied in another paper.

Introduction

Pour [ # p deux nombres premiers distincts, dans [3] nous avons explicité le faisceau
pervers des cycles évanescents & coefficients dans Q;, d’une certaine classe de variétés
de Shimura unitaires X qualifiée de < simple > dans [7], en une place de caractéristique
résiduelle p. Rappelons que cette description ne repose pas sur une étude géométrique
de ces variétés qui consisterait a se ramener a une situation semi-stable; pour 1’essentiel
les arguments se ramenent a de la combinatoire sur les représentations admissibles des
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groupes linéaires sur un corps local et automorphes d’un groupe symplectique sur un corps
de nombres. Au coeur de ces arguments, on trouve la formule des traces de Selberg qui
calcule la somme alternée des groupes de cohomologie de certains systemes locaux dits
d’Harris-Taylor, introduits dans [7], et définis sur certaines strates de la fibre spéciale de
ces variétés de Shimura. L’apport principal de [3] est I’étude des prolongements de ces
systemes locaux a toute la fibre spéciale. Pour I’essentiel la preuve consiste

— a décrire, dans un certain groupe de Grothendieck des faisceaux pervers de Hecke, les

images des extensions par zéro des systemes locaux d’Harris-Taylor puis d’en déduire
celle du faisceau pervers Wz des cycles évanescents.

— Ensuite on étudie la suite spectrale associée a la filtration par les poids de Wz, calculant

ses faisceaux de cohomologie.
Un fait remarquable est que, pour des raisons combinatoires, cette suite spectrale dégénere
nécessairement en Fy et I'étape la plus complexe consiste a montrer que, lorsque ce n’est
pas trivialement faux, les d}"? sont non nulles. Pour ce faire, on utilise

— soit, cf. [3], une propriété d’autodualité & la Zelevinsky sur la cohomologie des espaces

de Lubin-Tate qui passe par un théoreme difficile de comparaison avec 'espace de
Drinfeld di a Faltings et développé par Fargues dans [6] ;
— soit, cf. [4], des arguments combinatoires complexes reposant sur le théoreme de Lef-
schetz difficile, a propos la cohomologie de la variété de Shimura
Une autre facon de voir ces calculs est de considérer la filtration par les noyaux itérés de la
monodromie auquel cas la suite spectrale associée, calculant les faisceaux de cohomologie
hiW7, dégénére en E,. Cette observation nous suggére une stratégie pour montrer que ces
hiW; sont sans torsion : il suffirait

— de construire une filtration entiére de ¥z qui coinciderait sur Q; avec celle par les

noyaux itérés de la monodromie puis

— de montrer que les faisceaux de cohomologie de ces gradués sont sans torsion.

Le point de départ de ce travail est donc de construire un telle filtration entiere, I’étude de
la torsion des h*W; étant repoussée & un prochain article.

L’idée la plus naturelle pour qu’une telle filtration existe quels que soient les coefficients,
est de lui trouver une nature géométrique et donc d’utiliser des stratifications de ’espace.
Ainsi pour un faisceau pervers P sur un schéma muni d’une stratification quelconque, on
le filtre au moyen des morphismes d’adjonction jij*P — P et P — j,j* P, cf. le §21 Pour
A = 7Z,;, on travaille dans la catégorie quasi-abélienne des faisceaux pervers < libres >, cf.
le §1.3] au sens ou étant donné un faisceau pervers < libre >, on lui associe une filtration
dont les gradués sont < libres ». Pour ce faire on est amené a prendre les coimages, et
non les images, des morphismes d’adjonction. Nous verrons dans un prochain papier que
ce phénomene qu’il est naturel de nommer < saturation >, est directement lié a la torsion.
On étudie, §2.3] plus particulierement deux de ces constructions, la premiere dite filtration
exhaustive de stratification et la deuxieme qui lui est duale, la cofiltration exhaustive de
stratification.

Au 3] on explicite ces constructions pour les extensions par zéro des Q;-systeémes locaux
d’Harris-Taylor, §3.3, puis §3.4] pour le Q,-faisceau pervers des cycles évanescents V7o,
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En particulier on vérifie que la filtration de stratification de W7 g, est égale a celle par les
noyaux de la monodromie, alors que la cofiltration coincide a celle par les images.

Rappelons que I'un des intéréts de cet article est de fournir 'ingrédient théorique pour
controler la torsion des faisceaux de cohomologie de Wz. Nous montrerons dans un prochain
travail que cette torsion est toujours nulle ce qui, par le théoreme de Berkovich couplé a
I’analogue du théoreme de Serre-Tate, montre que la cohomologie des espaces de Lubin-
Tate, cf. [3], est sans torsion et non divisible. Afin d’illustrer les techniques qui seront
développées dans ce prochain papier, nous montrons en appendice, comment d’une part
obtenir la filtration de stratification de Wz a partir seulement des arguments de somme
alternée de [3], puis comment en déduire les hiW7.

La lisibilité du texte doit beaucoup a la relecture précise et aux suggestions de J.-F.
Dat qui, en particulier, m’a incité a utiliser le langage des catégories quasi-abéliennes; je
I’en remercie vivement. Merci enfin a D. Juteau pour m’avoir expliqué son travail sur les
faisceaux pervers a coefficients entiers.

Table des matiéres
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2. Filtrations de stratification d'un faiscean pervers sans torsion. ... ... ... 13

1. Faisceaux pervers entiers et théories de torsion

Dans tout le texte, K désignera une extension finie de ; ou Q;, d’anneau des entiers O
et de corps résiduel F = Q/(w). La lettre A désignera une des trois lettres K, @ ou F.
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1.1. Théories de torsion. — Une théorie de torsion, cf.[10] 1.3.1, sur une catégorie
abélienne A est un couple (7T, F) de sous-catégories pleines tel que :

— pour tout objet T" dans T et L dans F, on a Homy(7T, L) = 0;

— pour tout objet A de A, il existe des objets Ay et Ar de respectivement T et F, ainsi

qu’une suite exacte courte 0 - A — A — Ar — 0.

Remarque : T (resp. F) est stable par quotients et extensions (resp. sous-objets et exten-
sions). On dira de (7, F) est une théorie de torsion héréditaire (resp. co-héréditaire) si T
(resp. JF) est stable par sous-objets (resp. par quotients).

Dans une catégorie abélienne A qui est OQ-linéaire, un objet A de A est dit de w-torsion
(resp. w-libre, resp. w-divisible) si ™14 est nul pour un certain entier N (resp. @.1,4 est
un monomorphisme, resp. un épimorphisme).

1.1.1. Proposition. — (cf. [10] 1.3.5) Soit A une catégorie abélienne Q-linéaire; on
note T (resp. F, resp. Q) la sous-catégorie pleine des objets de w-torsion (resp. w-
libres, resp. w-divisibles) de A. Si A est noethérienne (resp. artinienne) alors (T, F) (resp.
(Q,T)) est une théorie de torsion héréditaire (resp. co-héréditaire) sur A.

Remarque : dans une catégorie abélienne Q-linéaire noethérienne (resp. artinienne) tout A
admet un plus grand sous-objet de w-torsion Ay, (resp. w-divisible Ay, ) : A/ Ao (resp.
A/Agiv) est sans w-torsion (resp. de w-torsion) et KA ~ K(A/A,) (resp. KA ~ KAy,).

1.1.2. Notations. — Soit D une catégorie triangulée munie d’une t-structure (D<°, D=9)
au sens de [2] définition 1.5.1; on notera C son ceeur, T<, et T>y, les foncteurs de tronca-
tion ainsi que h" 1= T<,, T>p = To>pT<n. Pour T : Dy — Dy un foncteur triangulé, on note
PT pour h® o T o €1, ot €1 : C; — Dy est Uinclusion du coeur.

Remarque : on rappelle qu'un foncteur triangulé 7' : D; — D, est dit t-exact a droite
(resp. & gauche), si T(D;") € D5 (resp. T(D:") C D5°) et t-exact s'il 'est a droite et
a gauche. Si (T*,T,) est une paire de foncteurs triangulés adjoints, alors T* est t-exact &
droite si et seulement si T, est t-exact a gauche et alors (PT*, PT,) est une paire de foncteurs
adjoints de C; et Cs.

1.1.3. Corollaire. — (cf. [10] 1.3.6) Si C est munie d’une théorie de torsion (T, F)
D0 ={AeDs: WA eT}
D20 .= {AeD=": h(A) € F}

définissent une nouvelle t-structure sur D dont on note TC le ceeur lequel est en outre

munie d’une théorie de torsion (F,T[—1]).

Remarque : on retrouve la t-structure p a partir de p+ via les formules :

D=V :={A e D=V thO(A) € F}
D20:={Ae D=t ThYA) e T}
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de sorte que TtC = C[—1]. En particulier pour A € C (resp. A € *C), on a
Ar = Th 1A et Ar = ThOA. (resp. Ar = h’A et Arq = h'A).
1.2. Recollement. — On suppose données trois catégories triangulées D, Dy et Dp

ainsi que des foncteurs triangulés i, : Dp — D et j* : D — Dy, vérifiant les conditions de
recollement de [2] §1.4.3

1. i, possede un adjoint & gauche noté i* et un adjoint a droite 7' ;
2. j* possede un adjoint a gauche 7, et un adjoint a droite j, ;
3. on a j*i, = 0 et donc par adjonction i*j; = 0 et i'j, = 0; pour A € Dp et B € Dy
Hom(jB,i.A) =0 et Hom(is, j.B) =0;
4. pour tout K € D, il existe d : i,i*K — jij*K[1] (vesp. d : j.j*K — i,4'K[1]),
nécessairement unique, tel que le triangle suivant est distingué
G K — K — i, i" K ~%  (resp. i,i' K — K — j,j"K ~%);

5. les foncteurs iy, ji et j, sont pleinement fideles : les morphismes d’adjonction %7, —
Id — 4'i, et j*j, — Id — j*j sont des isomorphismes.
Etant données des t-structures (D’ DZ°) sur Dy et (D, D2°) sur Dy, on définit une
t-structure sur D par recollement :
D= {KecD: j*K € DF’ et i*K € D3’}
D> .= {KeD: j K € DF’ et 'K € D7"}.
1.2.1. Proposition. — ([10] proposition 2.30) Supposons Cr et Cyy munies de théorie de
torsion (Tg, Fr) et (Ty, Fu). On définit alors une théorie de torsion sur C par :
T:={PeC: P*PeTretj*PeTy}
F:={PeC: P'P¢€FpetjPcFy}

1.2.2. Corollaire. — ([10] lemme 2.32) On a les propriétés suivantes :
Pis(Te) €T Pi(To) €T Pju(To) €T
Pi(Fr) C F Pj(Fu) CF Pju(Fy) CF
Démonstration. — Le résultat découle de la nullité de Pi*Pjy,, Pi'Pj, ainsi que celle, cf. [2]
proposition 1.4.17 (i), des composés j, o Pi,, Pi* o Pjy et Pi' o Pj,. O
Remarque : la t-structure (TD=° +D=%) du corollaire [LT.3 s’obtient par recollement, i.e.
D0 (K eD: BN(K)eT}={KeD: j*K € "D’ et i*K € "D;°}
D20 = (K eD2": B(K)eF}={KeD: jK € "D’ et i'K € *D7"}.
En effet pour K € D=! avec h!(K) € T, du triangle distingué 7<oK — K — h'(K) ~»,
par application de j* (resp. i*), on en déduit, comme j*(D=°) ¢ D5° (resp. i*(D=°) c D3,
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que h'(j*K) = j*hY(K) (resp. h'(i*K) = i*h*(K)) est de torsion et donc j*K € *Dg°
(resp. i* K € tD3°). Réciproquement si j*K € D5 et i* K € tD3" alors K € D! avec
J*hY(K) € Ty et i*h(K) € Tr, soit h'(K) € T. Le cas de TD=? se traite de méme.

1.3. La catégorie quasi-abélienne des faisceaux pervers libres. — Notons tout
d’abord qu’il découle du corollaire [L1.3] et de la remarque qui le suit que

F=D'ntD="=Ccn"*C

est la sous-catégorie pleine des objets libres (resp. divisibles) de C (resp. de ™C). Les
catégories C et TC étant abéliennes, elles possédent des noyaux, images, conoyaux et coi-
mages ; cependant ces notions peuvent étre distinctes selon qu’on considere C ou *C, i.e.
elles ne fournissent pas nécessairement des objets de F.

1.3.1. Lemme. — La catégorie F admet des noyauz et des conoyauz. Plus précisément
pour L, L' € F et f: L — L', le noyau Kerg f (resp. le conoyau Cokerg f) de f dans F
est égal a celui Kere f (resp. Coker+e f) de f dans C (resp. TC).

Démonstration. — Le noyau Kere f (resp. Coker+c f) est un objet de F et Kere — L —
L’ (resp. L — L' — Coker+¢ f) est 'application nulle. Si X — L (resp. L' — X))
est un morphisme de F dont le composé avec L — L' est nul alors, X étant un objet de
C (resp. de *C), la propriété universelle de Kere f (resp. de Coker+¢ f), nous fournit une
fleche Kere — L (resp. par L' — Coker+¢ f) qui factorise X — L (resp. L' — X).
Ainsi Kere f (resp. Coker+¢ f) est un noyau (resp. conoyau) de f dans F. O]

Remarque : d’apres la remarque suivant [L1.3], Th° Cokere f est le quotient libre de Cokere f.
Si L' — X est un morphisme de F dont le composé avec L — L’ est nul, alors X étant
un objet de C, on a une fleche Cokere f — X telle que le composé (Cokere f)ior —
Cokere f — X est nul, i.e. I’ — X se factorise par ThY Cokere f. Ce dernier est donc
égal a Cokerr f = Coker+¢ f. De la méme facon on a Kerr f = h° Kers¢ f.

1.3.2. Définition. — Pour L, L' € F et f : L — L', on rappelle que I'image
Img f (resp. la coimage Coimg f) de f dans F est Kery(L' — Cokerr f) (resp.
Cokerz(Kerr f — L)).

1.3.3. Lemme. — Pour f un morphisme de F, on a Coimr f = Coime f = Ime f et
Imz f =Im+c f = Coim+¢ f. En outre f induit une fleche canonique Coimz f — Imz f.

Démonstration. — On procede comme dans la preuve du lemme précédent en notant que
dans C on a Im¢ f < L' et donc Ime f est un objet de F. De méme dans *C, on a
L — Coim+¢ f et donc Coim+¢ f est un objet de F.

En outre f : L — L' se factorise par Imz f et comme le composé Kerr f — L —
Imz f est nul, il induit un morphisme canonique Coimz f — Im f. U
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1.3.4. Définition. — (cf. [11] §1.1.3) La fleche f est dite stricte si le morphisme cano-
nique Coimz f — Img f est un isomorphisme; on notera alors f : L -~ L’. Une suite
0 — Ly — Ly — L3 — 0 sera dite strictement exacte si Ly est un noyau de Ly — Ls
et Ls un conoyau de Ly — Ls.

Remarque : (f : L — L') est un monomorphisme strict et on note L < L' (resp. un
épimorphisme strict et on note L — L’) si et seulement si son conoyau dans C (resp. son
noyau dans TC) est un objet de F. Dans ce cas 0 - L — L/ — Cokerz f — 0 (resp.
0 — Kerg f — L — L’ — 0) est strictement exacte.

Remarque : la composée de deux monomorphismes (resp. épimorphismes) stricts est strict ;
réciproquement si u o v est un monomorphisme (resp. épimorphisme) strict alors v (resp.

u) est strict.

1.3.5. Proposition. — La catégorie F = C N TC des objets libres (resp. divisibles) de C
(resp. de *C) est quasi-abélienne au sens de la définition 1.1.3 de [11].

Démonstration. — Nous avons déja vu que F possédait des noyaux et conoyaux. Soit alors
f: L1 = Ly un épimorphisme strict et

Ly — L,

.

I —— 1

un diagramme cartésien. Notons L = Kerz(L; — L) de sorte que 0 — L — L; —
Lo — 0 est une suite exacte courte de C. Soit alors L; le tiré en arriére dans C

0—L—>L; —> Ly —0
A
[
| ]
0—>L—>1L;——>Lj)—0.

Comme L et L), sont libres dans C alors Ly est un objet de F et I'épimorphisme strict L, —|
L}, se factorise par L) de sorte que L] — L) est strict d’apres la remarque précédente.
Dualement pour L; — Ly un monomorphisme strict et un diagramme cocartésien

L/1—>L'2

L]

Ll - L27

1. Ces propriétés sont générales dans les catégories quasi- abéliennes cf. la proposition 1.1.8 de [11].
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le conoyau L dans C de L; <} Ly est libre. On note EQ le poussé en avant dans C

0— =L ——=Ly—>L—>0
A
T ‘
|

0 Ly L, L 0.

Comme précédemment Ly est un objet de F et le monomorphisme strict L) < L, se
factorise par Lf de sorte que d’apres la remarque précédente, L) < L), est strict. Ainsi les
conditions (QA) et (QA*) de [11] sont vérifiées et F est quasi-abélienne. O

1.3.6. Notation. — Un morphisme f: L — L' qui est a la fois un monomorphisme et
un épimorphisme sera noté f: L —» L' ; on dit aussi que f est un bimorphisme.

Remarque : la fleche canonique Coimz f — Imx f est un exemple de bimorphisme. Avec
ces notations la factorisation canonique d’une fleche dans une catégorie quasi-abélienne
s’écrit comme suit.

1.3.7. Proposition. — Tout f: L — L' admet une factorisation canonique

L —~+» Coimz f —» Imz f > L.
1.3.8. Définition. — Pour f un monomorphisme, Imz est appelé le saturé de Coimz f.
1.3.9. Lemme. — Dans le cas ou C est QO-linéaire, un morphisme f de F est un bimor-

phisme si et seulement si f Qg K est un isomorphisme. Dans ce cas pour tout entier n
assez grand, il existe g : L' — L tel que g o f = w"Id.

Démonstration. — Si f : L — L’ est un monomorphisme de F alors comme Kerr f =
Kere f, c’est aussi un monomorphisme de C. Comme f est un épimorphisme, Cokere f est de
torsion, autrement dit, Coker r f = Coker+¢ f = Th? Cokerc f est nul puisque *h° Cokere f
est le quotient libre de Cokere f.

A L —» I/ est associée une suite exacte courte dans C,0—-L—L —T—0o0ouT est
un objet de @w" torsion de C pour n assez grand. Soit alors

0—>L—>Ly-—>T—0
-
Y
0— L U T —0
N
R
Y
0—=L-->Ly—=T—=0

ou Lo~ L& T. La composée L' —» Ly —> L est alors un monomorphisme de C dont le
conoyau est de torsion, i.e. L' —» L. O

Remarque : la relation L — L' est d’équivalence sur F.
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1.3.10. Définition. — Pour L un objet de F, on dira que
L1CL2C"'CL62L

est une F-filtration si pour tout 1 < < e — 1, le monomorphisme L; < L, est strict.
Dualement L =L_, - Ly_, — --- — L_; est une F-cofiltration si pour tout 1 <i <e—1,
I’épimorphisme L_; | — L_; est strict.

Considérons a nouveau une situation de recollement comme dans le paragraphe
précédent. Selon la notation [LT.2, considérons les foncteurs Pj, P* 7, Pj,, P*j, ainsi que les
foncteurs extensions intermédiaires ?j,, et P*j,. D’aprés [10] 2.42-2.46, on a les triangles
distingués :

Py = PHjr = Piahiorgt* g [1] ~

P = P = Pishyy i .[1] ~

P — p+j!* - pi*h’gors
PV — Pl — pi*h?ibrei*j* ~
Pj, — Py, — Pihl 0% [—1] ~

tors

1.8.11. Lemme. — Soit L € Fy alors 5L, Pj, L, P* . L et Pj.L sont des objets de F.

1.3.12. Notation. — Pour L,L' € F, on notera f : L — L' une fleche f : L — L’
au sens de la notation [L.3.6, dont le conoyau dans C est dans l'image essentielle de Cp.

Remarques : a) pour tout L € Fy, on voit que P*j L — Pj . L (resp. P*j L — Pj, L) est
un épimorphisme (resp. un monomorphisme) strict, et que

p+j!L > Phul =y p+j!*L = PjL
est la factorisation canonique du morphisme ?*j L — Pj,L au sens de [[3.7]
b) La construction de la preuve du lemme [[L3.9] fournit ?*j, L < Pj,, L dont le conoyau

dans C est ji.(L/I"L).

1.8.18. Lemme. — Soient L € Fy, M € Fx et f : PjL —», M. Alors il existe
g: M —>, PTj, L tel que go f:Pj, L —» PTj.L est le morphisme canonique.

Démonstration. — Soit M — Pj,7*M le morphisme d’adjonction et notons @ le co-
noyau dans F de P*j,j* M = ?4,7*M. De la nullité de Hom(?4, L, Q), on en déduit, via
I’épimorphisme Pj, L — M que M — (@ est nulle ce qui fournit, en utilisant j*M ~ L,
une fleche M — P, L qui factorise Pj, L —» P75, L et donc M —_ Ptj L. O

Remarque : dualement si f : M — P*j L est telle que Cokere f est dans 'image essentielle
de Cp alors f : M —— P*j. L factorise Pj,, L — P*j, L. En particulier on notera que
f:M >, PjL (vesp. f:Pj. L —», M) est nécessairement un isomorphisme.

1.8.14. Proposition. — On suppose que j, (resp. j1) est t-exact pour C (resp. TC) alors
J«(Fu) C F (resp. j(Fy) C F).
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Démonstration. — Soit L € Fyy; comme Pj, = j,, j.L € DN TD2% = F. Le cas de j est
dual : comme *j, = ji, alors 5L € D= N D=0 d’ou le résultat. O

1.4. t-structures perverses. — Dans la suite S désigne le spectre soit d'un corps, soit
d’un anneau de valuation discréte hensélien A, ou celui du normalisé A de A dans une
cloture algébrique du corps des fractions de A. On rappelle en outre que A désigne une
des trois lettres K, @ ou F introduites plus haut. Soit alors X un schéma de type fini sur
S. On note D := Db(X, A) la sous-catégorie pleine de D(X,A) formée des complexes a
cohomologie bornée constructible.

1.4.1. Notation. — Dans la suite du texte, h désignera le foncteur cohomologique as-
sociée a la t-structure naturelle sur la catégorie dérivée considérée.

(a) Cas ou S est le spectre d’un corps : on considérera dans cette situation la
t-structure perverse p définie par :

AecPDV(X A e Vre X, hFitA=0, Vk > — dim@
AePD2(X A) & Ve X, kit A=0, Vk < —dim {x}

ou i, : Spec k(x) — X. On note alors P FP(X, A) le coeur de cette t-structure : c’est une
catégorie abélienne noethérienne et A-linéaire.

Remarque : un objet A de D%(X,0) est dans PD=9(X, ) si et seulement si A ®gF est un
objet de PD=°(X,TF).

1.4.2. Notation. — Les foncteurs cohomologiques associés a la t-structure perverse ci-
avant seront notés Ph'.

Dans le cas ou A = O, en tant que catégorie abélienne Q-linéaire, on obtient comme
précédemment une autre t-structure p+

hii* A =0, Vi > —dim {z} + 1
podim{a}41i+ A de torsion

hiit A =0, Vi< - dim {x}
podim{alil 4 libre

AP DX, A) & Va € X, {
A€PD(X, ) & Va € X, {

dont on notera PTFP(X,0) le cceur et PTh’ les foncteurs cohomologiques. C'est une
catégorie abélienne artinienne et O-linéaire.
Remarque : A est un objet de P D=0 si et seulement si A®ETF est un objet de PD=°( X, F).

1.4.3. Notation. — Nous noterons FPL(X,0) := P*FP(X,0)N?FP(X, Q) la catégorie
quasi-abélienne des faisceaur pervers < libres >.

Remarque : un objet A de PFP(X,0) est libre si et seulement si A ®5 O/(w) est pervers.
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Remarque : la dualité de Grothendieck échange les deux t-structures perverses p et p+ de
sorte que si f est un foncteur exact a droite pour la t-structure p et commute a la dualité
de Grothendieck alors il préserve la catégorie quasi-abélienne des faisceaux pervers libres.

1.4.4. Proposition. — Pour j: U — X affine et P € FPL(U,Q0) on a
j*P = pj*P =P .*Pv j!P = pj!P = p+j!P>
et donc j.P et jiP sont des objets de FPL(X, Q).

Démonstration. — Comme j est affine, j, (resp. ji) est t-exact pour p (resp. p+) et le
résultat découle de la proposition [L3.14] O

(b) Cas ou S = Spec A : on note
— f: X — S le morphisme structural ;
— s = Speck (resp. n = Spec K) le point fermé (resp. générique) de S';
— X, (resp. X)) la fibre spéciale (resp. générique) de X ;
—1: Xy = X (resp. j: X;, = X) l'inclusion fermée (resp. ouverte).
Le complexe f'Ag[2](1) est dualisant sur X d’apres [5] Th. finitude §4. On considere alors la
t-structure sur X obtenue par recollement de la perversité autoduale p sur la fibre spéciale
X, de X et de la t-structure (PD="1(X,, A),?D="1(X,, A)), notée p[1], ot p est la perversité
autoduale sur la fibre générique X, de X. Autrement dit, en posant, d’apres [1] XIV 2.2,
pour z un point de X d’image y dans S, 6(x) = deg Tr r(x)/k(y) + dim {y}, on a
AePDVX A) & Ve e X, h(itA) =0,Yqg > —i(x)
AePD(X,A) & Vo e X, hi(iLA) =0,Vqg < —6(x)
On définit de méme la t-structure p+ sur X de sorte que le foncteur dualisant
Dx = RHom(—,Kx) échange PD=°(X,A) (resp. P*D=U(X A)) et PTD=9(X,A) (resp.
PD20(X, A)).

1.4.5. Proposition. — Le foncteur j. (resp. ji) est t-exact pour X, muni de la t-
structure p[l] (resp. p+ [1]) et X de la t-structure p (resp. p+) définie ci-dessus.

Démonstration. — Pour j,, cf. par exemple [8] bas de la page 48; le cas de ji est dual. O

On note alors PUFPL(X,,0) := PD=7Y(X,,0) N P*D="1(X,,0) la catégorie quasi-
abélienne des faisceaux pervers < libres >.

1.4.6. Corollaire. — (cf. la proposition Si Lo € PWFPL(X,,0) alors jLo,
J«Lo, PjiLo et PTj.Lo appartiennent a FPL(X,Q), i.e. sont aussi < libres .

(c) Cas oi1 S = Spec A : on note

— 5= Speck (resp. 7 = Spec K) le point fermé (resp. générique) de S';
X5 (resp. Xj) la fibre spéciale (resp. générique) de X ;

i: X5 X (resp. j : X; = X) linclusion fermée (resp. ouverte).
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Remarque : dans cette situation, il n’y a plus de complexe dualisant.

On considere alors les t-structures suivantes :

— p(1) en recollant (PD="1(X;, A),?D="1(X;, A)) et (PD="(X5, A),PD=°(X5, A));

— p(0) en recollant (PD=°(X;, A),?D=°(X;, A)) et (PD=Y(X5, A),?D=°(X5, A)).
Remarque : on notera p(1)+ et p(0)+ les t-structures obtenues en recollant comme ci-dessus
a partir des versions p+ sur Xj et Xj.

1.4.7. Proposition. — (i) Pour X; et X munis des t-structures p[1] et p(1) (resp.
p[1]+ et p(1)+), les foncteurs j. et ji sont t-ezacts. Pour Lo € PFPL(X;, 0), on a

jeLo = "W Lo ="V Lo € PYFPL(X, 0)
et on a la suite evacte courte dans PV FPL(X, Q) :
0— E*g*l}*L@ — j!L@ — j*L@ — 0.

(i) Pour X; et X munis des t-structures p et p(0) (resp. p+ et p(0)+), les foncteurs j.
et ji sont t-ezacts. Pour Lo € PFPL(X;,0), on a

JiLo =P, Lo = PO Ly € PO FPL(X, Q)
et on a la suite eracte courte dans PO FPL(X, Q) :
0— ng@ — j*L@ — E*;*l}*L@ — 0.

Remarque : le complexe i*j,Lg est le complexe des cycles proches notés VU, (Lo) que I'on
considere muni de son action du groupe de Galois.

Démonstration. — (i) Le foncteur j, (resp. ji) est t-exact a gauche (resp. a droite) pour
p et p+. Par ailleurs comme d’apres [8] §4, i*j, est t-exact relativement & p sur Xy etp
sur X;, on en déduit que j. est t-exact relativement a p[1] sur X; et p(1) sur X. En ce qui
concerne j;, considérons le triangle distingué jj*K — K — i,i*K ~» pour K = j,Lg
avec Lo qui est p[l] pervers. La suite exacte longue de p(1)-cohomologie et le fait que
PhTi*j, Lo est nul pour tout r # —1, donnent la nullité des PMA757* K pour tout r # 0
ainsi que la suite exacte courte

0— i," V1K — jj*K — K — 0

avec PR~ K = W, (L) qui est p-pervers. On en déduit alors que j; est t-exact relative-
ment & p[1] et p(1) ainsi que j,Lgo = M5, Lo.

Soit alors Lo qui est p[1]+ pervers et soit PIURLy — Lo — P7rs Lo ~~ le triangle
distingué associé ott P71 Lg[1] est p[1] pervers de torsion et PIUROLg est libre. Apres ap-
plication du foncteur exact j, on obtient 7,PMh°Ly — j.Lo — j.PM7s1 Lo ~~ o 7,PURO Ly
et 7.7 Lo[1] sont p(1)-pervers. Par ailleurs comme pour tout M qui est p[l]-pervers,
g M = P15 M il découle du corollaire que j,PMROLg (resp. j.PM7sLo[1]) est libre
(resp. de torsion). On en déduit alors que j, est t-exact a gauche relativement & p[1]+ et
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p(1)+ et donc t-exact. La t-exactitude de j relativement a p[1]+ et p(1)+ s’en déduit alors
comme précédemment.
Remarque : pour tout M qui est p[1]+ pervers, j, M = P+5 M.

(ii) Le raisonnement est strictement identique en notant que relativement aux -
structures p et p(0), i,j* est t-exact de sorte que pour K = j, Lo, i,i*K et P K = VU, (Lo)
sont p-pervers alors que PMA~1i* K est nul. O

2. Filtrations de stratification d’un faisceau pervers sans torsion

On suppose le schéma X muni d’une stratification & = {X = X=! D X223 ... D X=¢}
ou pour tout 1 < h < e, la strate X=" est de pure dimension dj ot = dim X =d; > dy--- >
d. > 0. On notera j=" : X=h <3 X2 et 4, : X=" < X. On rappelle, cf. la définition 4.3}
que FPL(X,A) désigne la catégorie quasi-abélienne des faisceaux pervers < libres > ; en
indice dans les notations, on la notera simplement F.

2.1. Cas d’une situation de recollement. — Dans ce paragraphe on s’intéresse au
cas oll e = 2; on notera simplement j : U := X1 — X222 < X et i: F := X=? < X. Pour
L € FPL(X, A), on considere le diagramme suivant

L

PG L Pt L P L Pt L

ot la ligne du bas est la factorisation canonique de P*7j5*L — Pj,5*L, cf. la proposition
[L3.7 et les fleches < en biais > données par adjonction.
2.1.1. Définition. — On note Py, := i,Phy;}. i*j.j" L = Ker;(”j;j*L —» pj!*j*L). Avec

les notations du diagramme ci-dessus, on pose
FilOUv!(L) = Imyz(can; ;) et Fila}!(L) = Im;((canLL)pL).
2.1.2. Lemme. — Avec les notations précédentes, Fil;)(L) C Filj; (L) C L est une F-
filtration au sens de[L310, avec L/ Fily; (L) ~ i,P+*i*L et
Pjuej* L > Fily,(L)/ Filyy (L).

Démonstration. — Le premier isomorphisme est immédiat en utilisant la suite exacte
longue de cohomologie associée aux foncteurs Pthl sur jij*F — F — i, 0" F ~.

Comme Fil;j(L) = Imr (canLL : P — Fil&!(L)), par définition de l'image, le mono-
morphisme Fila},(L) — FilOUv!(L) est strict, i.e. grf;, (L) == Fil&,(L)/Filgi(L) est un objet
de FPL(X, A). Ainsi ’épimorphisme P*j5*L —» FilOUv!(L) — grg; (L) se factorise en un
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épimorphisme f : Pj,j*L — grU.( ). Or ce dernier étant un isomorphisme sur U, Kerr f
est de la forme i, L" avec L' € FPL(F, A); comme Homz (i, L', j.j*L) est nul on en déduit
que L est nul et donc que f est un monomorphisme de FPL(X, A), d’ou le résultat. O

Remarque : d’apres le lemme [[.3.13] il existe une fleche Fil%ﬁ(L)/Fil[}}!(L) —», Pty g*L
dont la composée avec celle de 1’énoncé est la fleche canonique ?jy,j*L — P j,7*L.

pjl*j*LH Fllloj /Fﬂa.

\

On résume les constructions précédentes par le diagramme suivant :

]'*]

Pjuj* L g1y, (L)

P4 j* L — Fil} (L)~ L | (Rarai)
Py i*joj L —— Py Fily} (L)

Remarque : en utilisant le morphisme can,; du diagramme du début de ce para-

graphe, le lecteur vérifiera aisément que Filj (L) = Kerf((can*,L)Imf(can!’L)) et

gy (L) = Im;<(Can*7L)|ImF(Cam’L)> lequel est bien < coincé > entre

p]'*j*L = COim]—'((Can*,L>|Coim}-(cang,p)) et p+j!*.j*L = Im]—'((Can*,L>|Im}-(can!,p))-

2.1.3. Définition. — La filtration Fil;;)(L) C Fil}; (L) C L est dite saturée si can, ;, est
strict i.e. si Fil&!(L) = Coimg(cany ).

Remarque : si Fil&,(L) = Coimg(can, ) alors la composée P, —— jij*L — Fil&,(L)
est stricte i.e. Filyj(L) = Coim;((cang,L)PL). De méme I’épimorphisme ?j,j*L —»
Fil&!(L) —= grg; (L) est strict de sorte que ce dernier est un isomorphisme.

Remarque : la dualité D de Grothendieck-Verdier stabilise FPL(X, A), échange les mono-
morphismes (resp. stricts) avec les épimorphismes (resp. stricts). En utilisant D(Img f) =

Coimz(Df) et D(cany ) = can, p(r), on peut dualiser les constructions précédentes, ce qui
donne des cofiltrations définies comme suit.
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2.1.4. Définition. — On note Q, = i,PhY;, .i*j.j*L = Cokerr (erj!*j*L — pj*j*L> et
pr, 'épimorphisme py, : P75, j*L — Q. On définit alors

CoFily.o(L) = Coimg(can, ) et  CoFily. (L) = Coimz(pL o can, r).

On obtient ainsi une F-cofiltration, L — CoFily ., o(L) — CoFily . 1(L) dont le noyau
gry.1(L) de CoFily, o(L) — CoFily. (L) s’inscrit dans un diagramme commutatif

i L gry.1 (L)
+

Pt 5*L.

Jr

En ce qui concerne le noyau de L — CoFily . o(L), en vertu de la suite exacte dans C :
0— i,%i'L — L — Pj.j*L — i,’hYi'L — 0,
on en déduit qu'il est isomorphe & ,7i'L. On résume cette construction par le diagramme

grU,*,1(L)(T> Prgg* L

~

[ |
|

i Pit [ ——+ L + CoFily (L)~ ?j,j*L

i

COFilU7*71 (L) C—— QL

ph?ibrei*j*j*L
avec CoFily . o(L) ~ D(Fil% (D(L))) et CoFily.1(L) ~ D(Fil;}(D(L)) ).
2k, U, 2k, U,

2.1.5. Définition. — La cofiltration L — CoFily. (L) — CoFily.1(L) est dite saturée
si can, j, est strict, i.e. si les coimages de la définition Z.1.4] sont égales aux images.

Remarque : le lecteur notera que py, étant strict si can, j est strict alors p; o can, ; aussi.
L’auteur préférant les filtrations aux cofiltrations, on utilisera la définition suivante.

2.1.6. Définition. — Pour § = 0,1, on note Filj, (L) = Kerz(L — CoFily.s(L)), i.e.
FilOUv*(L) = Kerg(can, ) et Fﬂ(l]?*(L) = Kerz(pg, o can, r).
On obtient ainsi une F-filtration Fil&*(L) — Filb*(L) — L.

Remarque : de la méme facon la filtration Fil;;' (L) C Fil,(L) C L définit une F-cofiltration

L — COFi1U717,1<L) —» COFilU,!,()(L)
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avec CoFilyy _1(L) := L/Fily)(L) et Filyo(L) := L/Fil},(L). La dualité de Verdier-
Grothendieck échange ces notions, i.e. pour d = 0,1 ona Fil‘,sj,*(L) ~ D(CoFilU7!7_5(D(L)))
et Fil;}(L) ~ D(CoFilU,*ﬁ(D(L))).

2.2. Filtration et cofiltration de stratification. — Traitons a présent le cas général

ou la stratification & admet éventuellement plus de deux strates, i.e. e > 2. Pour tout 1 <
h < e, on notera X'Sh := X2 — X2+l ot jish . X1 <h <y X>1 Pinclusion correspondante.

2.2.1. Définition. — Pour L un objet de F et 1 <r <e — 1, soit

Filg, (L) := Imr <p+j}9 L — L).
2.2.2. Proposition. — La définition précédente munit fonctoriellement tout objet L de
F d’une F-filtration, au sens de[l.3.10, dite de G-stratification
0 = Filg,(L) C Filg,(L) C Filg,(L)--- C Filg (L) C Filg,(L) = L.
Démonstration. — Par construction les Filg (L) et L/ Filg (L) sont des objets de F. En

outre comme j1<7—b* Filg (L) =~ j1=r=1* [, le morphisme d’adjonction P* 'S 1< —lap,
L se factorise par Filg (L)

]5‘117"G ,1
Filly (L
de sorte que Filg,' (L) — Filg, (L) est un monomorphisme strict. O

2.2.3. Définition. — On dira que L est &j-saturé si pour tout 1 < r < e —

1, le morphisme d’adjonction Ptj="jSr*[ — L est strict, ie. si Filg,(L) =

Coimg ( P15/ =" j1<m* L — L) Autrement dit si pour tout 1 < r < e — 1, i L est

un objet de F.

Remarque : Filg ' (L) étant construit, on peut aussi obtenir Filg (L) comme suit. Le quo-
tient L/ FIIG,! (L) est & support dans X=" et on considére i, , Fily—. ,(L/ Fil%f(L)) au
sens de la définition 2T pour U = X=" < X=". Soit alors Fil&!(L) le tiré en arriere

Filg,' (L L L/ Filg,' (L)

- J

Fills;! (L) Filg (L) - —= iy.. Filg ., <L/ Fﬂgj,l(L)>
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Par construction ?Th%* <Filg,1(L)> est nul et donc PTh%* (Filgﬁ(L)) aussi. Ainsi la nul-
lité de P*hOir, (ir,* Fil%-., (L/ Filg,!I(L))) implique celle de p*hoij+1ﬁlg,!(L) de sorte que
ﬁl;J(L) est la coimage du morphisme d’adjonction P+ j="* (ﬁlg,(L)) — livil;,,(L). En
prenant le j'<™* du diagramme précédent, on en déduit que j!S"*L ~ jlﬁ”’*ﬁlg!(L) de

sorte que I:“vilrm([,) ~ Filg ,(L).

2.2.4. Définition. — Pour L un objet de F et 1 <r <e — 1, soit

*

CoFilg ..(L) = Coimg (L — pjlﬁ”jlﬁ’**L).
2.2.5. Proposition. — La définition précédente munit fonctoriellement tout objet L de
F d’une F-cofiltration dite de &-stratification
L= COFilG7*7e(L) - COF1167*76_1(L) i cd COF1167*71(L) - COF1167*70(L) = 0.
Remarque : comme précédemment, on peut construire cette cofiltration de maniere
itérative. Supposons construit CoFilg . ,—1(L) et notons K, = Kerg (L —| C0F1167*7,n_1(L))

& support dans X=". Soient alors K, — 4., CoFilx=r,(K,) et le poussé en avant

Kr( L COFﬂG7*7r_1(L)

| i \

iy CoFily=r . o(K, )& — = CoFilg (L) —= CoFile ., 1(L).

—~—

Comme précédemment on montre que CoFilg ., (L) ~ CoFilg ., (L).
2.2.6. Définition. — Pour tout 0 < r < e, on note
Filg",(L) := Kerz (L — CoFils . »(L)),
ie. Filg (L) = Ker;(can*L L — pjig”jlg"’*L). On obtient ainsi une F-filtration
0 = Filg%(L) C Filg S(L) C --- C Fil (L) = L

dont on note grg', (L) les gradués. On dit que L est &,-saturé si pour tout 1 <r <e—1,
I'épimorphisme L — CoFilg . (L) est strict.

Remarque : on peut aussi définir la cofiltration CoFile, (L) := L/Filg,(L). Comme
précédemment la dualité de Verdier échange ces notions, i.e. D(CoFilG7!7_r(L))

12

Filg”.(D(L)), et D(CoFilG,”(L)) ~ Fill, (D(L)).
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2.3. Filtrations exhaustives de stratification. — Dans ce paragraphe on cherche a
raffiner les filtrations du paragraphe précédent de facon a obtenir la filtration la plus fine
possible < adaptée > a la stratification & au sens suivant.

2.3.1. Définition. — Un faisceau pervers L € FPL(X,A) est dit adapté a la stratifi-
cation & s’il existe 1 < h < e tel que L ~ 4.5 L et que le morphisme d’adjonction
gy (Z;;L) — 4y L induit un bimorphisme

inPin g7 (ZZL) 4 L.
Une F-filtration sera dite adaptée a & si tous ses gradués le sont.

Remarque : les filtrations Filg, et Filg, du paragraphe précédent ne sont, en général,
pas adaptées a &. Une facon d’y remédier serait de les combiner en considérant les
gré .8rs, - - - 8ré.ere (L), Une autre, plus simple, consiste a utiliser les Fill_]}! du §2.11

2.3.2. Notation. — Poure > 2 etr € Z— {0}, on note vy.(r) la valuation 2-adique de

e r=2"<"m avec m impair et on pose vy.(0) = e — 1.

2.3.8. Proposition. — Etant donnée une stratification & = {X = X2 D ... D X2¢} de
X, tout objet L de FPL(X, A) est muni fonctoriellement d’une F-filtration dite exhaustive
de &-stratification

0=Fillg? (L) C Fillg} *Y(L) C --- C Filld (L) € --- C FillZ, ~(L) = L,

telle que pour tout |r| < 2°7', il eziste P, € FPL(X~*7"2) A) tel que grrg,(L) =
FillTG’!(L)/Fillgll(L) s’inscrive dans un diagramme commutatif de bimorphismes

p+;2e—v2(r)

. e— .
Ze—vg(r),*p]!;e U2(T)Pr( n Ye—vy(r),x" Jix P,
\ /
grre (L)
Démonstration. — On va montrer le résultat par récurrence sur e, le cas e = 2 étant

donné par la construction Fﬂ(}}!(L) > FilOUv!(L) s Fil,&,(L) := L du §2.11 Supposons
donc le résultat acquis jusqu’au rang e — 1 et traitons le cas de e. Partant d’un objet
L de FPL(X, A), on note Filly,(L) := Filg,(L) = Filk= (L) et Fillgh(L) = FilyLi (L)

ot le gradué grrg (L) := FillO&!(L)/Fillé}!(L) < factorise > le morphisme canonique
Pzt (72 L) g PR (210L), e,
ijl (jZL*L)( " P+j§1 (jZL*L)

e A
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Comme Fillg}(L) (resp. L/ Fillg (L)) est a support dans X=2, muni de la stratification
Sl:={X=222 ... D X2} il est, d’aprés 'hypothese de récurrence, muni d’une filtration

0= Fillg?, " (Fﬂlg},(L)) C - C Fillgs, (Fiug},(L)) C .-+ C Fillg, f—1<Fﬂl(g}!(L)> = Fillg}(L),

726—2

(resp. 0 = Fillg¥, (L/ Fﬂlg!(L)) C -+ CFillg, fl(L/ Fill%,,(L)) =1/ Fill%,,(L).)

Pour tout |r| < 272, on pose Filléie%”(L) = Fillg17!<Fill%7!(L)) ainsi que le tiré en

arriere :

0 — Fillg (L) L/Fillg (L)

\ J

L
A
|
|
J
0 —— FillY (L) —= FillZ, "+ (L) - - = Filll, (L/ Fill%,,(L)) )

En notant que pour |r| < 272 vy .(r) = v9.(£2°72 + 1), on voit que la propriété sur les
gradués est clairement vérifiée. O

2.3.4. Définition. — On dira que L est exhaustivement &,-saturé si dans la construction
précédente tous les morphismes d’adjonction considérés can, p, sont stricts, cf. 213l

Remarque : comme précédemment, en utilisant les L' — CoFily . o(L') - CoFily, 1(L'),
on construit une cofiltration exhaustive de ©-stratification

L= COF11167*’26—1(L) - COFﬂlG,*’Qefl,l(L) —» e —» COFiHG,*’,Qe—I(L) =0

vérifiant des propriétés analogues a celles de la proposition précédente.

2.8.5. Définition. — Avec les notations précédentes, pour tout |r| < 2¢71,
Fillg",(L) = Kers(L — CoFills . .())

définit une F-filtration dont on note grrg (L) les gradués. Cette filtration sera dite &.-
saturée si les épimorphismes L — CoFilg . (L) sont stricts.

Remarque : comme précédemment la dualité de Verdier échange filtrations et cofiltrations,
i.e. D(CoFill ., (L)) ~ Fillg,(D(L)) et D(CoFills (L)) ~ Fillg ,(D(L)). En particulier
si L ~ D(L) est autodual, alors il est G-saturé si et seulement s'il est S,-saturé.

Remarque : pour O un anneau de coefficients, soit Ly < L; un monomorphisme strict de
FPL(X,0) dont le conoyau est de la forme 7,75, P — L,/Ly — 1,?7j,P o1 j : U — U
est une inclusion ouverte et i : U < X est une immersion fermée. On suppose donné
G € FPL(X,O) tel que Z*pj;*P s G —» E*”Jrjg*P. Comme d’apres le lemme [[.3.9], —
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est une relation d’équivalence et que L;/Lg et G sont équivalents a 7,75, P, il existe une
fleche G — Li/Lg de sorte que le tiré en arriere
Ly ——L|---—>G
|
|

¥
Lo —>L1 —»LI/LO

fournit un objet L] — L; munit d'une F-filtration L, C L} dont on a modifié < la
position > du gradué L) /L, par rapport a celle de L;/Lg. Plus généralement le lecteur se

convaincra qu’étant donnés :
— un objet L de F dont la filtration de G-stratification exhaustive fournit pour tout r € Z
tel que |r| < 2°7! des faisceaux pervers P, sur X—¢2(") et ie,vg(r),*pjier(r)Pr —

grrre (L) — Z.efvg(r),*erj!Ee_m(r)Pr7
.>e—va(r) .>e—va(r) Pr

— pour tout |r| < 2¢7! des Te—uo(r),s Jix P — Gy = de_yy () "5
on peut construire L' dont les gradués de la filtration exhaustive sont les G,.

3. Faisceaux pervers sur les variétés de Shimura simples

Désormais nous nous placerons dans le cas A = Q;; le but de ce paragraphe est d’ex-
pliciter les constructions précédentes sur le faisceaux pervers des cycles évanescents des
variétés de Shimura simples de [7].

3.1. Rappels sur les représentations de GL,(K). — Dans la suite K désigne un
corps local non archimédien dont le corps résiduel est de cardinal ¢ une puissance de p
et on rappelle quelques notations de [3] sur les représentations admissibles de GL,(K) a
coefficients dans Q; ot [ un nombre premier distinct de p.

3.1.1. Notation. — Une racine carrée q% de q dans Q; étant fizée, pour k € %Z, nous
noterons w{k} la représentation tordue de  de sorte que l'action d’un élément g € GL,(K)
est donnée par w(g)v(g)F avec v : g € GL,(K) s g~ val(dete),

3.1.2. Définition. — Pour (m,V]) et (ma, V2) des R-représentations de respectivement
GL,,(K) et GL,,(K), et P,, n, le parabolique standard de GL,, 1y, de Levi M = GL,,, x

GL,,, on notera
GLny 4y (K

T1 X Ty i= Indp )7T1{TL2/2} ® mo{—n1/2}.
On rappelle qu'une représentation irréductible admissible 7 de GL,,(K) est dite cuspidale
si elle n’est pas un sous-quotient d’une induite parabolique propre. Pour g un diviseur de
d = sg et m une représentation cuspidale irréductible de GLy(K), 'induite parabolique

ﬁ{lgs}XW{ggs}x---xw{S;I}
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possede un unique quotient (une unique sous-représentation) irréductible noté St () (resp.
Speh,(7)). D’apres [13] 2.10, l'induite parabolique Sty_;(m{—%}) x Speh,(7{%5*}) admet
une unique sous-représentation irréductible que 1'on note LT, (s,t). Afin d’éviter d’avoir &
écrire systématiquement toutes ces torsions, on introduit la notation suivante.

3.1.3. Notation. — Un entier g > 1 étant fixé, pour m et mo des représentations de
respectivement G Ly, ,(K) et GLy,,(K), on notera

N t t
T X Ty = 7T1{—§2} X 7T2{§1}.

3.2. Variétés de Shimura unitaires simples. — Soit F' = F'"E un corps CM avec
E/Q quadratique imaginaire pure, dont on fixe un plongement réel 7 : F* < R. Dans [7],
les auteurs justifient I'existence d’un groupe unitaire G, vérifiant les points suivants :
- G (R)~U(1,d—1) x U(0,d)"*;
- G (Qp) ~ (Qp)* X [Ti=1(BP)* olt v = vy, vy, -+, v, sont les places de F' au dessus
de la place u de E telle que p = u“u et ou B est une algebre a division centrale sur
F de dimension d? vérifiant certaines propriétés, cf. [7], dont en particulier d’etre soit
décomposée soit une algebre a division en toute place et décomposée a la place v.
Pour tout sous-groupe compact U? de G-(A>?) et m = (my,--- ,m,) € Z%,, on pose

UP(m) = UP x LS x [[ Ker(Of5 — (Os, [vi")")
i=1 '
3.2.1. Définition. — Pour UP < assez petit >> soit Xyw(m) < la variété de Shimura
associée a G > construite dans [7]. On notera Z ’ensemble de ces UP.

On note Z l'ensemble des sous-groupes compacts ouverts < assez petits > de G, de la
forme UP(m) et donc muni d'une application m; : Z — N.

Pour tout I € Z, X est un schéma projectif sur Spec O, ; les (X7) ez forment un systeme
projectif noté simplement X7 muni d’une action par correspondance de G,(A*), ou les
morphismes de restriction du niveau g, sont finis et plats et méme étale si my (1) = my(J).

3.2.2. Définition. — (cf. [3] §1.3) Pour tout 1 < h < d, XIZQ (resp. X77) désigne la
strate fermée (resp. ouverte) de Newton de hauteur h de la filbre spéciale géométrieque X7 5
de X7, i.e. le sous-schéma dont la partie connexe du groupe de Barsotti-Tate en chacun de
ses points géométriques est de rang > h (resp. égal a h).

3.2.8. Proposition. — (cf. [9]) Les X;I sont affines de pure dimension d — h.

Remarque : ces XIZQ munissent X7z ; d'une stratification & dite de Newton qui sera la seule
considérée de sorte que 1'on fera disparaitre le symbole & de toutes les notations.

2. tel qu’il existe une place x pour laquelle la projection de U?P sur G(Q,) ne contienne aucun élément
d’ordre fini autre que U'identité, cf. [7] bas de la page 90
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8.2.4. Proposition. — (cf. [7] p.116) Pour tout 1 < h < d, les strates X7 sont
géométriquement induites sous l'action du parabolique Py q—n(Oy), au sens ot il existe
un sous-schéma fermé XI:,L?J tel que :

X = X7t X, (0o pom) GLa(Ou /o™ D).

3.2.5. Notation. — On notera X%gl l'adhérence de XI:,QI dans XIZS?

Remarque : Taction de P, 4p(F),) sur X;gl se factorise par 'application < %’ gtt ) —
(v(det g%), g¢*). En outre 'action d’un élément w, € W, est donnée par celle de — deg(w,)

sur le facteur Z ci-dessus, ou deg est la composée du caractere non ramifié de W, qui
envoie les Frobenius géométriques sur les uniformisantes, avec la valuation v de F,.

3.2.6. Notation. — On notera

. y>h _ w>1 >h. y=h >h . >h . y=h >h
ih: Xz o Xzs=X75 J7 1 Xz = XT5, 0 X712 XTsr

3.3. Systeémes locaux d’Harris-Taylor. — Soit D, 4 'algebre a division centrale sur
F, d’invariant 1/d et d’ordre maximal D, 4. A toute représentation irréductible admissible
T, de D; », Harris et Taylor associent un systeme local . 7 sur X;gl muni d’une action
de G(A>P) x QF X Ppan(F,) x Tli—o(BP)* x Z qui d’apres [7] p.136, se factorise par
G(h)(AOO)/Dﬁmh via

<g007p7 9p,0, Cs Gus Guy» k) = <gp,007 gp,quiv(det gf,)’ g:t7 Gu;» 5) (331)

ot GIW(A%) := G(A®P) x Qi x GLy_n(F,) % TTy(B®)* x D, et oit g, = ( T )

et & € D, sont tels que v(rn(0)) = k4 v(det g5). On note F, 7 le faisceau sur XZ" induit

frv,z = fTv,I,l X Py a_n(Fy) GLd(Fv)-

3.8.2. Notation. — Toute représentation irréductible 7, de D7, est l'image par la cor-
respondance de Jacquet-Langlands locale d’une représentation de la forme Sty(m,) ot w, est
une représentation irréductible admissible cuspidale de GL,(F,) avec h = tg. On la notera
mo[tlp et pour (m, [t]D)WUXh = @™ pui avec py; irréductible, soient

€y

F(my,t)1 = @‘va,i7171 et F(my,t) = F(m,t)h Xp, 4 ,5) GLa(Fy)
i=1

. —t . . . =t
le faisceau sur X7 2, et sa version induite sur X7 2.
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3.3.3. Définition. — (Systémes locaux dits d’Harris-Taylor) Pour II; une
représentation de GLy,(F,), on note HT (m,,I1;) = F(m,, t)[d — tg] ® = “ ® 11, ot
'action se déduit par induction par celle de (g%, gp.0, ¢, 95, Gu;, 95, 0) dans

G(A®P) X QF X (Z X GLy_41y(F,))" x H (BP)* x GLyy(F,) x W,

sur le faisceau non induit, ou le radical unipotent de Ptg,d(Fv) agit trivialement, g agit sur
II; et pour v € Dy, /Dyy, tel que v(rny) = v(det g5) — dego,

(g7, gpoq Tt oI =deer oy gt g,) € GU(A™) /DY,

agit sur F(t,m,).
3.3.4. Théoréme. — (cf. [3] théoréme 2.2.5) La fibre en un point supersingulier de
hlj,* gHT(m,Ht) est nulle sauf pour i = t — s ou, dans le groupe de Grothendieck des

représentations de GLg(F,), elle est un multiple de I1; X Speh,_,(m,). Elle est en outre
pure de poids t — s.

Soit alors m, une représentation irréductible admissible cuspidale de GL,(F,) et on note
s = LgJ. Pour tout 1 <t < s, considérons la filtration de stratification du §2.2]

0 = Fil,(m,, I1;) € Fill™(m,, IL,) € - - - C Fil(m,, 1) = dygnii Y HT (7,,11,).

3.8.5. Proposition. — Les gradués gr."(m,,11;) = Fil."(n,, I,)/ Fil;" (7, II,) sont
tous nuls sauf pour r =1 — kg pourt < k < s auquel cas

etk (1, T1) 22 g j2M HT (1, T X Sty (1)) @ ZEH/2,

Démonstration. — On rappelle que d’apres [3] proposition 4.3.1 et corollaire 5.4.1, pour
tout 1 <t < s, les constituants simples de iy, .ji Y HT (m,, II;) sont les

. . — —(f—
P, = ’Lkg7*j§kgHT(7TU, IT; X Sty_¢(m,)) @ =t-k)/2

pour t < k < s. Pour tout 1 < r < d, I'image CoFilg ., (7, [I;) du morphisme d’adjonction
itg7*j!2tgHT(7TUa Ht) — ji <rjl<r * ('Ltg *]I HT(TFU, Ht))

1<y - 1<

est ji,= J (z tg . j. YH T(m,, Ht)). L’image de ce dernier dans le groupe de Grothendieck

est supérieure a >y~ D et 'énoncé consiste a montrer I'égalité. Le résultat est évident
pour r < tg, supposons alors le résultat acquis jusqu'au rang r» — 1 > tg et traitons le
cas de r. Soit ky maximal tel que kog < r; d’aprés 'hypotheése de récurrence j'=n* P,

est un sous-objet de j! <r*<’Lg*j. HT(?TU,Ht)> de sorte que Py, est un sous-objet de

A<r . S1<r %

T g < g*j, HT(?TU,Ht)>. Supposons par l'absurde qu’il existe ky > ko tel que P,

et jl<rj1<r*( tgedi CHT (T, Ht)) aient un constituant Z en commun. On note z un point
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générique du support de Z, dim z = d — k;g. Considérons alors une filtration quelconque
de (j,lfr gisrx (itw JEYHT (7, Ht))) /Py, laquelle fournit une suite spectrale

EY = h't (Jﬁ?’"i 10 (g HT (o, 1))/ Sm)'

D’apres le théoreme précédent, on observe que pour tout i+j = —dim z—1 les (E{j ). sont
tous nuls alors qu’il existe un indice 7, celui correspondant a Z, tel que (E; “™*797), est non

nul. Ainsi (E_4™?), est non nul et donc aussi A~ 4= (j!l*grjlgr’* (’itgv*jlztgHT(ﬂU, Ht))) ce
qui contredit la définition d’extension intermédiaire, d’ou la contradiction. :

O

Remarque : dans la figure 1 de [3], on décrit la suite spectrale associée a la filtration par les
poids, calculant les faisceaux de cohomologie de 7 j,ztg HTy,(my,I1;). La démonstration
précédente consiste a déduire de celle-ci que 'ordre d’apparition des P est nécessairement
donnée par les poids. En ce qui concerne la filtration exhaustive de stratification

0 =Fil? " (my,IL,) C - -- C Filld (7, IL,) C - -+ C I (, IL,) = iy Y HT (m,, 11,),

I'ordre d’apparition des Py est donc aussi donné par les poids. Les indices précis des gradués
non triviaux étant plus complexes nous aurons besoin des notations suivantes.

3.3.6. Notation. — Pour tout h > 2 on note rj, = 2972 + ... 4+ 29" ¢t on pose r; = 0.
Pour k > 1 on note 8,(g) = X%, 27 et on pose & = 0.

3.3.7. Corollaire. — Les gradués grrj(m,,11,) := Fill] (m,, IL,)/ Fill; ! (=, I1,) sont tous
nuls sauf ceur de la forme r = 1y, — 2716, (g) pour k =0,---,s — 1 auquel cas

Ttg— d—t . . _> —_——
grr,* 2 5k(g)(7rv, I1;) ~ z(t+k)g7*]§(t+k)gHT(7rv, IT, % Sty,(m,)) ® =7#/2.

Remargue : on notera aussi que pour tout iy, — 2970, (g) < r < iy — 2770k _1(g), le
morphisme d’adjonction jlz(tJrk)ng(Hk)g’* Filly (7, I1;) — Fillj (7, I1;) est surjectif. Dans
un prochain papier nous verrons que cette propriété est aussi valide sur 7.

3.4. Faisceau pervers de Hecke des cycles proches. —

3.4.1. Définition. — Pour tout J € Z, les faisceaux pervers des cycles évanescents
RY;, (Q)[d—1](%2) sur X5 définissent un W,-faisceau pervers de Hecke, au sens de la
définition 1.3.6 de [3], que I'on note V7.

Remarque : dans [3] §2.2, on utilise action de la monodromie pour découper ¥z

\III == @ \I]I,ﬂ'v
1<g<d
np€Cusp, (g)
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ou Cusp,(g) désigne 'ensemble des classes d’équivalence inertielles, cf. définition 1.1.3 de
[3], des représentations irréductibles cuspidales de GL,(F,) avec 1 < g < d.

3.4.2. Définition. — (Faisceau pervers dits d’Harris-Taylor) On note P(t,7,) le
W,-faisceaux pervers de Hecke sur Xzzé de support XIZQ et de poids zéro défini par
itg,edis T HT (my, Ste(m,)) © £(m,),

ou £V est la correspondance de Langlands, cf. [7] et ot 'action de G(A>) x W, sur P(t,,)
se définit par induction en faisant agir

(9”5 9p.0: 955 95"+ Gvi» 0) € GATP) x Q) X GLyy(F,) X GLayg(F,) x [[(BF)*
=2

via 'action de :
n (gp’gp,oq—dega’,y’gst’gvi) S G(tg (AOO)/DUtg sur f<t7 7Tv) ou QalS D;itg
v(ms) = v(det g5) — deg o
~ (g5, 0) sur Sty(m,) ® L(my).

est tel que

Remarque : on notera que P(t,7,) ne dépend, en tant que W,-faisceau pervers de Hecke,
que de la classe d’équivalence inertielle de 7,. D’aprées la remarque qui suit le théoreme 2.4.4
de [3], les faisceaux pervers d’Harris-Taylor P(¢, m,) sont de la forme e, P(t, 7,) ou P(t, 7,)
est un faisceau pervers simple, ot e,, est le cardinal de la classe d’équivalence inertielle
de m,, cf. loc. cit. définition 1.1.3. Pour ce qui concerne les groupes de Grothendieck de
faisceaux pervers dits de Hecke, on renvoie le lecteur au §7 de [3].

3.4.3. Proposition. — Soit
0=Fil)(¥r,,) C Fil} (7, ) C--- CFil{(Vg,,) =Tz,

la filtration de stratification de V1, de la proposition 222 Pour tout r non divisible par
g, le gradué gr{ (V7 ., ) est nul et pour r =tg avec 1 <t <'s, il est a support dans XI 2 ou
j=tor gt (W o ) o~ HT(my, Sty(m,)) ® Ly(m,)(552). La surjection

. 1—1 . otg—
it d7 P HT (w0, Ste(m0)) @ Ly(my)(—5—) — Fil! (Wz.r, )/ Fil™ (Uz.7,),
a pour image dans le groupe de Grothendieck Y°5_, P(i,m,)(5).

Démonstration. — D’apres [3] corollaire 5.4.2, dans le groupe de Grothendieck on a

\I’va Z Z P<t7 7Tv><_§>'

k=1-s |k\<t<s
t=k—1 mod 2

Ainsi Uz, est a support dans ng avec jzg’*\llzﬂrv ~ HT(m,,m,) ® Ly(m,) et donc, par

construction, les gr’ (Vz ., ) sont nuls pour r < g et Filf (¥z ) qui est 'image de

ig,*j!ngT(Trvu 7Tv) ® Lg<7Tv) — ‘I]I,Tﬁm (344)
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a une image nécessairement inférieure a >°;_; P(i, m,)(i/2) puisque ce sont les seuls consti-
tuants communs a ig7*j,29HT(7rv,7rv) ® Ly(my,) et Wz,,. Si cette image est strictement
inférieure, soit ig l'indice ¢ minimal tel que P(i,m,)(i/2) ne soit pas un constituant de
I'image. Comme dans la preuve de la proposition B.3.5] regardons la suite spectrale

EP? = pPtagr (Vg ) = WPz

et plus particulierement sa fibre en un point supersingulier z. D’apres B34 LT, (s,s —
i0) ® Ly(m,)(25) est un constituant de h*P(ig, m,)(i0/2) et de ho~*"'P(ig — 1, m,)(*252)
et pour tout autre constituant P de Wz, , il n’est pas un constituant de h'P quel que
soit 7. Ainsi si P(ig, ) (i0/2) n'est pas un constituant de Fil{ (V7 ., ), il résulte de la suite
spectrale précédente que LT}, (s, s — ig) ® Ly(m,)(55%) est un constituant de h*¥z . pour
i =1ip— s et ig—s—1cequin’est pas d’apres le corollaire 2.2.10 de [3].

On raisonne alors par récurrence sur r en supposant les Filf‘C (V1) pour k < r tels que
décrits par I’énoncé. Posons t tel que (t — 1)g < r < tg; d’apres 'hypothese de récurrence

U1 .,/ Fily (V7 -, ) est a support dans X%;g et donc par construction Fil!(t_l)g(lllzm) =...=
Fill ! (W) et j210" (1111 / Filft—1>9(\1117WU)) ~ HT(my,Sty(my) ® Ly(m,)(55). Comme

précédemment I'image du morphisme d’adjonction

. 1—-t . tg—
itg <57 HT (70, Ste(m)) @ Lyg(m)(—5=) = Fil (Wz,0,)/ Fily'™ (Vz,7,)

est inférieure & Yo7, P(4, 7,) (F52). L'égalité se montre comme précédemment en utilisant

B3 et le corollaire 2.2.10 de [3]. O

Remarque : la figure [ illustre la filtration de stratification de ¥z ., ol chaque cercle
représente un faisceau pervers d’Harris-Taylor P(t,m,)(45* + k). L'utilisation de B34 et
le corollaire 2.2.10 dans la preuve précédente revient a dire que pour tout 1 <t < s—1
et pour tout 0 < k < s —t — 1, dans toute filtration croissante de Wz, lindice k;
du gradué contenant P(t — k,m,) (=5
contenant P(t — k + 1, 7,)(=2=2). Le lecteur pourra trouver une illustration graphique de

2
ces contraintes a la figure 2 ou lorsque deux cercles sont reliés il faut que l'indice de celui

) est inférieur ou égale a lindice ky du gradué

qui est le plus bas soit supérieur ou égal a l'autre.

Remarque : le lecteur notera qu’en supprimant les gradués nuls de Fil} (¥7), la filtration
obtenue coincide avec la filtration par les noyaux itérés de la monodromie. Par dualité, la
filtration Fil(W7) a laquelle on supprime les gradués nuls, coincide avec celle par les images
itérées de la monodromie. Ainsi la bifiltration de monodromie s’obtient en considérant
les Fil’ (Fﬂ,](\III)) Précisément, en couplant les propositions et 3.43] on obtient la
description suivante.

3.4.5. Corollaire. — Avec les notations précédentes les bigradués gr’ (gr{(‘llzm)) (resp.
gri (gri(llfzm))) de la bifiltration Fil’ (Fll.](\I/I)) (resp. de Fil; (Flli(\lfz))) sont nuls sauf
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=Fil"(Tz )

FIGURE 1. Illustration de la filtration de stratification de Wz .

pour (i,7) de la forme (t'g,tg) avec 1 <t <t < s auquel cas

1—2t+1¢

t tg ~ /
grt? (e’ (Vzs,)) = P, m)(—

/ , 2t —1—t'
) (Tesp' grfg(grig(\lfz,m)) ~ P(t ,m)(f)).

En ce qui concerne la filtration exhaustive de stratification de ¥z, , avec les notations
de [3.3.6] la chasse aux indices fournit le corollaire suivant.

3.4.6. Corollaire. — Les gradués de la filtration exhaustive de stratification de Uz .,
0=Fil?  (U7,)C--- CFl(Wr,) C--- CFlZ (Ur,) =z,

sont nuls pour r qui n'est pas de la forme iy, — 27716(g) pour 1 <t+k < s avect > 1 et
itg—20— _
k>0, et sinon isomorphe & grry” t‘s’“(g)(\llzm) ~ Pt + k, m,)(HL=2),

Remarque : le faisceau pervers Uz . étant autodual, sa cofiltration exhaustive

Vi = COFiH2d—1,*<\I]I,m) — COFﬂgd—LL*(\I’I,m) R COFﬂ,2d—17*<\I]I,ﬂv) =0
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P(2)(3)

P(2)(—3)

O

PB)(=1)

FIGURE 2. Illustration des contraintes d'une filtration de ¥z ., avec s = 3.
s’obtient par dualité D(CoFillm(\IlIm)) ~ Fillf (W .,), ce qui permet de calculer sa fil-

tration Fill; (V7 ., ). Pour s = 3 et g = 1, le lecteur trouvera a la figure [ une illustration
des filtration et cofiltration exhaustives de stratification de ¥z . .

G HT (my, Sta (7)) (1)
-3

O
-2 -2 ->2g 1
C . JiYHT(my, Sta(m)(5)
GEIHT (my, my) >>0 4 —1
0
1 1 c
jFQQHT(WwStZ(?Tv))(—%) —> ) )

GEHT (my, Sta(m,)) (~1) O 3

JEIHT (my, )

Ficure 3. Ilustration de la filtration (fig. & gauche) et de la cofiltration (fig. a
droite) de stratification de Wz ., avec s = 3.
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Appendice A

Retour sur les résultats faisceautiques de [3]

L’objectif de cet appendice est de revenir sur la preuve des principaux résultats de [3]
en utilisant les filtrations de stratification, l'intérét étant de simplifier les arguments et de
dégager une future stratégie d’étude sur Z;. Rappelons tout d’abord la stratégie de loc. cit.

Etape 1 : on utilise tout d’abord le théoréeme de comparaison de Berkovich-Fargues afin
de relier les germes des faisceaux de cohomologie du complexe des cycles évanescents a la
cohomologie des espaces de Lubin-Tate.

Etape 2 : dans [7], les auteurs donnent une < recette > afin de calculer la somme alternée
des groupes de cohomologie des jlztg HT(m,,11;) avec les notations précédentes. Ainsi au
terme du §5.4 de [3], on connait les constituants simples de ji"¢ HT (m,, I1,) et Wz ..

Etape 3 @il s’agit alors de calculer les faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers
d’Harris-Taylor ainsi que ceux du complexe des cycles évanescents. Pour ce faire :

— dans [3], on utilise une propriété d’autodualité a la Zelevinski sur la cohomologie des

espaces de Lubin-Tate, prouvée par Fargues;

— une deuxiéme solution est proposée dans [4] et repose sur le théoreme de Lefschetz

difficile et sur des calculs fastidieux de groupes de cohomologie.
Le but de cette section est de donner une preuve alternative de I’étape 3 en utilisant les
filtrations de stratification ; en particulier nous n’utilisons plus [3.3.4l et en proposons méme
une nouvelle démonstration.

A.1. Rappels cohomologiques de [7]. — Dans ce paragraphe nous allons rappeler,
en utilisant les étapes 1 et 2 ci-avant, lesquels des résultats de [4] nous utiliserons. Notons
qu’a ce stade seuls des arguments de somme alternée sont utilisés.

On note H,% le ¢-eme groupe de cohomologie de la variété de Shimura X7 ;. Pour II*° une
représentation irréductible de G(A*), on note [H:[{II>*"} la composante I1>"-isotypique
de H% dans le groupe de Grothendieck des GL4(F,) x W,-représentations. Rappelons que
si celle-ci est non nulle alors II°*" est la composante hors oo, v d’une représentation au-
tomorphe cohomologique II. On fixe alors une telle représentation automorphe telle que
sa composante locale 11, ~ Speh,(m,) pour 7, une représentation irréductible admissible
cuspidale de GL,(F,) avec d = sg.

A.1.1. Lemme. — (cf. la proposition 3.5.1 de [4]) Pour tout 1 < t < s, en tant que
représentation de GLg(F,), [H™*(j29HT (m,, IL,))[{II>*} est égale & un multiple de
Ht? Speh,_,(m,).

A.1.2. Proposition. — Dans la suite spectrale des cycles évanescents E;] =H'(WV7) =

HE si Sty(m,) ® Ly(m,)(—%) est un sous-quotient de [E71{I1°%%} avec i 4+ j > 0 alors

i+5=1,j=—getk=s—1.
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Démonstration. — Commengons par noter qu’on se ramene & regarder H*(h/ Wz, ) ce qui
impose de considérer les j de la forme (t—s)g—ravec 1 <t < set0 <r <t—1. Comme on
regarde i+j > 0 le cas t = s est exclu puisqu’alors h™"Wz . serait a support dans les points
supersinguliers. Dans le cas ott g > 1 on a ht=997"U;  ~ jZ9HT (m,, LT, (t,7))[tg—d] ce
qui nous améne & regarder, pour r = 0, [H~ =997 HT (,, Sty(m,)))]{II°**}. Rappelons
que [H* (57 HT (my, Sty (m,)))]{I1°%*} est calculée dans [7]. En utilisant la pureté et égalité
de [4] proposition 2.6.1 ou [3] corollaire 5.4.1

s—t

o . S(tr —
g HT (10 8t(7) = S0yt HT (m,,Sta(m,) 5 Speh (7)) r/2).
r=0
on calcule dans [4], par récurrence, chacune des images des [H*(j;."¢ HT (m,, St,(m,)))|{II>"}.
L’égalité précédente s’inverse en

s—t
itg e J” THT (w0, Ste(m0)) = 3 ieamygadist HT (o, Ste(mo) X Sti(m,)) (k/2)
k=0
: S ! i 2(t+k)g = 00,V
ce qui nous ramene a regarder chacun des [H'(j;; HT(my, Sty(m,) X Stg(m,)))|{II}.
Le résultat découle alors de la proposition 3.5.1 de [4]. O

A.2. Retour sur la filtration de stratification des j©*Y HT (m,,II;). — Dans ce para-
graphe, on fixe une représentation admissible irréductible cuspidale 7, de GL,(F,) et pour
1<t <s:= L%J, on se propose tout d’abord de prouver la proposition sans utiliser
le théoreme [3.3.4l Pour ce faire on raisonne par récurrence sur t de s a 1. Les cas t = s et
s — 1 étant évidents, supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang ¢ + 1 et traitons le
cas de t. On pose P := z'tg+17*phl_il}rei;kg+1j§tgHT(7rv, I1;) de sorte que l'on a la suite exacte

courte suivante :
0= P — iy HT (10, ) — g wjic P HT (7, 1) — 0.
La proposition [3.3.5 découle, par fonctorialité, du lemme suivant.

(t+1)gjz(t+1)

A.2.1. Lemme. — Le morphisme d’adjonction j!2 9*P — P est surjectif.

Démonstration. — Notons Py I'image de ce morphisme. De la connaissance des consti-

tuants irréductibles de P et, d’aprés l'hypothese de récurrence, des quotients de
> (t+1)g > (
Vi J=

strates non supersingulieres sont géométriquement induites, de la forme

D9 P l'image de Py dans le groupe de Grothendieck est, en utilisant que les

s—t—k )
[Pl = 3" iesgedi T HT (o, T X Sti(m,)) (i/2)
i=1
pour un entier 0 < k < s —t — 1. Par ailleurs la filtration par les poids de P fournit un
quotient P — P ou [Pj] = [P] dans le groupe de Grothendieck de sorte que le composé
Py = P — P est un isomorphisme. On obtient ainsi que P, est un facteur direct de
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P ~ Py®(Qy et il nous faut alors prouver que Qg est nul. Pour ce faire nous allons raisonner
sur la cohomologie des systemes locaux d’Harris-Taylor, I'idée étant de montrer qu’il existe
un indice i < —k tel que H' (57" HT (m,,11;)) est non nul de sorte que comme ;=% est affine
et donc que tous les H*(jZ"9 HT (m,,11;)) sont nuls pour i < 0, on doit nécessairement avoir

k =0 et donc @)y est nul. Soit A le poussé en avant

0——Fy® Qo — j!ztgHT(Wm Ht) - J'EtgHT(Wm Ht) —0

| v |

JEYHT (7, 1) — 0

0

de sorte que I'on a la suite exacte courte 0 — Qy — ji Y HT (m,, II;) — A — 0 ot la fleche
A — Qo[1] se factorise par j- " HT (m,, II;) = Qo[1]. Pour k non nul, par pureté on en déduit
alors que les fleches H(A) — H'™(Q) sont nulles et donc H'(jZHT (m,,11,)) ~ H{(A)®
H(Qo). Tl suffit alors de prouver que H *(A) est non nul. Soit alors une représentation
automorphe irréductible cohomologique IT de G(A) telle que II, ~ [ﬁ]m. D’apres le
lemme [ATT] [H'5(? 'IzijT(wv, I1;))]{I1°>"} est pure de poids t —s et G Ly(F,)-isotypiques
de la forme Ht?[s —t —1],,. Considérons alors la filtration par les poids de A et la suite
spectrale associée calculant la cohomologie de A. On note alors que Ht?LTM(s -tk —
1) ® 22 est un constituant de [H’k(ji(s*k)gHT(m,HtQ Speh,_,_j,(m,)) (==L=5)]{I1>}
mais qu’il n’est pas un constituant d’un autre des termes initiaux de cette suite spectrale,
ce qui prouve la non nullité de H~*(A)[I1>]. O

Remarque : la preuve du théoreme B34 dans [3] procede par récurrence sur ¢ de s a 1
comme suit. La suite spectrale E{*Y = hPt9gr~P(P) = hPT1P associée & la filtration par
les poids de P dégénere en E; et le gros du travail consiste a montrer que pour tout
0<p<s—t—3,laflecche " * induit un morphisme non nul

(Ht;)m,) §>S’cl,(7rv)§> Speh,_; , 1(m) — (Ht;)wv) ?Stp_Fl (ﬂy);) Speh,_;_, o(my).

Avec les notations précédentes, la surjection j,Z(Hl)g H T(ﬂ'v,Ht?ﬂ'U) ®@ =12 - P four-
nit par fonctorialité un morphisme entre leurs filtrations exhaustives de stratification et
donc un morphisme de leurs suites spectrales associées que I'on note (E,’,”q(!), d{,”q(!)) —

(Equ (P), d{,’?q(P)). En particulier pour r = 1 on obtient des carrés commutatifs, cf. la figure

U

(1)

BR() By
BY(P) BYTH(P).

()
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Il s’agit alors de montrer que pour (p,q) = (6,t +1—s) avec 0 < § < s —t — 1, les
fleches d5"™'7*(P) sont non nulles. Cette propriété est démontrée dans [3] §5 en utilisant
I'involution de Zelevinsky alors qu’a présent il suffit de montrer que les d‘i’tﬂ*s(!) sont non
nulles ce qui est facile puisque les ELF17579(1) sont nuls.

W?S.tg (m) 7 Sto ()

- —

TXTXT
C | C |
i ‘ i ‘
| | | |
? 'Y } } — =+ } }
\ ! \ !
| ‘ | ‘
a8 | t |
| i | i
| |
? L | ‘ |
7R Stolm)_ _ Stalr) Sta(7) =5Sta(m) © |

_)

Sto(m) X

FIGURE 4. Germes en un point supersingulier spectrales E"(!) — EP?(P); on
explicite simplement I'action du groupe linéaire en < factorisant > par Il; X, i.e.
quand on écrit 7778‘52(77) il faut lire HRM?SQ(%).

A.3. Retour sur les filtrations de stratification de ¥z . . — Il s’agit donc de prou-
ver la proposition B.4.3l D’apres la proposition B.3.9] il existe un indice r, < s — k tel
que

1—k
JERHT (1, St () ® Lg(m)(T) — Filk(Vz,,)/ FilF 1 (U7 ,) (1.3.1)

a une image dans le groupe de Grothendieck égale a ¥/ P (4, 7p)(—25=1). On considere
alors, par 'absurde, i minimal tel qu’il existe 1 < k < s — 1 pour lequel P(i, m,)(—25=)
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n’appartienne pas a 'image de (L3]). On en déduit alors que HT'(m,, St;(m,))(—25=)

est un quotient de j=9*¥z . et donc que le germe en un point géométrique de X7 " admet
un constituant de poids 2k — 1 — ¢. Comme dans [3], on raisonne par récurrence sur la
cohomologie des espaces de Lubin-Tate, ce qui nous permet d’utiliser [3.3.4] en dehors des
points singuliers et donc en particulier obtenir que nécessairement ¢ = s.

Ainsi soit k minimal tel que P(s,m,)(—25=%) n’appartienne pas & 'image de (L30).
Comme précédemment on en déduit que P(s,T,)(—2==2), tout comme P(s, m,)(—52),
est un quotient de Wz . . En particulier pour II irréductible automorphe cohomologique

avec II, ~ St4(m,), la monodromie sur Hr?v,é [IT°°] serait d’ordre < s — 1 ce qui contredit le
résultat principal de [12].

Si on ne veut pas utiliser [12], soit IT une représentation automorphe irréductible co-
homologique dont la composante locale II, ~ Speh,(m,). Notons tout d’abord que la
fibre en un point supersingulier de h°VUz . admet m,[s]p ® Sty(m,) ® Ly(m,)(—2E5=)
comme quotient de sorte que [H°(h®W7)]{II°**} admet Sty(7,) ® Ly(m,)(—25=*) comme
sous-quotient. D’apres la proposition [A-T.2] pour tout i > 0, [H'(h'™"W¥7)]{II°"} n’ad-
met pas St,(m,) ® Lg(m,)(—25=2) comme sous-quotient de sorte que [HI{II°*"} admet
Sts(my) ® Lg(m,)(—251=2) comme sous-quotient, ce qui contredit le fait que [HD{II®} est
non nul si et seulement si II est une représentation automorphe.

Enfin le calcul des fibres des faisceaux de cohomologie de Uz ., de [3] procede comme suit.
On considere la suite spectrale £ = hP+igr P = hPT90U7 - laquelle d’apres le calcul du
paragraphe précédent, des faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor,
et donc des ED?) dégénere en Fj. Le gros du travail de [3] consiste & montrer qu’en un
point supersingulier z, pour tout 0 <d <s—1let =9 < p < s—1— 29, la fleche dlf’lfs”é
induit un morphisme non nul

— —
Stp+as+1(my) X Speh,_p,_5(my) — Stpiasia(my) X Speh,_, o541 ().

Désormais la non nullité de cette fleche découle, comme dans le paragraphe précédent, du
morphisme de suites spectrales induit par la surjection de (L3.1]).
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