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Résumé. — Nous définissons et étudions de nouvelles filtrations dites de stratification
d’un faisceau pervers sur un schéma ; contrairement au cas de la filtration par les poids, ou
de monodromie, ces filtrations sont valables quel que soit 'anneau A de coefficients. Nous
illustrons ces constructions dans le contexte des variétés de Shimura unitaires simples de [10]
pour les faisceaux pervers d’Harris-Taylor et le complexe des cycles évanescents introduits et
étudiés dans [5]. Pour A = @Q;, nous montrons comment utiliser ces filtrations afin de simplifier
I’étape principale de [5] ; les cas de A = Z; et F; seront étudiés dans un prochain article.

Abstract (Filtration of stratification of some simple Shimura varieties)

We define and study new filtrations called of stratification of a perverse sheaf on a scheme ;
beside the cases of the weight or monodromy filtrations, these filtrations are available whatever
are the ring of coefficients. We illustrate these constructions in the geometric situation of the
simple unitary Shimura varieties of [10] for the perverse sheaves of Harris-Taylor and the
complex of vanishing cycles introduced and studied in [5]. For A = Q; we show how to use
these filtrations to simplify the principal step of [5] ; the cases of A = Z; and F; will be studied
in another paper.

Introduction

Pour [ # p deux nombres premiers distincts, dans [5], nous avons explicité le faisceau
pervers des cycles évanescents & coefficients dans Q;, d'une certaine classe de variétés de
Shimura unitaires X qualifiée de < simple > dans [10], en une place de caractéristique
résiduelle p. Rappelons que cette description ne repose pas sur une étude géométrique
stirement illusoire de ces variétés qui consisterait a se ramener a une situation semi-stable ;
pour l'essentiel les arguments se rameénent, via la cohomologie de ces variétés, a de la
combinatoire sur les représentations
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— admissibles des groupes linéaires sur un corps local et

— automorphes d’un groupe symplectique sur un corps de nombres.

Au coeur de ces arguments, on trouve la formule des traces de Selberg qui calcule la somme
alternée des groupes de cohomologie de certains systémes locaux dits d’'Harris-Taylor, in-
troduits dans [10], et définies sur certaines strates de la fibre spéciale de ces variétés de
Shimura. L’apport principal de [5], est I'étude des prolongements de ces systémes locaux
a toute la fibre spéciale. Pour ’essentiel 'argument se déroule en trois temps :

— dans un certain groupe de Grothendieck des faisceaux pervers de Hecke, on décrit les
images des extensions par zéro des systemes locaux d’Harris-Taylor et on en déduit
celle du faisceau pervers Wz des cycles évanescents.

— On considere ensuite la filtration par les poids de W7 et la suite spectrale associée
calculant ses faisceaux de cohomologie. L’étape la plus complexe consiste alors a étudier
cette suite spectrale, a expliciter ses termes initiaux et enfin a décrire ses fleches. Pour
cela, on utilise soit :

— une propriété d’autodualité a la Zelevinsky sur la cohomologie des espaces de
Lubin-Tate qui passe par un théoreme difficile de comparaison avec ’espace de
Drinfeld di a Faltings et développé par Fargues dans [8] ;

— des arguments combinatoires complexes, cf. [6], sur la cohomologie de la variété
de Shimura reposant sur le théoreme de Lefschetz difficile.

Au final chacune de ces stratégies utilisaient que, pour =, une représentation
irréductible cuspidale, I'induite parabolique normalisée m,{—1/2} x m,{1/2} n’est pas
autoduale.

Le point de départ de ce travail était de trouver une explication aux coincidences com-
binatoires dans la description donnée dans [5], des suites spectrales calculant les faisceaux
de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor et du faisceau pervers des cycles
évanescents. Une telle explication pour étre pleinement satisfaisante se devrait, en particu-
lier, d’étre valable quel que soit 'anneau de coefficients considéré ce qui suggere en premier
lieu de trouver une alternative a la filtration de monodromie-poids, laquelle a priori n’est
valable que pour Q;. Pour ce faire nous attaquons le probléme général de filtrer un faisceau
pervers quel que soit son anneau de coefficients A, a ’aide d’une stratification de ’espace
sous-jacent. Etant donné un faisceau pervers P sur un schéma muni d’une stratification
quelconque, on le filtre au moyen des morphismes d’adjonction 57*P — P et P — j,j* P,
cf. le §21 Pour A = Z,; et P sans torsion, si la stratification est < adaptée > a P, on obtient
alors des systeémes locaux tels que les gradués sont certaines extensions < coincées > entre
les complexes d’intersection relativement aux t-structures p et p+, cf. le §2 La < posi-
tion > de ces faisceaux pervers ainsi que la classe d’équivalence de ces réseaux stables,
dépendent a priori de la filtration considérée. On étudie, §2.7] plus particulierement deux
de ces constructions, la premiere dite filtration exhaustive de stratification et la deuxieme
qui lui est duale, la cofiltration exhaustive de stratification. Ainsi la filtration obtenue sur
U7 g, correspond a celle par les noyaux de la monodromie, alors que la cofiltration est celle
par les images ce qui explique que la monodromie est nulle sur les faisceaux de cohomologie
de \I/L@l.
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L’avantage de ces filtrations, outre qu’elles soient définies quel que soit I'anneau de
coefficients, est qu’elles découpent le faisceau pervers P étudié en sous-faisceaux pervers
P; dont les suites spectrales associées sont obtenues a partir des suites spectrales associées
a des extensions par zéros de certains systemes locaux, lesquelles peuvent étre facilement
controlées car les aboutissements sont nuls, cf. le corollaire [B.2.1] par exemple. Il reste
alors a comprendre la suite spectrale des faisceaux de cohomologie associée a ce découpage
de P en les P;. Une des coincidences combinatoires de [5] est que, dans le cas de W7 g,
cette derniere suite spectrale dégénere en F; car pour toutes les fleches d’fj , soit le terme
de départ soit celui d’arrivée est nul; cette propriété a une interprétation en termes de
filtration de stratification, cf. le corollaire [5.3.2] -

En ce qui concerne le cas ou 'anneau de coefficients est Z;, dans la construction de la
filtration de stratification d’un faisceau pervers sans torsion, afin d’obtenir des gradués
sans torsion on est amené a saturer, cf. §2.3]; chaque fois que ce processus est nécessaire,
il engendre de la torsion notamment dans les fibres des faisceaux de cohomologie étudiés.
Ainsi I'absence de torsion dans les faisceaux de cohomologie de V7 7 , laquelle est d’apres
le théoreme de comparaison de Berkovich équivalente a ’absence de torsion dans la co-
homologie des espaces de Lubin-Tate, cf. §5.1 est directement liée a ce phénomene qui
sera étudié dans un prochain papier. Nous espérons que cette étude permettra d’aborder
le calcul de la torsion dans la cohomologie des variétés de Shimura.

Décrivons succinctement le contenu des différents paragraphes. Le premier est pour I'es-
sentiel un résumé de la premiere moitié de [13]; on y rappelle les théories de torsion sur une
catégorie abélienne 1.1 leur compatibilité au recollement §T.2] et a la réduction modulaire
JI.3l La situation qui nous intéresse est celle des faisceaux pervers sur un schéma §I.4] et
plus particulierement celle des faisceaux pervers de Hecke §I.5|

Les constructions des filtrations de stratification sont données au §2 Apres quelques
généralités sur les pushout, pullback §2.1] et sur les stratifications d’'un schéma §2.21 on
introduit §2.3] le phénomene de saturation qui permet a partir d’une filtration d’un objet
libre d’en construire une autre dont les gradués sont libres. On définit alors §2.4 dans une
situation de recollement, des filtrations et cofiltrations d’un objet libre et on applique 2.6l
et §2.7 cette construction par récurrence pour un faisceau pervers sur un schéma muni
d’une stratification; en général la stratification considérée est celle adaptée au faisceau
pervers étudié. Lorsque la filtration est la plus fine possible, les gradués obtenus sont
des faisceaux pervers < coincés > entre les versions p et p+ d’extensions intermédiaires de
systemes locaux. Au §2.9] nous montrons comment modifier un faisceau pervers donné pour
les gradués prennent une position quelconque définie a I'avance entre ces deux extensions
intermédiaires.

Au §3] on introduit quelques classes de faisceaux pervers. Reprenant la problématique
du §2.9, on commence, §3.1] par la notion d’extension minimale et maximale analogue a
celle de point indivisible d’un Z;-module : les extensions par zéros et les images directes
fournissent de tels exemples. On étudie ensuite §3.2 les faisceaux pervers dits saturés, ceux
dont la construction de la filtration de stratification ne nécessite pas de saturation; c’est
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dans cette classe que se trouveront ceux dont les germes des faisceaux de cohomologie sont
sans torsion. A la proposition B.2.3] on étudie la réciproque i.e. sachant que les germes
des faisceaux de cohomologie d’un faisceau pervers sont sans torsion alors il est saturé; ce
résultat sera utilisé pour le complexe des cycles proches ol par récurrence sur le modele
local via le théoréme de comparaison de Berkovich, on saura que les germes des faisceaux
de cohomologie sont sans torsion.

Le paragraphe finit §3.3] par les notions de systeme local récurrent et récursif lesquels
ont la propriété remarquable de permettre le calcul de leurs faisceaux de cohomologie par
récurrence : cette propriété était utilisée indirectement dans [5].

Apres les généralités des paragraphes précédents, on reprend §4 notre objet d’étude que
sont les variétés de Shimura unitaires simples étudiées dans [10], [5] et [6]. On rappelle
§2.11 quelques notations sur les représentations du groupe linéaire sur Q;, puis §4.3 sur la
stratification de Newton des fibres spéciales des variétés de Shimura étudiées §4.2]

Ensuite §4.41 a partir des résultats de [5] sur les systémes locaux d’Harris-Taylor, on
décrit les filtrations de stratification des extensions par zéros des systémes locaux d’Harris-
Taylor, cf. le corollaire [4.4.9] et du complexe des cycles évanescents, cf. le corollaire [4.5.7]
dans le cas o 'anneau des coefficients est Q.

Enfin §5 nous montrons comment les filtrations de stratification permettent de simplifier
I'étape la plus complexe de [5] et d’en interpréter les résultats. Ainsi au §5.2) on prouve,
sans utiliser les résultats du §44] bien entendu, que le calcul dans [5] des faisceaux de
cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor, se déduit du fait que les systemes locaux
d’Harris-Taylor sont récurrents et du morphisme de suite spectrale associée, cf. le §77. Au
§5.3 on procede de méme pour le faisceau pervers des cycles évanescents.
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1. Faisceaux pervers entiers et théories de torsion

Dans tout le texte, K désignera une extension finie de ; ou Q;, d’anneau des entiers O
et de corps résiduel F = O/(w). La lettre A désignera alors une des trois lettres K, O ou

F.

1.1. Théories de torsion. — Une théorie de torsion, cf.[13] 1.3.1, sur une catégorie
abélienne A est un couple (7, F) de sous-catégories pleines tel que :
— pour tout objet T dans T et I’ dans F, on a

Hom(T, F) = 0;

— pour tout objet A de A, il existe des objets A et Ar de respectivement T et F, ainsi
qu’une suite exacte courte

0—>Ar — A— Ar — 0.

Remarque : T (resp. F) est stable par quotients et extensions (resp. sous-objets et exten-
sions). On dira de (7, F) est une théorie de torsion héréditaire (resp. co-héréditaire) si T
(resp. JF) est stable par sous-objets (resp. par quotients).

Dans une catégorie abélienne A qui est O-linéaire, un objet A de A est dit de torsion
(resp. libre, resp. divisible) si ™1, est nul pour un certain entier N (resp. .14 est un
monomorphisme, resp. un épimorphisme).

1.1.1. Proposition. — (cf. [13] 1.3.5) Soit A une catégorie abélienne Q-linéaire; on
note T (resp. F, resp. Q) la sous-catégorie pleine des objets de torsion (resp. libres, resp.
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divisibles) de A. Si A est noethérienne (resp. artinienne) alors (T,F) (resp. (Q,T)) est
une théorie de torsion héréditaire (resp. co-héréditaire) sur A.

Remarque : ainsi dans une catégorie abélienne O-linéaire noethérienne (resp. artinienne)
tout objet A admet un plus grand sous-objet de torsion A, (resp. divisible Ag;,) de sorte
que A/A;, (resp. A/Ag,) est sans torsion (resp. de torsion) et KA ~ K(A/As,) (resp.
KA ~ KAdiv)-

1.1.2. Notations. — Soit D une catégorie triangulée munie d’une t-structure (D<°, D=9)
au sens de [2] définition 1.3.1; on notera :

—C le ceeur;

— T<p €t T>y, les foncteurs de troncation ;

no.__ —
- h" = T<nT>n = T>pT<n-

On rappelle qu'un foncteur triangulé 7' : D; — Dy est dit t-exact & droite (resp. a
gauche), si T(D;") € D5° (resp. T(D;") C D35°) et t-exact s'il est t-exact & droite et &
gauche.

1.1.3. Notation. — Pour T : D — Dy un foncteur triangulé, on note PT pour h®oT o
€1, ol €1 : C; = Dy est l'inclusion du ceeur.

Remarque : la situation que nous utiliserons essentiellement sera celle des faisceaux pervers
sur un schéma d’ou 'exposant p dans la notation méme si pour l'instant il n’y a pas de
t-structure perverse.

On rappelle que si (7%, T,) est une paire de foncteurs triangulés ajoints, alors T* est
t-exact a droite si et seulement si T, est t-exact a gauche et alors (PT™, PT,) est une paire
de foncteurs adjoints de C; et Cs.

1.1.4. Corollaire. — (cf. [13] 1.3.6) Si C est munie d’une théorie de torsion (T,F)
alors

D=0 .— {A € D=1 hl(A) €T}

D20 .= {AeD2": h'(A) € F}
définissent une nouwvelle t-structure sur D dont on note TC le ceeur lequel est en outre
munie d’une théorie de torsion (F,T[—1]).

Remarque : on retrouve la t-structure p a partir de p+ via les formules :

D=V = {A e D=0 ThO(A) € F}
D2V ={Ae D=1 thlA)eT}

de sorte que T1C = C[—1].
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1.1.5. Lemme. — Pour A € C muni d’une théorie de torsion (T,F), on a
Ar = *h™'A et Ay = ThOA.

Pour A € *C munie de la théorie de torsion (F,T[—1]), on a
Ar=h"A et Ay = h'A.

1.1.6. Notation. — Pour T : D; — D, un foncteur triangulé, on notera P"h°T pour
ThYo T oey.

Remarque : comme précédemment l'exposant p ne fait pas encore mention a une quelconque

t-structure perverse.

Exemple : reprenons l'exemple d’une catégorie linéaire O-linéaire et supposons C
noethérienne munie de la théorie de torsion (7, F) ou T (resp. F) est la sous-catégorie
pleine des objets de torsion (resp. libres) de C. Pour L € F, wl est un monomorphisme
dans C et on a la suite exacte courte dans C :

0— LZ%r Cokere wly — 0.

Comme C est une sous-catégorie abélienne admissible de D, cette suite exacte provient
d’un triangle distingué dans D

i’y SN Cokere wly, ~~

qui apres rotation
Cokere wl[—1] — L2, s

devient un triangle distingué dont les objets sont dans TC, ce qui donne une suite exacte
courte dans *C
0 — Cokerewly[—1] = LZ5L — 0

de sorte que wly, est désormais un épimorphisme dans *C de noyau

Kerpe wly, = Cokere wly[—1].
1.1.7. Corollaire. — Soit A € DN *+*D=0 qlors A€ CnN *C.

Démonstration. — Cela découle directement des liens entre les deux ¢-structures
considérées. O

1.1.8. Notation. — Pour A,B € CN ™C, on notera
A< B

une fleche A — B injective dans C dont le conoyau est de torsion; c’est alors une fléche
surjective de TC dont le noyau est de torsion.
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1.2. Recollement. — On suppose données trois catégories triangulées D, Dy et Dp
ainsi que des foncteurs triangulés

iy :Dp — D, j*:D—7Dy
vérifiant les conditions de recollement de [2] §1.4.3
1. i, possede un adjoint & gauche noté i* et un adjoint & droite '
2. j* possede un adjoint a gauche 7, et un adjoint a droite j, ;

3. on a j*i, = 0 et donc par adjonction i*j; = 0 et i'j, = 0; en outre pour A € Dy et
B e Dy
Hom(5 B, 1, A) = 0 et Hom(i,, j.B) = 0;

4. pour tout K € D, il existe d : i,i*K — jij*K[1] (vesp. d : j.j*K — i,4'K[1]),
nécessairement unique, tel que le triangle

G K = K — i,i" K~ (vesp. i,i' K = K — j,j"K ~%)
soit distingué ;
5. les foncteurs i,, i et j, sont pleinement fideles : les morphismes d’adjonction
i, — Id — 4", et j7j. — 1d — %)
sont des isomorphismes.
Remarque : on résume les propriétés précédentes en un diagramme

it J

Tx
Dy >D- 2D,
- -
¥ J

que l'on qualifie de situation de recollement.
Remarque : en considérant les catégories opposées triangulées via [—1], en échangeant les
roles de i*et 4 (resp. ji et j,), la situation

* J
op _ ™ op op
DY D D!
-~ -~
it Jx

est encore de recollement. Elle est dite formellement duale de la précédente.
Etant donnée des t-structures (D", D7) sur Dy et (DF’, D) sur Dp, on définit une
t-structure sur D par recollement :

DV:={KeD: j*K € DF’ et i*K € D3’}
D> .= {KeD: j*K € DF’ et 'K € D7"}.

Remarque : en recollant la t-structure de Dp (resp. Dy) avec la t-structure dégénérée

(Dy,0) de Dy (resp. (Dg,0) de Dp), on obtient des foncteurs de troncation notés Tgn
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(resp. 7Z,,) dont les foncteurs cohomologiques sont i,hfi* (resp. j.hg;j*). Dualement pour
la t-structure dégénérée (0, Dy) (resp. (0, Dp)), on obtient 74, (resp. 7¥,,) dont les foncteurs
cohomologiques sont i, A% (resp. jih%j*). On a alors

__F U _F _U
T<n = T<p,T<p et >, = Ton T

1.2.1. Proposition. — ([13] proposition 2.30) Soient Cr et Cyy munis de théorie de tor-
sion (Tg, Fr) et (Ty, Fu), on définit une théorie de torsion sur C par :

T:={PeC: P*PeTretjPecTy}
F:={PeC: "'PeFreljPeFy}

1.2.2. Corollaire. — ([13] lemme 2.32) On a les propriétés suivantes :

Pi.(Te) CT Pi(To) CT Pi(Ty) CT
pi*(FF) Cc F pj*(]:U) Cc F pj!*(fU) Cc F

Démonstration. — Cela découle directement
— de la définition de (7, F);
— du fait, cf. [2] proposition 1.4.17 (i), que les composés

Pi.oPi, Pi*oPj, PitoPj,

sont nuls;
— de la nullité de Pi*Pj,, et Pi'Pjy,.

Remarque : pour TC, on a en particulier que ?*j(Fy) C F.
En utilisant la construction du corollaire [LT.4], on définit alors les foncteurs suivant :

Pir =15 55 = 501

Prjy = F1Loh. = o
P = 7571]'* = T§1j!
p+j!* = +T£—1j* = +T§1jl
Pl = Tgoj* = ngj!

P, = +T£oj* = +T§2j!

dont le premier (resp. le dernier) est & image dans C (resp. TC) et les quatre autres dans
C N C. On a alors les triangles distingués suivant (cf. [13] 2.42-2.46) :

Py = Py = Piyhigrsi®ju[1] ~
Pri— P, — pi*hl;l}rei*j*[l] ~
pj!* — p+j!* — pi*h’?ors
p+j!* —= Pl — pi*h?ibrei*j* ~2
Py — P, — Pi hl i ju[—1] ~

tors
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1.2.3. Corollaire. — On suppose que j. (resp. ji) est t-exact pour C (resp. TC) alors
J«(Fu) C F dans TC (resp. ji(Fuy) C F dans C). En outre Pj.(Fy) (resp. P j(Fu)) est
dans C N *C.

Démonstration. — Soit L € Fy dans Cy N TCy; comme Pj, = j,, j.L € D0 N D20 et
le résultat découle du corollaire [LT.7l Le cas de ji est dual : comme *j = 5, )L € F
dans TC de sorte que jL appartient & D= N TD=% d’ou le résultat. En ce qui concerne
les extensions intermédiaires, on utilise qu'un quotient d’'un divisible (resp. un sous-objet
d’un libre) est divisible (resp. libre) et la définition de 77, sa version p+. O

1.2.4. Proposition. — (cf. [13] 2.27, 2.28, 2.29) Dans une situation de recollement, le
foncteur Py, vérifie les propriétés suivantes :

— 1l préserve les monomorphismes et les épimorphismes ;

— en ce qui concerne les socles et les top, pour A € Cy on a

Soc?j, A ~ Soc?j, A ~ Pj, Soc A
Top P51 A ~ Top P}, A ~ Pj, Top A

— il est pleinement fidéle.

Remarque : en particulier pour A et B des faisceau pervers a support respectivement dans
X et F,ona
Hom(?5A, B) =0, Hom(B,?j,A) = 0.

1.3. Réduction modulaire. — On note F(—) le foncteur de réduction modulaire F @
(—); ce dernier ne commute pas aux foncteurs de troncations. Précisément pour A €
DX, 0), d’apres cf. [13] proposition 2.35, on a les triangles distingués :

Fre,A — 1<, FA — W= (FRLIA) [—n] ~
TenFA = Frre, A — WO (FREIA ) [—n — 1] ~

tors

F+T§nA — FT§n+1A — thJrlA[—n — 1] BONY

libre

En appliquant ceci aux foncteurs de troncation 7£; on obtient alors les triangles distingués

2.54-2.61 de [13] : B
FPj) — PjF — h='FPi,Ph; L i*5,[2] ~
PiF — FPHj, — hOFPi,Ph; L i*j,[1] ~
FP* 5y — P — FPiuhyg, i ja[1] ~
FPj, — P5,F — h~'FPi,Ph)
Pj R — FPHj, — hOFPiPRO 0%, ~~
Frtj, — FPj, — FPihY, i, ~

Fj, — ?j,F — h~1FPi,hL
Pj F — FPTj, — hOFPi D}

torslﬁj*[_]‘ ~
Fp+j* — ij* — Fpi*hllibrei*j*[_l] ~

i*j.[1] ~
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1.4. t-structures perverses. — Dans la suite S désigne le spectre soit
— d’un corps;
— d’un anneau de valuation discrete hensélien A;
— de A le normalisé de A dans une cléture algébrique du corps des fractions de A.
On rappelle en outre que A désigne une des trois lettres K, Q@ ou F introduites plus haut.
Soit alors X un schéma de type fini sur S. On note D := D X, A) la sous-catégorie
pleine de D(X, A) formée des complexes a cohomologie bornée constructible. Si j : U < X
est un ouvert dense de complémentaire i : F' — X, le diagramme

Uk
- e —
7" J

est une situation de recollement ce qui permet de recoller des t-structures munies de théories
de torsion comme précédemment.

1.4.1. Notation. — Dans la suite du texte, h' désignera le foncteur cohomologique as-
sociée a la t-structure naturelle sur la catégorie dérivée considérée.

(a) Cas ou S est le spectre d’un corps : on considérera dans cette situation la
t-structure perverse p définie par :
AePD(X \) & Ve e X, hki*A=0, Vk > —dim {2}
AePDX,A) & Vo e X, hkil A=0, Vk < —dim {}
ou i, : Spec k(x) — X. On note alors P FP(X, A) le coeur de cette t-structure : c’est une
catégorie abélienne noethérienne et A-linéaire.

1.4.2. Notation. — Les foncteurs cohomologiques associés a la t-structure perverse ci-
avant seront notés Ph’.

Dans le cas ou A = O, en tant que catégorie abélienne O-linéaire, on obtient comme
précédemment une autre t-structure p+
hiitA =0, Vi > —dim {z} + 1
p—dim{z}+15x A de torsion
hit A=0, Vi< —dim{z}
podim{elil A Jibre

AeMD(X )&V € X, {
AerP DX A\) &V e X, {

dont on notera P*FP(X,0) le coeur et PTh' les foncteurs cohomologiques. C’est une
catégorie abélienne artinienne et O-linéaire.

Remarque : la t-structure p (resp. p+) sur X, s’obtient par recollement des t-structures p
(resp. p+) sur U et F. Dans le cas ou A est un corps, p et p+ coincident.

1.4.3. Proposition. — (cf. [13] §1.7)
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— Un objet A de D°(X,0) est dans PD=°(X, Q) (resp. P*D=°) si et seulement si AR5 F
est un objet de PD=C(X,F) (resp. de P*D=°(X F)).

~ Soit A un objet de PFP(X,0) alors A @5 Q/(w) est un objet de PFP(X,F) si et
seulement si A est libre, ce qui revient a demander que A soit un objet de P* FP(X, Q).
On a alors A ®5 Q/(w) = Coker w.14, noyau pris dans P FP(X, Q).

— Soit A un objet de P*FP(X,Q) alors A @5 Q/(w) est un objet de P FP(X,F) si
et seulement si A est divisible, ce qui revient a demander que A soit un objet de
PFP(X,0). On a alors A @5 0/(w) = Ker w.14[1], noyau pris dans P FP(X, Q).

Remarque : la dualité de Grothendieck échange les deux t-structures perverses p et p+.
Soient A, B € PC N P*C tels que A — B (resp. A — B) dans *C. Alors DB — DA (resp.
DB < DA) dans P*C.

Remarque : si f est un foncteur exact a droite pour la t-structure p et commute a la dualité

de Grothendieck-Verdier alors
A ePDNPID20 = f(A) € PD" N PID0,
1.4.4. Proposition. — On suppose que l’inclusion 7 : U — X est affine alors pour
P e ?FP(U,0)NPTFP(U,0) on a
joP ="j,P="%,P, jP="jP=""jP,
et 5. P, P15, P sont dans PFP(X,0) NPT FP(X,0).

Démonstration. — Comme j est affine, j, (resp. ji) est t-exact pour p (resp. p+) et le
résultat découle du corollaire [1.2.3] O

Remarque : en ce qui concerne les extensions intermédiaires, par définition Pj, K =
Imee(PH K — Pj.K) et PTj, = Impse(PT ) K — P14, K) sont donc aussi dans ?C N PHC. Tls
sont en outre reliés par la suite exacte courte dans PC :

7. — 0. (1.4.5)
1.4.6. Lemme. — Soit P € PFP(U,0) N P*FP(U,0) avec j : U — X affine tel que
PO i*j. P est non nul. Alors il existe un point z de X — U tel que <z*hdim5p+j!*P>

0 — Pj, — P14, — Pi,PhY

tors

tors
tors

est non nul.
Remarque : comme Pj, P € PD<"1 on a nécessairement z*h~ 4% P4, P qui est nul.
)

Démonstration. — On choisit pour z un point générique du support de Ph? __i*j, P de sorte

tors
que d’apres la remarque précédente, la suite exacte longue des faisceaux de cohomologie

appliquée a la suite exacte courte (LZ3H) a pour fibre en z :

0 s 2*h~ @M Phj Py gy dimf(phfgmi* j*P) =0

ce qui donne le résultat. O
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Remarque : plus généralement avec les notations précédentes, si () est un faisceau pervers
tel que dans PFP(X, Q)

PjP — Q < V). P
distinct de Pj,P alors la conclusion du lemme s’applique a ). On notera que dans
PT*FP(X, ) les inclusions précédentes deviennent

p,j!*P - Q - p+j!*P-

1.4.7. Proposition. — Soit K € PFP(U, Q) N*TFP(U, Q) un faisceau pervers sans tor-
sion sur U. Si l'inclusion 5 : U — X est affine alors

Fj.K = j,FK, FjK =jIFK

Démonstration. — Le résultat découle directement de la proposition [.4.4] et du fait que
FK est un faisceau pervers. O

(b) Cas ou S = Spec A : on note

— f: X — S le morphisme structural ;

— s = Speck (resp. n = Spec K) le point fermé (resp. générique) de S’;

— X, (resp. X)) la fibre spéciale (resp. générique) de X ;

—1: Xy = X (resp. j: X;, = X) l'inclusion fermée (resp. ouverte).
Le complexe f'Ag[2](1) est dualisant sur X d’apres [7] Th. finitude §4. On considére alors la
t-structure sur X obtenue par recollement de la perversité autoduale p sur la fibre spéciale
X, de X et de la t-structure (PD="1(X,, A),?D=""(X,, A)), notée p[1], ot p est la perversité
autoduale sur la fibre générique X, de X. Autrement dit, en posant, d’apres [1] XIV 2.2,
pour z un point de X d’image y dans S

§(z) = deg Tr w(z)/k(y) + dim {y}

on a

AePDSVX,A) & Ve e X, hi(itA) =0,Yqg > —d(x)

AePD(X,A) & Vo e X, hi(iLA) =0,Vqg < —6(x)
On définit de méme la t-structure p+ sur X de sorte que le foncteur dualisant
Dx = RHom(—,Kx) échange PD=°(X,A) (resp. P*D=U(X A)) et PTD=(X,A) (resp.
PD20(X, A)).
1.4.8. Proposition. — Le foncteur j. (resp. ji) est t-exact pour X, muni de la t-
structure p[1] (resp. p+ [1]) et X de la t-structure p (resp. p+) définie ci-dessus.

Démonstration. — Pour le cas de j,, cf. par exemple [11] bas de la page 48; le cas de j
est dual. O

D’apres le corollaire [.2.3] on en déduit alors le résultat suivant.
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1.4.9. Corollaire. — Si Lo € PD="1(X,,,0)NP*D="1(X,,0), i.e. est sans torsion pour
la t-structure (PD="1(X,,A),?D="YX,,A)), alors jiLo, j«Lo, PjuLo et P*j.Lo appar-
tiennent a PD=°(X,0) NPT*D=%(X,Q), i.e. sont sans torsion.

c) Cas oi1 S = Spec A : on note

— 5= Speck (resp. 7 = Spec K) le point fermé (resp. générique) de S';

— X5 (resp. Xj) la fibre spéciale (resp. générique) de X ;

—4: X5 = X (resp. j: X; = X) l'inclusion fermée (resp. ouverte).
Remarque : dans cette situation, il n’y a plus de complexe dualisant.

On considere alors les t-structures suivantes :

— p(1) en recollant (PD="1(X;, A),?D="1(X;, A)) et (PD="(X5, A),PD=°(X5, A));

— p(0) en recollant (PD=Y(X;, A),?D=°(X5, A)) et (PD="(X5, A),?D=%(X5, A)).
Remarque : on notera p(1)+ et p(0)+ les t-structures obtenues en recollant comme ci-dessus
a partir des versions p+ sur Xj et Xs.

1.4.10. Proposition. — (i) Pour Xz et X munis des t-structures p[1] et p(1) (resp.
p[1]+ et p(1)+), les foncteurs j. et ji sont t-ezacts. Pour Lo sur X;; qui est p[1] pervers
sans torsion, on a

jeLo = "W Lo = "MV, Lo
qui est sans torsion sur X et on a la suite exacte courte de faisceau p(1)-pervers sans
torsion sur X :
0— ;*j*L@ — E!L@ — E*L@ — 0.
(i) Pour X; et X munis des t-structures p et p(0) (resp. p+ et p(0)+), les foncteurs j.
et jg sont t-exacts. Pour Lo sur Xj qui est p-pervers sans torsion, on a

jilo =", Lo = PO%j, Lo
qui est sans torsion sur X et on a la suite exacte courte de faisceau p(0)-pervers sans
torsion sur X :
0— 31[/@ — j*L@ — g*.}*L@ — 0.

Remarque : le complexe i*j,Lg est le complexe des cycles proches notés VU, (Lo) que l'on
considere muni de son action du groupe de Galois.

Démonstration. — (i) Le foncteur j, (resp. ji) est t-exact a gauche (resp. a droite) pour
p et p+. Par ailleurs comme d’apres [I1] 64, i*j, est t-exact relativement & p sur Xypetp
sur Xg, on en déduit que j, est t-exact relativement a p[1] sur X et p(1) sur X. En ce qui
concerne ji, considérons le triangle distingué

3K — K — i, 0K ~
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pour K = j,Lg avec Lg qui est p[1] pervers. La suite exacte longue de p(1)-cohomologie
et le fait que Ph7i*j, Lo est nul pour tout r # —1, donnent la nullité des PMA"j7* K pour
tout r # 0 ainsi que la suite exacte courte

0— i," Y 1K — jj*K — K — 0

avec POp~ 1 K = W, (L) qui est p-pervers. On en déduit alors que j; est t-exact relative-
ment & p[1] et p(1) ainsi que j,Lgo = M5, Lo.
Soit alors Lg qui est p[1]+ pervers et soit

PR Ly — Lo — PWrs Lo ~»

le triangle distingué associé ou Pl Lo[1] est p[1] pervers de torsion et PHAY Ly est libre.
Apres application du foncteur exact j, on obtient le triangle distingué

j*pthL(O) — §*L© — j*p[uTZlL@ ~

ot 7.PUn°Lg et 7”7 Lg[1] sont p(1)-pervers. Par ailleurs comme pour tout M qui
est p[1]-pervers, j,M = PWj M, il découle du corollaire que 7,PMA0Lg (resp.
3Pl 751 Lo[1]) est libre (resp. de torsion). On en déduit alors que j, est t-exact & gauche
relativement & p[1]+ et p(1)4 et donc t-exact. La t-exactitude de j; relativement a p[1]+
et p(1)+ s’en déduit alors comme précédemment.
Remarque : pour tout M qui est p[1]+ pervers, j,M = P+ M.

(ii) Le raisonnement est strictement identique en notant que relativement aux t¢-
structures p et p(0), EJ* est t-exact de sorte que pour K = E*L@ :

— 1,0*K est p-pervers;

— P K = W, (Lg) est p-pervers;

— PMp=1* K est nul.

U

1.5. Cas d’un schéma de Hecke. — Soit X7 = (X[)ezr un schéma de Hecke pour
(G,Z). Pourt A = K ou Q. La catégorie FPHg(Xz; A) (resp. FHg(Xz; A)) des faisceaux
pervers (resp. des faisceaur) de Hecke sur Xz a coefficients dans A est définie comme la
catégorie dont :

— les objets sont les systémes (Fj);er ou Fr est un faisceau pervers (resp. faisceau) sur
X; a coefficients dans A, tels que pour tout g € G et J C I tel que g~'Jg C I, on
dispose d’un morphisme de faisceaux sur Xy, uy(g) : Fr — [g]sr.Fs soumis a la
condition de cocycle

ur,1(9'9) = [9]1.0+(uk,s(9")) 0 us1(g)
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— Les fleches sont les systemes (f;);er avec f; : Fr — Fj tels que le diagramme suivant
est commutatif :

ug,1(9)

Fr [9]7.1.4(F)
lf} l[g}‘],l,*(fj)
y u ,1(9) y
F1 d (9] s1.4(F7)

Remarque : par rapport a [5] §1.3.7, on a supprimé les conditions (ii) et (iii). Les proposi-
tions 6.1 et 6.2 de loc. cit. sont encore valables, i.e. FPHg(Xz; A) et FHg(Xz; A) sont des
catégories abéliennes munies de foncteurs ji, i (resp. Rj,, i, resp. j., Ri') qui sont t-exacts
a droite (resp. t-exacts, resp. t exacts a gauche) avec les propriétés d’adjonction habituelles,
de sorte que l'on se retrouve a nouveau dans une situation de recollement.

Pour A = O, on demande en outre que les [g] s« restent t-exacts. On définit alors
— PFPH¢(Xz; 0) et P* FPHg(Xz; O) comme ci-dessus en prenant a chaque étage la méme
t-structure i.e. avec ou sans +;
— les théories de torsion a chaque niveau < induisent > une théorie de torsion sur
FPHg (Xz; 0);
— comme les [g] ;7. commutent avec le foncteur F ®§ (—), la théorie de réduction mo-
dulaire précédente se prolonge aux faisceaux pervers de Hecke.
Remarque : contrairement a [5], avec notre définition de faisceaux pervers de Hecke, sans les
conditions (ii) et (iii) de la définition 1.3.7 de loc. cit., le dual de Grothendieck d’'un faisceau
pervers de Hecke n’est pas a priori un faisceau pervers de Hecke. On pourra toutefois noter
que dans le cas particulier ou F7 est un O-systeme local pervers sur jz : Uz — X7 avec
Pz = Pji. 7 F7 alors DPz est un faisceau pervers de Hecke relativement a la t-structure p+
isomorphe a P*j, 7).

2. Filtrations de stratification d’un faisceau pervers sans torsion

Pour un A-faisceau pervers sans torsion sur un schéma X muni d’une stratification
{X4: a € I}, nous allons construire des filtrations de celui-ci.

2.1. Rappels sur les pushout et pullback dans une catégorie abélienne. — Soit
C une catégorie abélienne. Pour A — B une fleche entre objets de C, on rappelle qu'un
noyau K — A (resp. un conoyau B — Q) est défini par la propriété universelle suivante :
pour tout objet X de C muni d’une fleche X — A (resp. B — X)) telle que le composé avec
A — B est nul, il existe une flecche X — K (resp. @ — X) telle que le diagramme suivant



FILTRATIONS DE STRATIFICATION DE QUELQUES VARIETES DE SHIMURA SIMPLES 17

commute
resp

\\ //

AZ~B——>Q

2.1.1. Définition. — Un diagramme commutatif
P——20B
A—C
est un pullback (dit aussi un tiré en arriere) si pour tout diagramme commutatif
X—B
A——C

il existe une unique fleche X — P telleque X - P > A=X - Aet X - P > B =
X = B.

Dualement on a la définition suivante.

2.1.2. Définition. — Un diagramme commutatif
A——B
C—P
est un pushout (dit aussi un poussé en avant) si pour tout diagramme commutatif
A——B
C——X
il existe une unique fleche P — X telleque B - P - X =B - X et (C - P - X =
¢ — X.
2.1.8. Théoréme. — (cf. [9] §2.1) Dans une catégorie abélienne C, tout diagramme
B (resp. A——=B)
A—C C

peut étre complété en un pullback (resp. pullout) et ce de maniére unique d isomorphisme
pres.
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2.1.4. Proposition. — Soit

P——B
A——C
un pullback et K — P un noyau de P — B. Alors K — P — A est un noyau de A — C.

Démonstration. — Soit X — A tel que X — A — C' est nul; alors le diagramme
x--B

L

A—>C

est commutatif de sorte qu’il existe une fleche X — P telleque X - P > A=X — Aet
X — P — B est nul de sorte qu’il existe une unique fleche X — K telle que X — K —
P — A= X — A. Le résultat découle alors de la propriété universelle du noyau. O

Dualement on la proposition suivante.

2.1.5. Proposition. — Soit

A——B
C P
un pushout et P — @ un conoyau de C — P. Alors B — P — @ est un conoyau de
A— B.

—_—

Démonstration. — Soit B — X telle que A — B — X est nulle. Le diagramme suivant
est alors commutatif
A B

C—=X
de sorte qu’il existe une fleche P — X telle que C' — P — X est nulle. Ainsi il existe une
unique fleche ) — X telle que B - P — @ — X = B — X et le résultat découle de la
propriété universelle du conoyau. O

l

Rappelons aussi le résultat suivant.

2.1.6. Proposition. — (cf [9] théoréme 2.54) Soit
P——20B

L

A—C
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un pullback avec B — C' surjective; alors P — A est surjective.
Dualement si

A——B
C—P
est un pushout avec C' — A injective alors B — P est injective.

2.1.7. Corollaire. — Soit 0 - A — B — C — 0 wune suite exacte de C et soit
C" — C une fleche de C. On note

P—C

B——C
le pullback. Alors 0 - A — P — C" — 0 est exacte.
Démonstration. — D’apres la proposition précédente P — (' est surjective et d’apres
214 A est un noyau de P — C’ d’ou le résultat. O

2.1.8. Corollaire. — Soit 0 - A — B — C — 0 une suite exacte de C et soit
A — A" une fleche de C. On note
A——B

.

A ——=P
le pushout. Alors 0 - A" — P — C — 0 est exacte.

Démonstration. — D’apres la proposition précédente, A” — P est injective et d’apres[ZT.5]
C' est un conoyau de A" — P, d’ou le résultat. O

2.2. Stratifications d’un schéma. —

2.2.1. Définition. — Une stratification d’un schéma X est une collection finie
{Xo; a €1}

de sous-schémas localement fermés de X telle que :
— les X, sont disjoints deux a deux;
- X - Uae[ Xa 7
— pour tout o € I, la frontiere F'rX, s’écrit comme une réunion de strates Xpg.

2.2.2. Lemme. — Il existe un unique sous-ensemble I=1 C I minimal pour la propriété

sutvante :
U X, est dense dans X.

acl=1
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Démonstration. — C’est immédiat puisque I'ensemble des sous ensembles J de I tels que
Uaes Xo est dense dans le support de P est non vide et stable par intersection. O

Remargue : pour o # 3 des éléments de 7', X, et X sont des composantes irréductibles
distinctes de X.

2.2.3. Définition. — Pour tout h > 1, on définit X=" := Uyes=n Xo ott 7" est défini
par récurrence

== [:1([2h+1), ou X=h —X"= | X.

ae[2h+1
2.2.4. Notation. — On note X=" := X=h = (J,cp2n X,.

Remarque : on obtient ainsi une stratification plus grossiére que ’on notera sous la forme
suivante

X5 X225 ... X2 5 )

ou pour tout 1 < h < k, la codimension de X=" est supérieure ou égale & h — 1 et donc
k — 1 est inférieur ou égal a la dimension de X.

2.2.5. Notation. — On note j=" Uinclusion X=" < X=h et is), : X=" — X.

2.3. Saturation. — On reprend les notations du §L.T], C désigne le cceur d’une catégorie
dérivée triangulée munie d’une t-structure. On suppose que C est OQ-linéaire noethérienne
munie de la théorie de torsion (7, F) comme dans la proposition [LT.]; on note alors *C
la catégorie abélienne artinienne qui lui est associée munie de sa théorie de torsion (Q, 7T ),
cf. le corollaire [LT.4l On considere alors une flecche A — P entre deux objets de C N *C.

2.3.1. Lemme. — Si A — P est une inclusion dans TC alors c’est aussi une inclusion
dans C.
Démonstration. — La suite exacte courte de TC

0—A—P—B—=0

définit un triangle distingué A — P — B ~ ou B est tant que quotient dans *C d’un ob-
jet divisible est donc divisible. Ainsi tous les termes de ce triangle distingué appartiennent
a C de sorte que la suite est aussi exacte dans C. U

Remarque : une inclusion A — P dans C est une inclusion dans *C si et seulement si le
quotient P/A est sans torsion dans C. Dualement on a le lemme suivant.

2.3.2. Lemme. — Si A — P est une surjection dans C, alors c’est une surjection dans

*C.
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Démonstration. — La suite exacte courte de C
0—-B—-A—-P—=0

définit un triangle distingué B — A — P ~» ou B en tant que sous-objet d'un objet libre
de C est un objet de TC et donc tous les termes de ce triangle appartiennent & *C et donc
la suite précédente est aussi exacte dans *C. O

Remarque : une surjection A — P dans TC est une surjection dans C si et seulement si le
noyau dans *C de A — P est sans torsion.

2.3.3. Lemme. — Soit fo : A — B est une fléche entre deux objets de CNTC telle que fx
est un isomorphisme. Alors fo est un isomorphisme si et seulement si c’est une injection
dans TC et/ou une surjection dans C.

2.3.4. Proposition. — Soit i : A — P une inclusion dans C avec A et P sans torsion
dans C ; il existe alors une unique factorisation A — B — P de f dans C telle que :

— B est sans torsion dans C ;

— le conoyau de B — P dans C soit sans torsion ;

— le conoyau de A — B dans C est de torsion.
On appellera B le saturé de i lequel est alors obtenu comme l'image de i dans ™C.

Démonstration. — Vérifions tout d’abord que B = Im+¢ ¢ convient ; comme B est le quo-
tient dans *C de A qui est divisible dans TC, on en déduit que B est sans torsion dans *C
et appartient donc aussi a C. Ainsi comme 7 est injective dans C on en déduit que A est un
sous-objet de B dans C.

Considérons la suite exacte courte de ¥C : 0 — P — D — 0 ou D en tant que quotient
dans TC d’un objet divisible, est sans torsion et donc un objet de C. Le triangle distingué
associé est alors constitué d’objets de C et donc une suite exacte courte dans C avec donc
D sans torsion.

De méme considérons la suite exacte courte 0 - A — B — F — 0 dans C ou F est un
objet de C. On obtient alors un triangle distingué E[1] — A — B ~> associé a la surjection
dans TC : A — B de sorte que D[1] est un objet de *C et donc D est un objet de torsion
de C.

Considérons alors B’ une autre factorisation vérifiant les conditions de ’énoncé ; comme
précédemment on a A — B’ dans C et donc une suite exacte courte 0 - A - B’ — E' — 0
avec par hypotheése £’ de torsion de sorte que dans *C, A — B’ est surjective. La propriété
de l'octaedre donne alors que le cone D' de B’ — P est un objet de C : en effet son
h~! s’injecte dans E’ et aussi dans B il est donc libre et de torsion et donc nul. Ainsi
donc B — X dans C avec un conoyau sans torsion. Ainsi la suite exacte courte dans C :
0 — B — P — D — 0 est aussi une suite exacte courte dans TC et d’aprés la propriété
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universelle de I'image, on a Im+¢ f < B’ dans TC; ainsi comme dans *C, A — B’ est
surjective, on a bien B’ = Im+¢ f. O

2.3.5. Corollaire. — Soit f : A — P une fléeche entre objets sans torsion de C alors
Ime f est un sous-objet dans C de B = Im+¢ f avec :

— B un objet sans torsion de C ;

— dans C, B < P avec P/B sans torsion.

Démonstration. — On prend i : A’ = Im¢ f < P dont on prend le saturé; pour affirmer
que ce saturé est B = Im+¢ f il suffit de voir que :

— B est sans torsion dans C;

— B < P dans C avec P/B sans torsion dans C;

— A" — B dans C avec B/A’" de torsion.
Le premier point découle simplement du fait que B est un quotient dans *C de A’ qui est
un objet sans torsion de *C. La suite exacte courte dans *C : 0 - B - P — D — 0,
comme P est divisible sans TC, montre que D est sans torsion dans *C et appartient donc
a C de sorte que la suite précédente est aussi une suite exacte courte de C ce qui montre
le deuxieme point. D’apres la propriété universelle de I'image, on en déduit que A’ — B
dans C et comme la fleche A — A’ — B dans C est surjective dans TC, on obtient B/A’

de torsion dans C, d’ou le résultat. 0
2.4. Cas d’une situation de recollement. — Soit
i Jx
DF —D — DU
e -
¥ g

une situation de recollement telle que :
— Dp et Dy sont munis d’une t-structure (D3’ D°) et (D5, DF°) de sorte que
DV :={KeD: j*K € D5’ et i*K € D3’}
D= {KeD: j*K ¢ DF’ et 'K € DZ"}.
est la t-structure sur D obtenue par recollement ;

— Cr et Cy sont des catégories abéliennes O-linéaires munies des théories de torsion
(Tr, Fr), et (Ty, Fu) de sorte que
T:={PeC: Pi*PeTretj*P e Ty}
F:={PeC: "'P¢cFretj*Pc Fy}
est une théorie de torsion sur la catégorie abélienne O-linéaire C.
Comme au corollaire [LT.4] on notera

D=0 .={AeD=t: (A eT}
TD20.={AeD=": W(A) e F}
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la t-structure duale de cceur *C muni de sa théorie de torsion (F, T[—1]) < duale » de celle

de C.

Remarque : les objets de F sont divisibles dans TC muni de la théorie de torsion (F, T[—1]).
Soit désormais Py, € C N ™C, autrement dit P, € F dans C. Considérons alors le dia-

gramme commutatif dans C :

Py Pjuf* P ——= P jj* Py

] |

Pjj* Py — P15 j* Py — P§,,5* Py —= P15, j* P

Remarque : d’aprés le corollaire [L2.2], P*4,7* Py est sans torsion et on a la suite exacte
courte de C :
0— phlzblrei*j*j*PA — p+j!j*PA — pj!*j*PA — 0. (241)

2.4.2. Définition. — On pose
~ Fil;(Py) 'image dans *C de P¥jj* Py — Py ;
~ Fil,(Py) I'image dans *C de

Phisk 0%, Py — PYjg* Py < Fill(Py).

2.4.3. Lemme. — Les faisccaux pervers Filf,(Py) et Filj,(Py) définissent dans C une fil-
tration
Fil},(Py) C Filj;(Py) C Py
telle que :
— les gradués sont sans torsion dans C ;
— on a une surjection naturelle dans *C :

¥ j1g* Pa = Filg; (Pa)/ Filg, (Py);
~ Py/ Fil(Py) ~ i,Pi* Py.

Démonstration. — - Notons tout d’abord que Filj;(Py) est un quotient dans *C d’un fais-
ceau pervers P75 7*Py € F divisible, de sorte qu’il est sans torsion et donc, dans *C,
I'inclusion Filf;(Py) < Py est, d’apres 23] une inclusion dans C également.

- De la méme fagon Fil{;(Py) est un quotient dans *C d'un faisceau pervers Phy;. i*j, Py
divisible, et est donc sans torsion de sorte que, dans *C, l'inclusion Fil},(Py) < Fil;(Py)
est aussi, d’apres 2.3.1] une inclusion dans C.

- D’apres 234, Py/ Fil;;(Py) appartient & C N *C. De la suite exacte courte dans *C

0= i,PTh1i*Py — P1jj*Py — P — i,7Th%* Py — 0,
on en déduit alors que P/ Filj;(Py) ~ 4,PTh%* Py.
- Dans *C, Filj;(Py)/ Fil{,(Py) est un quotient de 1'objet divisible ?j,;* Py et appartient
donc a CN*C. O
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On résume les constructions précédentes par le diagramme suivant :

Pjij* Py — S Fill,(Py)/ Fil% (Py)
CT TCO*C
Prg 5 Py < Filj; (Py)° cnte py e i, PT0* Py
Cj jcrﬁc
phil RO *P +C Flo P
librel JxJ LA 1 U( A)

Remarque : en ce qui concerne le quotient grj,(Py) := Filj;(Py)/ Fil},(Py), on peut écrire
la surjection du lemme précédent comme une suite d’inclusions dans C

Pjiej* Pa > gri(Pa) <= P4 juj* Py,
et on dit que gr};(Py) est < coincé > entre les deux extensions intermédiaires.

2.4.4. Définition. — Avec les notations précédentes, Filj;(Py) (resp. Fil},(Py)) est dit
saturé si dans la définition 2.4.2) 'image est prise dans C. Si Fil{;(Py) et Fil;;(Py) sont tous
deux saturés, on dira que la filtration Filf;(Py) C Filj;(Py) C Py est saturée.

Remarque : dans le cas ol la filtration est saturée, le gradué gri;(Py) est Pjj*Pa.
Dualement, en utilisant la suite exacte courte de C
0 — P " Py — Pj " Py — PhY, i*5,5" Py — 0
et le fait que ?j,j* Py est sans torsion dans C, on définit la cofiltration suivante.

2.4.5. Définition. — On pose
— CoFily_1(Py) 'image dans C de Py — Pj,j* Py ;
— CoFilyo(Py) I'image dans C de

Py — Pj.5° Py — Pi,PhY, i*5.Py.
Remarque : on obtient ainsi une cofiltration dans C
PA - COFﬂU7_1(PA) - COFﬂUp(PA)

avec CoFily _1(Py) (resp. CoFilyo(Py)) qui est un sous-objet du faisceau pervers libre
Pj.5* Py (resp. Pi,PhY, i*j.Py) et appartient donc & C N TC. En ce qui concerne le noyau
cogry,—1(Py) de CoFily _1(Py) — CoFilyo(Pa), on a les inclusions dans C :

P g* Py < cogry —1(Pa) < P*jij* Pa.
En ce qui concerne le noyau de Py — CoFily _1(Pa), en vertu de la suite exacte dans C :
0 — i,Pi'Py —> Py — Pj,j" Py — i,Phli'Py — 0,

on en déduit qu'il est isomorphe & i,7i' Py.
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On résume cette construction par le diagramme suivant :
COQTU,—l(PA)(C—> PHgj* Py
c c
PPy pC0C L CoFily_y (Py) S P}, j* Py

j -

CoFilyo(Py)—S=PRY, i*j,5* Py

2.4.6. Proposition. — Si D est muni d’une dualité D qui :
— échange ! et x;
— permute C et *C ;
— et telle que D(Pp) =~ Py.

alors
CoFily_1(Py) =~ D(Fily(Py)
CoFilyo(Py) =~ D(Fil},(Py)).
Démonstration. — 11 suffit de remarquer que si P — (@ est une injection dans C alors
D@ — DP est une surjection dans *C. O

Remarque : 1a filtration Fil}, (Py) C Fil},(Py) est saturée si et seulement si, dans la définition
2.4.5 les quotients

Pj.j*Px/ CoFily_y(Py) et (pi*ph?ibrei* j*PA) / CoFiluo(Py)

sont sans torsion.
Remarque : La filtration Fil{;(Py) C Fil;(Py) C Py définit une cofiltration dans C N *+C

PA —» /FﬂUp(PA) - /FﬂU,l(PA>

ott on a posé / Filyo(Py) := Py/Fil;(Py) et /Fily (Py) := Pp/Fil;;(Py). De méme la
cofiltration Py — CoFily _1(Py) — CoFilyo(Py), définit une filtration dans C N *C

/ CoFil;* (Py) «— / CoFill,(Py) < Py

avec par définition CoFilyo(Py) = Py// CoFil},(Py) et CoFily_1(Py) = Py// CoFil;!(Py).
A priori ces deux filtrations (resp. cofiltrations) ne sont pas égales comme nous le verrons
dans I'exemple donné par le faisceau pervers des cycles proches d'une variété de Shimura
unitaire., cf. la figure @ Sous les hypotheses de la proposition précédente, on a

/ CoFil;'(Py) =~ D|(/Filyi(DPy)
/ CoFilY;(Py) =~ D(/Filyo(DPFy)).
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2.5. Recollement d’une t-structure perverse. — Comme au 1.4 S désignera soit
le spectre d'un corps, soit celui d’'un anneau de valuation discrete hensélien A ou encore
celui de A le normalisé de A dans une cléture algébrique du corps des fractions de A. On
considere alors X un schéma de type fini sur S. Pour j : U < X une inclusion d’un ouvert
dense contenant la fibre générique X, (resp. X;) si S = Spec A (resp. S = Spec A) avec
1: F:=X —U — X, on est dans une situation de recollement ce qui permet d’appliquer
les constructions du paragraphe précédent.

2.5.1. Lemme. — Pour S = Speck et Py € PFP(X,0) NPT FP(X,0) tel que Px :=
Py ®0 K est simple de support dense dans X . Il existe alors un ouvert dense 7 : U — X
et un systéme local libre Lo sur U tels que

5 Lo[— dim X] < Py < P1j, Lo[— dim X].

Démonstration. — Pour tout s < —dim X, h~* Py est nul de support et pour s = —dim X
soit j : U < X tel que Lg[— dim X] := j* Py est localement constant sans torsion. Avec
les notations du paragraphe précédent, soit

Fil,(Py) C Fil;;(Py) C Po.
Comme
— Pk est simple;
~ Fil;(Py) ®¢ K est non nul, vu le choix de U ;
on en déduit que Fil’(Py) ®g K est nul et comme il est sans torsion, il est nul. De méme
(P@ / Filb(P@)) ®o K est nul et sans torsion, il est nul. O

2.6. Filtration et cofiltration de stratification. — Soit X un schéma muni d’une
filtration & = (X, )aer; par la construction du paragraphe 2.2 on se ramene a la situation
Xzl X225 ..o X224 £,
avec les notations de 2225 Pour A = K, O ou F et Py, € PFP(X,A) un faisceau pervers
sur X sans torsion, on se propose de définir des filtrations de P, dont les gradués sont sans

torsion.
Remarque : dans le cas A = K ou F, les faisceaux pervers sont automatiquement sans tor-
sion. Les constructions suivantes s’appliquent pour d’autres anneaux A ou p est inversible.
2.6.1. Définition. — Avec les notations de 2.4.2] on définit

Fil(Pr) := ip. Filon (Pr),
ou h est tel que le support de Py est dense dans X=".

2.6.2. Proposition. — Tout faisceau pervers Pr € PFP(X, A) sans torsion sur X muni
d’une stratification &, peut-étre muni fonctoriellement d’une filtration dans PFP(X, A)

Fil(Pr) C Fils(Pr) € -+ C Filg(Pp) = Pr
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telle que :
— r est inférieur ou égal a la dimension du support de Py ;
~ tous les gradués gr&(Py) == FilL(Py)/ Fil§ *(Py) sont sans torsion dans PFP(X,A) ;
~ Fily(Py) a été défini ci-avant;
~ Fil (Py)/ Filg *(Py) est le Fil de Py/Fils '(Py).

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la dimension du support de P, ; le cas
ou la dimension est nulle étant trivial supposons donc le résultat acquis jusqu’a la dimension
r — 1 et traitons le cas ou la dimension du support de Py est égale a r. Par construction le
quotient Q := Pr/ Fil}(Pr) est a support dans la frontiere de Up et est donc de dimension
strictement inférieure & celle de Pr. Soit alors Filg(Q) C --- C Filg '(Q) de sorte que les
tirés en arriere suivant

0 — Fill(Py) };A Q=" Py —=0
= |
10 . T'J : 7’\—/1
A
= |
.10 . rijl . 7‘32
0 — Filg(Py) — Filg " (Pr) —— - Filg “(Q) ——0
A
= |
0 .4 _______ > . - —_— 0
A
- |
0 N g
0 — Filg(Py) —— Filg(Py) - - - = Filg(Q) ——0
définissent la filtration demandée. O
2.6.3. Notation. — La filtration construite dans la proposition précédente sera dite de

&-stratification et on notera
EFilg} (Pa) = hPtagrsP(Py) = hPTIPy,
la suite spectrale qui lui est associée et qui calcule les faisceauzr de cohomologie de Py.

2.6.4. Définition. — On dira que P, est :
— G-saturé si a chaque étape de la construction le Fil}] est saturé au sens de la définition

2.4.4;

— G-dégénéré si la suite spectrale spectrale EFil’g?T dégénere en Fj.

Remarque : dans le cas ou grg’(Py) est 'image d’un morphisme d’adjonction, i.e. ou on
ne sature pas cette image du 75 Lolh] — grg’ (Pa), toute filtration de 75 Lo[h] induit une
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filtration du grg”(Pa) ainsi qu'un morphisme de suite spectrale de faisceaux de cohomo-
logie, cf. le §3.3 ainsi que le §7?7. Comme par ailleurs ’aboutissement de la suite spectrale
associée a la filtration de Pj;Lg[h] a un aboutissement connu puisque nul hors de sa strate,
il est assez aisé de la contrdler et donc d’en déduire celle de grg”(Py). Nous reviendrons

au §3.2] sur cette notion de faisceau pervers G-saturé, en attendant revenons a ’étude de

la suite spectrale EFilg% (Py) et sur la notion de faisceau pervers &-dégénéré.

2.6.5. Lemme. — Soient p, des systémes locaur Ly et L1 sur les strates de dimension

ho < hy tels que gra"(Py) et gra’ ' (Py) soient respectivement les images dans P*C de

extensions par zéro de Lo[ho] et Li[h1]. On suppose que pour toute inclusion dans P*C,

Ko = PjE" Lolho], on a Hom(Ky, gra” ' (Py)) = 0. Alors pour tout i, la fléche
Wgre”(Pa) — B gre"™ ' (Pa)

de la suite spectrale EFilgY est nulle.

Démonstration. — Les fleches en question sont données par les

iLyh®gre? (Py) — ityh®grs” (Pa)[1],
pour h > 1. Pour h tel que X=" est de dimension strictement plus grande que hg alors
it 97" (Py) est nul et donc une telle fleche est nulle. Pour h = hy, i}, grg"(Pa) =~ Lo[ho]
alors que i;ogrép_l(PA)[l] n’a de la cohomologie qu’en degré < hg. Pour h = hg + 1, on a

i$,976" (Pr) = Ko avec Ky le noyau dans P*C de j1Lo[ho] — grg”(Pa) de sorte que

Hom(i% p, 11976" (PA), 15 pg21976” " (Pa)[1]) = Homuee (Ko, gre”™ (Pr)).

Dualement, on peut définir des cofiltrations.

2.6.6. Définition. — Avec les notations précédentes, on pose
COFﬂGp(PF) = 'L.h,* COFﬂX:h7_1(PF),

ou h est tel que le support de P, est dense dans X=".
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En raisonnant par récurrence sur la dimension du support de P, et en utilisant des
push-out comme dans le diagramme ci-dessous

0—— K = pi!PA PA COFﬂ@@(PA) —0

I
|
v
00— COFﬂGJ_T(K) I COFﬂG7_T(PA) I COFﬂGp(PA) —0

I
i
00— COFﬂGQ_T(K) I COFﬂG71_r(PA) —— COFﬂGp(PA) —0

!
!
v

0—— COFﬂgp(K) —_— COFﬂG7_1(PA) I COFﬂGp(PA) —0
on obtient la proposition duale de 2Z.6.2]

2.6.7. Proposition. — Tout faisceau pervers Pr € PFP(X, A) sans torsion sur X muni
d’une stratification &, peut-étre muni fonctoriellement d’une cofiltration dans P FP(X,A)

Pp = COFﬂG,,T(PF) - COFﬂ@J,r(PF) e COFHG,O(PF)

telle que :
— 1 est la dimension du support de Py ;
— tous les gradués sont sans torsion dans PFP(X,A);
— CoFilg o(Py) a été défini ci-avant ;

- Ker(CoFilev_k(PA) —» CoFilevl_k(PA)> est le CoFilg o de Ker(PA —» CoFilGJ_k(PA)).

2.6.8. Définition. — La cofiltration construite dans la proposition précédente sera dite
de G-stratification.

En reprenant la preuve de 2.4.6] on en déduit le résultat suivant.

2.6.9. Lemme. — La dualité de Verdier échange la filtration et la cofiltration définies
ct-avant :

D(CoFﬂ&_k(PA)) ~ FilX (DPy).

Remarque : la cofiltration (resp. la filtration) associée a la filtration Fill(Py) (resp. la
cofiltration CoFilg j(Py) sera notée / Filg x(Py) (resp. / CoFil&(Py)) dont les gradués ap-
partiennent & C N *C.
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Remarque : en ce qui concerne la suites spectrales associées a une telle cofiltration, notons
qu'elle est plutot adaptée aux calculs des i alors que pour la filtration de stratification
c’étaient les i*.

2.7. Filtration et cofiltration G-exhaustives. — Soit X un schéma muni d’une stra-
tification & et P, un faisceau pervers sans torsion de P FP(X,A) que l'on suppose &-
constructible, i.e. ses faisceaux de cohomologie sont constructibles relativement a la strati-
fication &. Autrement dit si on note Gp la stratification la moins fine de sorte que P, est
G p-constructible, & est plus fine que Sp.

2.7.1. Proposition. — Par application successives des filtrations Filloj - Filllj de la
définition [2.7.3, tout faisceau pervers Py sans torsion dans PFP(X,A) sur X peut étre
muni fonctoriellement d’une filtration dans P FP(X, A)

Fill’(Py) C Fill'(Py) C --- C FillY(Py) = Py

telle que :
— d est un entier assez grand;
~ les gradués grr*(Py) sont sans torsion ;
— pour tout 0 < k < d, il existe a(k) € I ainsi qu'un systéme local L(k) sur Xou et des
injections dans PFP(X,A) :

PJatk) 1 L(k) = grr(Pa) = ¥ o 1l (k).

Démonstration. — On considére une stratification & de X plus fine que Gp. On raisonne
par récurrence sur la dimension r de Py ; le cas r = 0 étant trivial, on suppose le résultat
acquis jusqu’au rang r — 1 et traitons le cas de r. On considere la filtration de la définition
2.4.2]

Fily, (Pp) C Fil; (Py) C Py
ou :
— FilIOJP(PA) et P/ Fillljp (Py) sont de dimension strictement inférieure a r et donc d’apres
I’hypothése de récurrence, munies de telles filtrations;
— gr = Fillle(PA)/ FilIOJP(PA) est tel que
ijP,!*.j;kaPA — gr — er.jUP,!*.jl*JpPA'
Comme P, est G-constructible, on en déduit que pour tout o € I(P), L, := j: Py est
localement constant de sorte que gr se décompose en une somme directe @qc;(py gra avec

pjoz,!*ca — gra < p+ja,!*£a-

On procede alors comme dans le paragraphe précédent par pull-back, pour obtenir la
filtration de 1’énoncé. O
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Remarque : la construction précédente ne dépend que de Gp et pas du choix de & plus
fine que G p ce qui nous permet d’o6ter & des notations.

2.7.2. Définition. — La filtration construite a la proposition précédente sera dite de
stratification exhaustive; on dira que le faisceau pervers est exhaustivement saturé si sa
filtration exhaustive 'est, i.e. si a chaque étape de la construction les FilOU et Fil,lj sont
saturés au sens de la définition 2.4.4]

2.7.3. Notation. — On notera
EFillyY(Py) = WP grr=P(Py) = hPTIP,

la suite spectrale associée a la filtration exhaustive de Py qui calcule ses faisceaux de coho-
mologie.

Dualement, on construit des cofiltrations exhaustives en utilisant Py — CoFil">~%4(P,) —

CoFil Up, 0(Py).

2.7.4. Proposition. — Par application successives des cofiltrations CoFily_, —
CoFily de la définition [2.4.0, tout faisceau pervers Py sans torsion dans PFP(X,A)
sur X peut étre muni fonctoriellement d’une cofiltration dans PFP(X,A)

Py = CoFill_y(Py) C CoFill;_gq(Py) — - - - — CoFilly(Py)

telle que :
— d est un entier assez grand;
— les gradués cogrri(Py) sont sans torsion ;
— pour tout 0 < k < d, il existe a(k) € I ainsi qu'un systéme local L(k) sur Xqou et des
injections dans PFP(X, A) :

pja(k)ﬁ*‘c(k) — COgTTk(PA) — p+ja(k)7!*£(k‘).

2.7.5. Définition. — La cofiltration construite a la proposition précédente sera dite de
stratification exhaustive.

La proposition 2.4.60] permet de relier filtration et cofiltration par la dualité de Verdier.

2.7.6. Lemme. — La dualité de Verdier échange la filtration et la cofiltration définies
ci-dessus, i.e.

D(CoFillk(PA)) ~ Filly(DPy).

Remarque : dans les constructions précédentes, les systemes locaux L(k) ®g K ne sont pas
nécessairement irréductibles. On peut bien entendu filtrer les £(k) de sorte que les gradués
sont simples apres tensorisation par K; bien entendu les réseaux obtenus dépendront a
priori du procédé choisi.
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2.7.7. Notation. — On notera / Fill, (resp. / CoFill*) la cofiltration (resp. la filtration)
de C N *C associée a la filtration (resp. la cofiltration) Fill* (resp. CoFilly,).

2.8. Cas d’un schéma de Hecke. — Pour X7 = (X/);cz un schéma de Hecke relati-
vement a (G,Z) et A = K, O ou F, nous avons défini au g5 la catégorie FPHg(Xz; A)
des faisceaux pervers de Hecke sur Xz a coefficients dans A. Pour A = O, on dispose des
théories de torsion p et p+.

On peut alors reprendre les constructions des §2.6 et §2.7], a chaque niveau I € Z ce qui
permet de définir des filtrations ou cofiltrations de stratification d’un faisceau pervers de
Hecke sans torsion.

2.9. Modifications d’un faisceau pervers sans torsion. — L’objectif de ce para-
graphe est de montrer que ’'on ne peut pas donner plus de précisions sur la position des
gradués

dans I’énoncé de la proposition .71l Plus précisément a partir d'un faisceau pervers sans
torsion Py muni de sa filtration de stratification exhaustive, nous montrerons comment,
quitte & modifier certains des réseaux L(k), construire Py dont les gradués sont les Gy,

Pjaty L (k) = G = PF o nL(k)

o on se donne par avance la position des Gy et on s’autorise a modifier le réseau L(k),
i.e. a prendre L'(k) avec L'(k) @0 K ~ L(k) ®¢ K.

2.9.1. Lemme. — Soient Py, P4 €€ PFP(X,Q)NPTFP(X, Q) et une suite exacte courte
de PFP(X,0)

0— Py — Pf — Ty —0

ot Ty est de ™ torsion. Il existe alors une suite exacte courte de P FP(X, Q)
0—Pd — Py — T —0,

ot T est de ™ torsion. En outre toute suite exacte courte de P FP(X,Q) de la forme
0—Pd — Py — T —0,

avec T de torsion est telle que T est de [™ torsion.
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Démonstration. — La suite exacte courte 0 — Py — Pj — Ty — 0 fournit un élément
¢ e Ext%))(To, Py ) qui est de I™ torsion de sorte que 'on a le diagramme commutatif suivant :

0 Py Po T, 0
-k

0 Py P T, 0

0 Py Po T, 0

ou Py ~ Py & Tp. On obtient ainsi une fleche de PFP(X, )
P — Py — Py
dont le noyau Ng est libre et tel que Pg/Ng est libre; ainsi Np est nul. On note alors
T € PFP(X,0) le conoyau
0—PF— Py —T—0

avec T' qui est de [" torsion.
Considérons désormais une suite exacte courte de » FP(X, Q) :

0—P3 — Pp — T —0.
Soit m tel que T est de [ torsion. La suite exacte longue
s = PRTY P — PRV Py — PRTYT — PRYTPE — 0

impose que I™PhY i*T, = 0 et donc m > n. O

Ezxemples :
(1) Pour Lg € PFP(U,0) NPT FP(U, ), la suite exacte courte
0— pjy*L@ — p+j1*L@ — ph?mi*j*[/@ — O,
vérifie les hypotheses de I’énoncé, ce qui fournit alors une suite exacte courte de P FP(X, Q) :
0 — P, Lo — Pji.Lo — T — 0.

En outre on a i*T € PD(F,0)s71 et Pi'T € PD(F,0Q)=!, de sorte que T =~ Pj, j*T =~
Pj Lo /l" Lo.
(2) De méme pour

PjiLo < Py < Pg = " jiLo,
on obtient une suite exacte courte 0 — Pg — Py — T — 0 ou T est de torsion.
(3) A contrario étant donné Lo €€ PFP(U,0) NPT FP(U,0) ainsi qu'une suite exacte
courte dans P FP(X, Q)

0— Ag — PjrLg — . T — 0
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avec T' € PFP(F, Q) de torsion ; alors T est nécessairement nul puisqu’isomorphe a ?jy, j*T.

2.9.2. Proposition-Définition. — Soit
Fill’(Pp) C Fill'(Pg) C -+ C FillY(Py) = Py

la filtration exhaustive d’un Q-faisceau pervers Py sans torsion. Pour tout k =0,--- ,d on
(@) ) )
peut construire un faisceau pervers sans torsion Ppj muni d'une filtration

Fil’(Pp) C Fil'(Poy) C --- C FilY(Po ) = Poy

telle que :

— pour tout k = 0,--- ,d, la construction fournit un isomorphisme Po ®0K ~ Py ®oK
compatible aux filtrations, c’est a dire que pour tout 1 = 0,--- ,d, cet isomorphisme
induit un isomorphisme entre Fili(P@Jc) ®o K et Fill'(Py) @0 K ;

~ pour tout i = 0,---,k, le gradué gr'(Poy) est, avec les notations du paragraphe
précédent, de la forme Pjo )1 L.

Démonstration. — Soit la suite exacte courte de P FP(X, Q)
0 — Fill’(Pg) — Pp — / Filly(Pg) — 0,
ol par construction, il existe un systeme local £(0) sur une strate X, tel que
P01+ L(0) = Fill’(Pg) <= P*jiu(0) 1 L(0).
En utilisant la remarque qui suite le lemme [2.9.1] on obtient par pushout :
0 —— Fill’(Py) Py /Filly(Pg) — 0
| N

Y
0 — Pjia(0) 1 L£(0) - = = Py g —= / Filly(Pp) —= 0

La filtration
Fill'(Py)/ Fill’(Pg) C --- C FillY(Py)/ Fill’(Py) = / Filly(Pp)
de / Filly(Pp) donne alors par pull-back une filtration
Fil’(Py,) C Fil'(Pgyg) C --- C Fil*(Py) = Poy

qui vérifie les propriétés énoncées.
Supposons donc construit Py, et soit

0 — Fil*(Po ) — Fil"™ (Py ) — gr* 1 (Poy) — 0,

ou avec les notations du paragraphe précédent, il existe une strate a(k + 1) et un systéme
local L(k + 1) tel que

pja(kJrl),!*E(/{? -+ 1) — ngJrl(P@,k) — p+ja(k+1),!*£(/{; —+ 1)
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Soit alors
0 — Fil"(Pox) — Frpr — PJagrn Lk +1) =0

I’extension obtenue par pull-back a partir de Filk“(P@,k). D’apres le lemme précédent, on
a un morphisme FilkH(P@,k) — Fi41 ce qui par pushout permet de définir Pp 41 :

0—— Filk+1(P@,k) P(O),k P@,k‘/ Filk+1<P@,l€) 0
!
Y k+1

0 Fiy1 - == => Pogp1 — Pog/ Fil'" (Po ) — 0

Pour tout i < k+ 1, on pose Fil'(Py j41) := Fil'(Fj41) = Fil'(Po ) ; comme précédemment
la filtration Fil'(Pgy)/ Fil*™ (Poy) de Ppu/ Fil*™(Poy) permet par pull-back de définir
les Fil'(Po k+1) pour k+ 1 <i < d. O

Dualement, on a la construction suivante.

2.9.3. Proposition-Définition. — Soit
Py — CoFill_u4(Py) — CoFill;_4(FPgy) — - -+ — CoFilly(Pp)

la cofiltration exhaustive d’un faisceau pervers Py sans torsion. Pour tout k=10,--- ,d on
peut construire un faisceau pervers sans torsion Pp muni d’une cofiltration

P@,k — COFﬂ,d<P@7k) — COFﬂl,d(P@,k) O c COFﬂo(P@,k)

telle que :

— pour tout k = 0,--- ,d, la construction fournit un isomorphisme Po ®oK ~ Py ®oK
compatible auz cofiltrations, c’est a dire que pour tout 1 =0, --- ,d, cet isomorphisme
induit un isomorphisme entre CoFili(PQk) ®o K et CoFill'(Py) ®o K ;

— pour tout i = 0,---,k, le gradué gr_,(Poy) est, avec les notations du paragraphe
précédent, de la forme P* jo ) 1.L;.

Remarque : il est bien entendu possible de modifier Py afin d’obtenir pour gradués n’im-
porte lequel des faisceaux pervers Pj, g 1. Lx — G — p*ja(k”*/lk. On notera toutefois que
lorsque 'on déplace ces gradués, en général on modifie aussi les réseaux Ly.

3. Sur quelques classes de faisceaux pervers sans torsion

3.1. Minimalité et maximalité. — On reprend la problématique du paragraphe
précédent mais en rigidifiant un peu le contexte. Par exemple pour Fill’(Pgy) < Py avec

Pjo1L(0) — Fill°(Pg) < Fy = P75y 1.L(0)



36 BOYER PASCAL

par pushout on construit P} sans modifier - Filly(Pp) :
0 — Fill’(Py) — Py — / Filly(Py) —= 0

I l:

\
0 Fo—-——-» P, ——=/Filly(Py) —= 0

Ainsi une question naturelle est de savoir si une extension 0 - A — B — C — 0
de PFP(X,0) N P"FP(X,0) a été obtenue par pushout (resp. pullback) a partir d'une
extension 0 - A" - B - C — 0 (resp. 0 = A - B — ' — 0) via A’ < A (resp.
C ().

3.1.1. Définition. — Une extension

0—-A—-B—-C—=0

de PFP(X,0) N P*FP(X,0) sera dite minimale (resp. maximale) si pour toute fleche
A — T (resp. T — C) de PFP(X,0) (resp. P"FP(X,0)) ou T est un objet de torsion de
PFP(X,0) (resp. " FP(X,0)) le pushout (resp. le pullback) 7"

A——B resp. 7; -—=T

|
Lo |
C

est tel que la fleche T < T” (resp. T" — T') de PFP(X, Q) (resp. " FP(X,0)) n'y est pas
surjective (resp. injective).

Remarque : une extension 0 - A — B — C' — 0 est minimale (resp. maximale) si et
seulement si elle n’est pas obtenue par pushout (resp. pullback) a partir de A" < A (resp.

C—C):

0 A Z%’ C 0 resp. T——T
| =
] .
00— A-->B——=(C—=0 00— A—B-->C—=0
\
= \
o A
T——T 0 A B’ c’ 0
3.1.2. Lemme. — Soit Lo un systéme local irréductible sans torsion sur un ouvert U de

X et soit Py un quotient dans PFP(X, Q) (resp. un sous-objet dans P FP(X,0)) de P 5 Lo
(resp. Pj.Lo). Alors pour tout Py — C (resp. A — Pgy) dans PFP(X,0) N PTFP(X,0),
’extension

0—-A—Py—C—0

est minimale (resp. maximale).
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Démonstration. — Traitons tout d’abord le cas de P75 Lg qui est sans torsion. Comme
PRO*P* 5 Lo est nul, on en déduit que Ph%* Py est nul aussi. Soit alors 0 — A — Py —
C — 0 une suite exacte courte de PFP(X,0) NPT FP(X,0) avec C' non nul de sorte que
A ~ i,*A et ainsi pour tout quotient A — T, T ~ i,i*T est a support dans ' = X — U.
Si on avait Py — T alors comme Ph%*P est nul, on en déduirait que Ph%*T = T est nul,
ce qui prouve bien que ’extension est minimale.

Le cas de Pj, se traite de maniére similaire en utilisant que PTh%' Py est nul. O

3.1.3. Définition. — Un systeme local Lg irréductible sans torsion sur U est dit minimal
(resp. maximal) si I'extension

0 — PYj,Lo — Pj.Lo — iPRYy, i 5. Lo —
resp. 0 — ’L'*phl;blrel'*j*,c(@ — p+j!£@ — P1.Lo — 0

est une extension minimale (resp. maximale).

3.2. Faisceaux pervers saturés. — On rappelle qu'un faisceau pervers sans torsion
est dit saturé (resp. exhaustivement saturé) si sa filtration (resp. sa filtration exhaustive)
de stratification l'est, cf. les définitions 2.6.4] et 2.7.21

3.2.1. Notation. — On reprend les notations du §2.2 que [’on compléte comme suit :
~pourl <h <K <d, X"M .= X=P[--- 1[I X" ; en particulier X"=<" est égal a X=".
—pour 1 < h <KW <d, jh=t . XM s X220 - en particulier jP<h = j=h
—pour 1 < h <K <d, i<W . X=h Xh=h
“pour 1 < h < KW < h, jhsh'<h . Xhsl oy xhsh - on particulier on a j"<M = jhsh o

-h<h/<h
j - .

~pour 1 <h < W <d, ipcp : X2 — X0, en particulier iy<), = isp ;
—pour 1 < h < W <d, ipepy : X7 — XM=V - en particulier i—j, = i1<p,.
—pour 1 <h <K <d, iy<p<p : XM=y X2V - en particulier li<h<h = l=h-

Remarque : dans les notations précédentes, des que 'on a la lettre j alors le foncteur j*
associé est t-exact.

3.2.2. Proposition. — Soit Py un faisceau pervers sans torsion sur X ; avec les nota-
tions précédentes, Py est saturé si et seulement si pour tout 1 < h <d, phoi*th@ est sans
torsion.

Démonstration. — On rappelle la suite exacte

0 — Ph ™%, P — Pif 17" Py — Py — PR, Py — 0

de sorte que Fill—i (Py) est saturé si et seulement si PhOi%, Py est sans torsion. Le quotient
Py/ Fil’(Pg) est alors isomorphe & P; := Ph0i%, Py a support dans X=?. Pour tout 2 < h <



38 BOYER PASCAL

d, on a
PROGE_ P = pho(i o1 )*P = PRV P
o<pl1 = >2 2<3 0 — 1>3L0

de sorte que P; vérifie encore les hypotheses de I’énoncé. On conclut alors par récurrence
sur la dimension du support de P. O

Remarque : comme X =" n’est pas une strate mais une réunion de strates, il est en général
difficile de tester si un faisceau pervers sur X=" est libre ou non. Par exemple méme si
certaines des fibres de ses faisceaux de cohomologie ont de la torsion cela ne signifie pas que
le faisceau pervers n’est pas libre. En revanche pour un faisceau pervers G-constructible,
ses Ph%7, sont localement constants et donc libre si et seulement si la fibre en un point
quelconque de X" de son faisceau de cohomologie en la dimension de X =" est libre. Ainsi
la proposition suivante sera plus facilement exploitable.

3.2.3. Proposition. — Soit Py un faisceau pervers sans torsion sur un schéma X . Avec
les notations précédentes on suppose que pour tout 1 < h <d,

— 52" est affine ;

— P04, Py est sans torsion.
Alors Py est saturé.

Avant de donner la preuve de ce résultat, commencons par le lemme technique suivant.

3.2.4. Lemme. — On considére les suites exactes dans C :

A B B 0

Si B' et C' sont sans torsion alors, avec les notations du lemme L3, le quotient de *h°C
par l'image de Th°A est sans torsion.
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Démonstration. — Quitte a quotienter A par le noyau de A — B, on peut supposer que
cette application est injective. En considérant les parties libres on a

0— "h°A —— "h"B—— B ——0

~N
~N
~N
EN

ThO Im

l

0

ot Im est 'image de B — C. Ce diagramme est exact dans C et *C et le quotient F cherché
est le push out

ThW'B —= B’
|
i |
¥
TROIm - - > F

La fleche Th°B — B’ étant surjective dans C et *C, on en déduit que *Im — E est aussi
surjective dans TC et donc que E est un objet libre de "C. Le résulat découle alors du
triangle distingué

ThOIm /Th°A — TR°C/Th°A — TA°C/TAY Im ~~
et du fait que les premier et dernier termes appartiennent a C N *C. O
Démonstration. — de la proposition D’apres la proposition précédente, il suffit de
montrer que pour tout 1 < h < d, phoi’ghP@ est sans torsion. Pour cela on raisonne par
récurrence sur h de d a 1. Comme X=¢ = X% le cas h = d est immédiat. Supposons donc

avoir montré que pour tout k > h + 1, phoz”ng@ est sans torsion et traitons le cas de h.
Avec les notations précédentes, on a la suite exacte :

0— phili*:hp@ pj!lgh—1<hj1§h71,*P@ jlgh,*P@ phoi*:hP@ -0

ou par hypotheses, Ph%?*, Py est un faisceau localement libre. Pour

A= (pj!1§h1<hj1§h—l,*P®) / (ph—l,i*:hP@)
on a alors la suite exacte courte
0 — pj!1§hA N pj!lﬁhjléh,*PO N pj!thhOZ'*:hp@ -0

otl le 0 & gauche est donné par la nullité de Ph~1jZ"Ph%%, Py car j2" est affine, ce qui
implique aussi que pjlzh PRO3*, Py est libre. Par application du lemme précédent, on obtient
une fleche

-1<h—1 1<h— -1<h 1<
p+j! S jl_h 1,*P© p+j! S jl—h’*P@
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qui est saturée, i.e. dont le conoyau B’ est sans torsion. Le diagramme

1<h—1 - _ A<h -
Pyl STl jlsh=lepy s pjlShjlshepy > B 0

vérifie donc les hypotheses du lemme précédent de sorte que la fleche en pointillée est
saturée, i.e. son conoyau phoi*th@ est sans torsion. U

3.3. Systémes locaux récurrents et récursifs. —

3.8.1. Définition. — Un systéme local libre (X!, £,) est dit récurrent si pour Py :=
’izz*ph*li*zgpjilﬁj\ et h tel que le support de Py est dense dans X", le morphisme d’ad-
jonction

Pjghizhepy — Py

est surjectif dans C.

Remarque : de maniere équivalente £, est récurrent si et seulement si Ph%* Py est nul. Pour
A = O, on remarque en particulier que cette propriété ne dépend pas du réseau stable de
Py ®0 K.

Remarque : si L est de la forme L5 @ Lp2 ou le support de Py, est dense dans Xzm
avec les notations précédentes; si hy < hg alors £, ne peut pas étre récurrent méme si £ 1
et Lp2 le sont. En revanche dans le cas hy = ho, on peut aisément démontrer que si pour
i = 1,2, le support de Py, est dense dans X="  alors Lr est récurrent si et seulement si
L et Ly le sont.

Remarque : 'intérét de cette notion est le suivant : on note EFill};! = hP*4 jEm 2 Py la
suite spectrale exhaustive dont ’aboutissement est connu, et

EFillP? = hPT1py o~ prta-trgztpoy,

dont on cherche a déterminer ’aboutissement. Dans le cas ou Lr est récurrent, on a un mor-
phisme de suites spectrales EFillf ¥ — EFill2? surjectif, i.e. pour tout p, ¢, r le diagramme
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suivant est commutatif
EFill}y! —— EFillf "+

| |

EFill?4 —— EFillptra-r+1

ce qui fournit un outil pour calculer les faisceaux de cohomologie de Pj=" £ particulierement
si les fleches EFill}y — EFill"? sont surjectives. On renvoie le lecteur au §77.

3.3.2. Lemme. — Si (X=! Lg) est récurrent alors (X=1, L) et (X7, Ly) le sont aussi.

Démonstration. — Cela découle directement de 'isomorphisme Phi* Px ~ Ph%* Py ®g K
et de la nullité de Phli* Py. O

3.8.8. Lemme. — Soit (X~ Lx) un systéme local libre et soit h > 1 tel que le support
de Px = is9,PhYit,Pj0 Lk est dense dans X=". Alors (X=', Lx) est récurrent si et
seulement si pour tout faisceau pervers Ax d support dans X="*1 l'une des deux propriétés
équivalentes suivantes

- EXt]%((pjlél‘CK’ AK) =0;

- Homg (Px, Ax) = 0.

Démonstration. — Supposons tout d’abord que Lg est récurrent et soit
O—)AK—>BK—>pj§1£K—>O

la suite exacte courte associé a un élément & € Extl(pj!ElEK, Ag). On a j=1*Bg ~ Ly ; soit
alors Fil'(Bg) C By l'image de

pj!leZL*BK — Bk.
Comme L est récurrent, Px admet un unique quotient irréductible a savoir pj,fh G2 Py de
sorte que Fil'(Bg) est isomorphe & ?jZ' Lx. On obtient ainsi un relévement Py — Pji' Lx
et donc Bg ~ Ax © pjflﬁK.
Réciproquement si Px — Ag est un quotient a support dans X="*1, le pushout

0 —— FPx —— pjlzlﬁK —7 ElﬁK —0

o

OﬁAK———>BK pjilﬁK%O

définit un élément de ¢ € Ext!(?ji' Lx, Ax). En outre la surjection ?j7' Lx — By et le fait

que le top de ijlEK soit ijIEK, impose que £ est non trivial. O

3.3.4. Définition. — Le faisceau localement libre irréductible (X=!, £,) est dit récursif
s'il est récurrent et si tous les constituants simples de j&' £y sont récurrents.
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Remarque : I'intérét des systemes locaux récursifs est que 'on peut calculer les faisceaux
de cohomologie de leur extension intermédiaire par récurrence.

4. Faisceaux pervers sur les variétés de Shimura simples

Nous allons expliciter les constructions précédentes aux faisceaux pervers étudiés dans
[5], i.e. sur les variétés de Shimura simples associées a des groupes unitaires telles qu’elles
sont définies dans [10].

4.1. Rappels sur les représentations de GL,(K). — Dans la suite K désigne un
corps local non archimédien dont le corps résiduel est de cardinal ¢ une puissance de p et
on rappelle quelques notations de [5] sur sur les représentations admissibles de GL, (K) a
coefficients dans @Q; ot [ un nombre premier distinct de p.

4.1.1. Notation. — Une racine carrée q% de q dans Q; étant fizée, pour k € %Z, nous
noterons w{k} la représentation tordue de w de sorte que 'action d’un élément g € G L, (K)
est donnée par w(g)v(g)F avec v : g € GL,(K) s g~ val(dete),

4.1.2. Définitions. — — Soit P = M N un parabolique de GL,, de Lévi M et de radical
unipotent N. On note dp : P(K) — R* l'application définie par

5p(h) = | det(ad(h)ien)| .

— Pour (m,V1) et (me,Va) des R-représentations de respectivement GL,, (K) et
GL,,(K), et P un parabolique de GLy, 4n, de Levi M = GL,, X GL,, et de
radical unipotent N,

T Xp T2

désigne l'induite parabolique normalisée de P(K) a G Ly, 40y (K) de m @y cest a dire
Uespace des fonctions f: GLy, 10y (K) — Vi @ Vi telles que

Flnmg) = 652(m)(m ® ) (m) ( f(g)), Vn € N, ¥m € M, Vg € GLn, o, (K).

Remarque : en particulier si P est standard alors m X pmy est l'induite < classique > de
7T1{TLQ/2} & 7T2{—7’Ll/2}.

— Foncteurs de Jacquet : pour m une R-représentation admissible de GL,(K), l’espace
des vecteurs N(K)-coinvariants est stable sous l'action de M(K) ~ P(K)/N(K). On

notera Jp(m) cette représentation tordue par 5;1/2.

4.1.3. Notations. — Dans le cas ou le parabolique est standard de Levi GL,, X GL,, X

-+ X GL,,, on le notera P, ..., et x désignera Xp.
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4.1.4. Définitions. — Une représentation m de GL,(K) est dite cuspidale si elle n'est
pas un sous-quotient d’une induite parabolique propre.

Soient g un diviseur de d = sg et ™ une représentation cuspidale irréductible de GL4(K).
L’induite parabolique

s—1
-x ] }
possede
— un unique quotient irréductible noté Sts(m); c’est une représentation de Steinberg
généralisée.

— une unique sous-représentation irréductible notée Speh () ; c’est une représentation
de Speh généralisée.

D’aprés [15] 2.10, Vinduite parabolique

s—1

)

admet une unique sous-représentation irréductible que l'on note LT.(s,t) ou parfois

Sts_t(ﬂ{—%}) « Speh,(

Y — . « A . . , . ., . . .
[s —t—1, t']|, qui s’avére étre aussi l'unique sous-représentation irréductible des induites

Speh,,, (m{==t1}) x St 1<7r{— Euil
Speh, (71'{8 5L1) Xop Sts—e(m{—2%1),
Stsft71<7T{ thl ) Xop Speht+1< { ; })

Afin d’éviter d’avoir a écrire systématiquement toutes ces torsions, on introduit les no-

sutvantes.

tations suivantes.

4.1.5. Notations. — Un entier g > 1 étant fixé, pour m et mo des représentations de
respectivement G Ly, ,(K) et GLy,4(K), on notera

— t t — t
it Seni) anfen i

Remarque : avec ces notatlons LT, (s,t) est, par exemple, l'unique sous-représentation

irréductible de Sts_;(m )>< Speh,(7) et de Speh, (7 )?Sts_t( ).

4.2. Variétés de Shimura unitaires simples. — Soit ' = F*E un corps CM avec

E/Q quadratique imaginaire pure, dont on fixe un plongement réel 7 : F'* < R. Dans

[10], les auteurs justifient I'existence d’un groupe unitaire G vérifiant les points suivants :
- G (R)~U(1,d — 1) x U(0,d)1;

Gr(Qp) ~ (@) X ITiZ1(BP)* ot v = vy, vy, -+ , v, sont les places de F' au dessus de

la place u de F telle que p = uu et ou B est une algebre a division centrale sur F

de dimension d? vérifiant certaines propriétés, cf. [10], dont en particulier d’etre soit
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décomposée soit une algebre a division en toute place et décomposée a la pace v. On
notera en outre w une place de F telle que G(F,) ~ Dy, ;.
Pour tout sous-groupe compact U? de G,(A*P?) et m = (my,--- ,m,) € Z.,, on pose

UP(m) = UP x Z; x [[ Ker(OF, — (O, /vi")*)
i=1

4.2.1. Définition. — Pour U?P < assez petit >> on note Xyr(m) < la variété de Shimura
associée a G > construite dans [10].

Remarque : Xyp(y) est un schéma projectif sur Spec O, tel que quand U varie, les Xyp ()
forment un systeme projectif dont les morphismes de transition sont finis et plats : quand
my = m ils sont en plus étales. Le systeme projectif (Xyp(m))ur n est naturellement muni
d’une action de G,(A>).

Notons Z I'ensemble des sous-groupes compacts ouverts < assez petits > de G, de la
forme UP(m) et donc muni d’une application m; : Z — N.

4.2.2. Proposition. — Le systéeme projectif X7 = (X1)1ez définit un schéma de Hecke
au sens de [5], ot les morphismes de restriction du niveau ;5 : X; — X; sont finis et
plats.

Remarque : si my(J) = my(I) alors r;; est étale.

4.3. Stratification de Newton. — Pour I € Z, on note X ; la fibre spéciale de X7 et
X5 := X1, x SpecF, la fibre spéciale géométrique.

4.3.1. Définition. — (cf. [5] §1.3) Pour tout 1 < h < d, XIZQ (resp. X77) désigne la
strate fermée (resp. ouverte) de Newton de hauteur h, i.e. le sous-schéma dont la partie
connexe du groupe de Barsotti-Tate en chacun de ses points géométriques est de rang > h
(resp. égal a h).

Remarque : pour tout 1 < h < d, la strate de Newton de hauteur h est de pure dimension
d — h; le systeme projectif associé définit alors un schéma de Hecke XIZQ (resp. X7%) pour
G = G(A*>), [10] II1.4.4.

Remarque : dans le cas de bonne réduction, i.e. m; = 0, X%g_h est lisse.

4.3.2. Proposition. — (cf. [12]) Pour tout 1 < h < d, la strate X;7' est affine.

4.3.3. Définition. — Pour une suite (ry,re,---,rg) telle que Zle r; = d, on note
P, ... s, le sous-groupe parabolique standard de G'Lg associé au sous-groupe de Levi

GL,, x GL,, x--- x GL,, et on note N,, ... ,, son radical unipotent.

Tk

1. tel qu'il existe une place & pour laquelle la projection de U? sur G(Q,) ne contienne aucun élément
d’ordre fini autre que U'identité, cf. [10] bas de la page 90
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4.8.4. Proposition. — (cf. [10] p.116) Pour tout 1 < h < d, les strates Xj! sont
géométriquement induites sous l'action du parabolique Py q—n(Oy,), au sens ot il existe
un sous-schéma fermé XI:,L?J tel que :

szyg = XI:£1 X Pha—n(Oy/v™1) GLd(Ov/vml)-
4.3.5. Notation. — On notera X%gl l'adhérence de XI:,L?J dans XIZQ

Remarque : le systéme projectif (X7”))rer définit un schéma de Hecke X772, pour G =
G(A>®") X Py g-n(K) ou G agit a travers son quotient G(A*") X Z x G L4 (K) donné par
9o *
0 gy
donnée par 'action de — deg(w,) ou deg est la composée du caractére non ramifié de W,

I'application — (v(det g%), g¢"). Par ailleurs I'action d’un élément w, € W, est

qui envoie les Frobenius géométriques sur les uniformisantes, avec la valuation v de K.

4.3.6. Notation. — On adoptera les notations suivantes concernant les fleches de
schémas de Hecke

h .y >h _yv>l  >h. y=h >h  >h . y=h >h
7 . XI,E ;) XI7§ — XI,E’ ] . XI,E ;) XI,E’ ]1 . XI,E,l (_> XI7§71'

4.4. Systémes locaux d’Harris-Taylor. — En ce qui concerne la notion de faisceau
de Hecke, on renvoie le lecteur a [5] §6; comme dans loc. cit. §7, & désignera le groupe de
Grothendieck des faisceaux pervers de Hecke adapté a la situation.

4.4.1. Définition. — Soit D, 4 l'algebre a division centrale sur F, d’invariant 1/d et
d’ordre maximal D, 4.

4.4.2. Notation. — La correspondance de Jacquet-Langlands locale associe da toute Q-
représentation irréductible 7, de D), un diviseur g de h = tg et une représentation
irréductible cuspidale T, de GLy(F,). On notera alors m,[t]p cette représentation de D).

A toute Qy-représentation irréductible admissible 7, = m, [t]p de D;h, on associe un
systeme local de Hecke F(m,,t); sur X7%, pour le groupe

G(A™P) x Q) x (Z x GLa_n(F))* x [[(BX)* x D, /Dy,
=2

dont I'action, cf. [10] p.136, se factorise par G (A>) /Dy, via I'application
(gOO,p’ gp,Oa c, gfjta Gu;» 6) — (gp,oo’ gp,qu(det 6)_67 67 gsta gvl) (443)

4.4.4. Notation. — Pour 1 <t < s, on note F(m,,t) le faisceau sur XI:’; obtenu en
induisant F(m,,t)1 géométriquement :

f(’ﬂ'v,t) = f(ﬂ'v,t>1 XPh,d(Fv) GLd<Fv)

Par ailleurs si T est un réseau stable de T,, on notera Fr(m,,t) le Z;-faisceau associé.
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Remarque : F(m,,t) se présente sous la forme d’une somme directe de e, faisceaux de

€y

Hecke irréductibles F(m,,t) = @;24 §,,,.z o (m,|t] D)|th = @i poi avec p,; irréductible.

4.4.5. Définition. — (Systémes locaux dits d’Harris-Taylor) Pour II; une
représentation de GLy,(F,), on note HT(m,,II;) le W,-faisceau pervers de Hecke sur
XI:";Q pour G(A>) défini par

H(m,, L) o= Fmy, t)]d — tg] © 2°F° @11,

ou l'action se déduit par induction par celle de

(gp7 9p,05 G, g5t7 vy gqc;u O') €
G(A™P) x Q) X (Z x GLg—yg(F,))* x [I(BP)* x GLy(F,) x W,
i=2

sur le faisceau non induit, via

(g7, gpog~eTIN T ooy gt g ) € G (A%) /DY, sur F(t,m,) ot 7 € Dyy/Disy

est tel que v(rny) = v(det g5) — deg o ;

— gy sur Iy,
et out comme précédemment le radical unipotent de Py, 4(F,) agit trivialement.

Si I est un réseau stable de 7,[t|p et T'; un réseau stable de II;, on notera H Tr, (700, )
le Z;-faisceau associé.

Remarque : I'action de W, sur ces faisceaux d’Harris-Taylor se factorise par I'application
deg; dans [5] on a choisi de les considérer comme des Z-faisceaux de Hecke de sorte que
I'action de ¢, € W, est donnée par celle de (¢~ dege,) € Q x Z.

4.4.6. Proposition. — (cf. [5] proposition 4.3.1 et corollaire 5.4.1) Pour tout 1 <t < s,
on a l’égalité dans & :

st N o> (t4i —
957 HT (my, 1,) = it HT (m,, L) + >0 il 0929 (T (7, 1K [0 — 1, )(i/2).
i—1

(4.4.7)
Remarque : on rappelle que j=" est affine et donc jlzh est t-exact.

4.4.8. Proposition. — Pour tout 1 <t < s, j,ZtQHT@l (7, I1;) posséde une unique filtra-
tion avec gradués simples; ces gradués gr* sont :

— nuls pour k> 0;

— pour k <0 il sont égaux a

_ —
G2 T (o T X [k — 1],) ® 2472

Ix
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A

FIGURE 1. Germes en un point supersingulier des EFIHG 1 (j, gHT(m,, Ht))

Démonstration. — Le cas t = s étant trivial, on suppose 1 < t < s. On rappelle que
d’apres [5], pour tout 1 <t < s, on a I’égalité suivante dans le groupe de Grothendieck

s—t
JEYHT (7, 11,) = Zj>(t+r)9HT<7rv, Ht [r —1),) @2
r=0

Par ailleurs d’apres loc. cit, la fibre en un point supersingulier de h"jftg HT(m,,I1;) est
nulle sauf pour ¢ = 1 — ¢. On considere alors la fibre en un point supersingulier de la suite
spectrale de stratification exhaustive, cf. la notation 2.7.3]

EFlll’éq1< gHT(?TU,Ht)> = WP grrg? (§E9 HT (my, T1y) ) = WPH9GZ10 HTg, (my, T1),

dont on trouvera une illustration a la figure [l Ainsi pour tout p > 0, il existe un unique g
tel que la fibre en un point supersingulier de EFlllG 1 (j. YHT (T, Ht)) soit non nulle. Le

résultat découle alors du fait que la fibre en un point supersingulier de I’aboutissement est
nulle. O
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4.4.9. Corollaire. — Les systémes locaux d’Harris-Taylor sont récursifs au sens de de
la définition[3.3.4); autrement dit si

(0) = Fill)(IT,) ¢ Fill} (II,) C - -- € Fill; 7 Y(11,) = j7Y HT (,, I1,)

est la filtration de stratification exhaustive de j,ztgHT(m, I1;). Pourtout 1 <k <s+1—t,
on a alors une surjection

j!Z(SﬂLlfk)ng(Squfk)g,* FIH{C(Ht) s FIH{C(Ht>

oty FillF(IL,) est d support dans X%(fﬂ_k)g avec

<—
GRS PIF(IL) o HT (1, L %[5 — K — 8], ) @ S0H-s+D/2

et dont l'image dans le groupe de Grothendieck est

k

s+1—1 T— —(i+t—s
S SR T (1, T X [5 — i — f],) @ E0TSD/2
=1

Remarque : on a un énoncé dual concernant j=% H T, (my, 1) et sa cofiltration de stratifi-
cation exhaustive

jftgHT@l <7Tv, Ht) = COFﬂl*’t,sfl(Ht) —» COFiH*’t,S(Ht) — e
— CoFill, _;(II;) — CoFill, o(IL;) = 0.
Démonstration. — On pose P = jZ" HT(m,,I1,) ; avec les notations de la définition 242
s118+1—t 1l _
Filly (IL) = FﬂXI:;g(P) =P,

ce qui donne donc le résultat pour £ = s+ 1 —t. Comme les gradués de l'unique filtration
maximale de P sont rangés dans 'ordre croissant de leur dimension, nécessairement on a

Fill;~*(II,) = Filg(;gg(P) = Fﬂ;;(;ﬂ)g (Fﬂgqsg(P)),

ce qui donne le résultat pour k = s —t.
Selon le méme argument, a chaque étape de la construction de la filtration de stratifica-
tion exhaustive, on aura

Filly =1 (1) = Fill e, <Fillf‘t+1"“(Ht))

s
et
Fill; ==+ 4(11,) = Fﬂ(;(;(;wg (Fillft“k(ﬂt)).

d’ou le résultat. O
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4.5. Faisceau pervers de Hecke des cycles proches. —

4.5.1. Définition. — Pour tout J € Z, les faisceaux pervers des cycles évanescents
R, ;(A)[d — 1)(%51) sur X5 définissent un W,-faisceau pervers de Hecke, au sens de

la définition 1.3.6 de [5], que I'on note Wz 4.

Remarque : comme dans le paragraphe précédent, pour A = Q;, on notera simplement W.
Remarque : dans [5] §2.2, on utilise 'action de la monodromie pour découper Wz en une
somme directe

\III - @ \III,TFU

1<g<d
my€Cusp, (g)

ou Cusp,(g) désigne 'ensemble des classes d’équivalence inertielles, cf. définition 1.1.3 de
[5], des représentations irréductibles cuspidales de GL,(F,) avec 1 < g < d.

4.5.2. Définition. — (Faisceau pervers dits d’Harris-Taylor) On note P(¢,m,) le
W,-faisceaux pervers de Hecke sur X%é de support XIZZ-L et de poids zéro défini par

iigj!ztgHTOTvv Sty (7rv>> ® ’Q(Wv)v
ou £¥ est la correspondance de Langlands, cf. [10].
L’action de G(A*) x W, sur P(t,m,) se définit par induction en faisant agir
(97, 9p.0> 0> 95" Gui> 0) € G(AT) X @ X GLyg(F,) x GLatg(Fy) x [T(B)* x W,
i=2

via l'action de :
= (97 gp0t” 7,7, 93, gv) € GUI(AX)/Dyy, swr F(t,m) oty € Dy
v(rnd) = v(det g5) — deg o ;
~ (g5, 0) sur Sty(m,) @ £(m,).

s est tel que

Remarque : on notera que P(t,m,) ne dépend, en tant que W,-faisceau pervers de Hecke,
que de la classe d’équivalence inertielle de m,. Si I'p, I'¢ et 'y sont respectivement des
réseaux stables de m,[t]p, Sty(m,) et £(m,), on notera

PF@t (t’ 7Tv)

le Z;-faisceau pervers de Hecke associé.

4.5.8. Proposition. — (cf. [5] corollaire 5.4.2) On a l’égalité suivante dans & :

sg—1

nlrn]= S Y Pm)(-D),

k=1-s4 |k|<t<sg 2
t=k—1 mod 2

ou e, estle cardinal de la classe d’équivalence inertielle de m,, cf. loc. cit. définition 1.1.5.
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Remarque : d’apres la remarque qui suit le théoreme 2.4.4 de [5], les faisceaux pervers
d’Harris-Taylor P(t,m,) sont de la forme e, (¢, m,) ou P(t, 7,) est un faisceau pervers
simple.

Comme précédemment, nous allons étudier les filtrations de stratification du W,-faisceau
pervers de Hecke W7 . , ot m, est une représentation irréductible cuspidale de GL,(F),) avec
1<g<dets= L%J.

4.5.4. Proposition. — Soit
0= Fily(¥7.,) C Filg(Vzr,) C -+ CFil§(Vz,,) = Yz,
la filtration de stratification de Yz ., de la proposition[2.6.2 La filtration obtenue coincide
avec la filtration par les noyaux de la monodromie, i.e. pour tout 1 < k <'s, la surjection
. P 1-k : ke
G HT (0, [k = 1],) © Ly(mo) (=) = Filg(Vz.r,)/ Filg™ (V7,7,),

a pour image dans le groupe de Grothendieck

S Pl m) )
i=k

Remarque : la figure [ illustre la filtration de stratification de ¥z, ou chaque cercle
représente un faisceau pervers d’Harris-Taylor P(t,7,) (5% + k).

Démonstration. — L’observation de la suite spectrale de monodromie-poids faisceautique
M
E; P — hp+qu]ldI)<\I/I,ﬂv) = thrq\I/I,ﬂv

décrite par le théoreme 2.2.6 de [5] impose que pour tout 1 < ¢t < s — 1 et pour tout
0 <k <s—t—1, dans toute filtration croissante de ¥z ., l'indice k; du gradué contenant
P(t — k,m)(E=L) est inférieur ou égale a l'indice ks du gradué contenant P(t — k +
1) (2h22),

Remarque : a la figure [, les contraintes mentionnées ci-avant s’expriment en disant que

chaque fois que deux cercles sont reliés il faut que I'indice de celui qui est le plus bas soit
supérieur ou égal a 'autre.
On rappelle que j29*Wz .~ HT(m,,7,) ® Ly(r,); ainsi Filg (V7. ) qui est I'image de

j!ZQHT(ﬂ-vv 7Tv) & Lg(ﬂ-v) — W1, (4-5-5)

a une image nécessairement inférieure, dans &, a >>;_, P(i, m,)(i/2) car d’apres la proposi-

tion 4.6, ce sont les seuls constituants de j7 HT (7, m,) ® Ly(7,) qui sont des constituants

de Wz ., d’apres la proposition 5.3l Or d’apres 1'observation du début de la preuve illustré

par la figure Bl pour tout ¢ > 1, I'indice d’'un gradué contenant P(i,m,)(i/2) est inférieur

ou égal a celui de contenant P(1,7,). On en déduit donc que I'image de (L5.0) est égale a
iz1 P(i,m0)(i/2).
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= Fil5(¥7..,)

FIGURE 2. Illustration de la filtration de stratification de Wz ., .

Supposons le résultat acquis jusqu’au rang t. Le quotient Wz / Fils (V7. ) est alors &
(t+1)g

s

jZ(tH)g,* (\I’I,nv/ FﬂtG(‘I’I,m)) ~ HT (7, |

support dans X Iz avec

<_
tr,) @ Lg(my)(—t/2).
L’image de

K2

FETHT (0, [, @ Ly(mo)(=1/2) — W,/ Fil (Vz,r,)
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FIGURE 3. Illustration des contraintes d'une filtration de ¥z ., avec s = 3.

est alors, d’apres les propositions [4.5.3 et 1.4.6] dans &, inférieure ou égale a

Z P(la ﬂ-v)(#)

i=t+1
et contient P(t + 1,m,)(—t/2). D’apres l'observation du début de la preuve, pour tout
i > t+ 1, Vindice d’'un gradué contenant P(i,m,)(H=2) est inférieur ou égal a celui
contenant P(t + 1,m,)(—t/2) de sorte que cette image est égale & 35, P(i, m,)(=52).
On conclut alors par récurrence. O

Dualement on a la description suivante de la cofiltration de stratification.

4.5.6. Proposition. — On note
\I,I77F’U = COFilQ;’,S(\I’I’ﬂ-U) — COFﬂ@J,S(\I’IJU) A c COFilG,O(\I’IJU) =0

la cofiltration de stratification de V1., de la proposition [2.6.7 La cofiltration obtenue
coincide alors avec celle donnée par les images de la monodromie i.e. pour tout 1 < k < s,
l’injection

k—1

Ker (CoFilgk(\DI,m) - coFﬂg,lk(xpm)) s 2R HT (ry, [k — 1],) @ Ly(m)( -

),
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a pour image dans le groupe de Grothendieck

ép(i,ﬁw(i;k).

Remarque : pour s > 3, on notera ainsi que les filtrations Filg (V7 ,,) et / CoFilg(¥7 ., ) ne
coincident pas, cf. par exemple I'illustration de la figure @ ou les traits relient les faisceaux
pervers simples d’'un méme gradué et ou on a centré les graduations de sorte que le gradué
de plus grande dimension soit d’indice nul.

G2 9 HT (my, Sta(m,)) (1)

() -3

_9 -2 >2g 1

C . jEYHT(my, Sta(m)(3)
jlngT(ﬂ'v,ﬂ'v) >> -1 —1

0
0
) 1 1 C JEIHT (7, 70)

G HT (0, Sta(m))(=3) —>%1) 2

JEYHT (7, Sta(m,)) (=1) O 3

FIGURE 4. Illustration de la filtration (fig. a gauche) et de la cofiltration (fig. a
droite) de stratification de ¥z ., avec s = 3.

Remarque : les filtrations (resp. les cofiltrations) de stratification exhaustives de
JEYHT (my, [t — 1)x,) (vesp. jZ9WHT(m,, [t —1]5,)) fournissent alors la filtration (resp.
la cofiltration) de stratification exhaustive de Wz, . On renvoie a la figure @ pour un

exemple de numérotation des gradués.

4.5.7. Corollaire. — La suite spectrale associée a la filtration de stratification

0=Filg(Vr,) CFilg(Vry,) C - CFilE(Vry,) = Vs,
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dégénere en E.

Démonstration. — Le résultat découle directement de la description de [5] 2.2.6 des fleches
de la suite spectrale de monodromie-poids faisceautique

E{‘/Lpﬂ = hp+qg7“ﬁ/€)(\11177rv) = hp+q\I/I77r“'
]

Remarque : autrement dit toutes les fleches de la suite spectrale de monodromie proviennent
des tranches, i.e. des fleches des suites spectrales associées aux ji ¢ HT (1, [t — 1], ).
Remarque : a I'inverse les suites spectrales des tranches de la cofiltration de stratification
dégénerent en FEy, alors que la suite spectrale associée a la cofiltration de stratification
contient toutes les fleches de la suite spectrale de monodromie.

5. Retour sur les résultats faisceautiques de [5]

L’objectif de ce paragraphe est de revenir sur la preuve des principaux résultats de [5]
en utilisant les filtrations de stratification, I'intérét étant de simplifier les arguments et de
dégager une future stratégie d’étude sur Z; et ;. Rappelons tout d’abord la stratégie de
loc. cit.

1. On utilise tout d’abord le théoréeme de comparaison de Berkovich-Fargues afin de
relier les germes des faisceaux de cohomologie du complexe des cycles évanescents a
une représentation locale dite de Deligne-Carayol : cette partie est rappelée dans le
paragraphe suivant.

2. Dans [10], les auteurs donnent une < recette > afin de calculer la somme alternée des
groupes de cohomologie des j,ztg HT(m,,II;) avec les notations précédentes. Ainsi au
terme du §5.4 de [5], on obtient les propositions et qui s’énoncent dans des
groupes de Grothendieck de faisceaux pervers de Hecke.

3. Ensuite il s’agit de calculer les faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-
Taylor ainsi que ceux du complexe des cycles évanescents. Pour ce faire :
— dans [5], on utilise une propriété d’autodualité a la Zelevinski sur la cohomologie
des espaces de Lubin-Tate, prouvée par Fargues;
— une deuxieéme solution est proposée dans [6] et repose sur le théoreme de Lefschetz
difficile et sur des calculs fastidieux de groupes de cohomologie.

Dans la suite nous proposons une troisieme alternative beaucoup plus simple de I’étape 3
qui repose, via les filtrations de stratification,
— sur les calculs élémentaires des groupes de cohomologie des systemes locaux d’Harris-
Taylor. Rappelons comment ces calculs procedent. On choisit une représentation
irréductible automorphe II, cohomologique pour le systéme local £¢ a l'infini et la
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composante II, de la forme Speh,(m,) pour m, une représentation irréductible cuspi-
dale de GL,(F,) avec d = sg. L'image de H*(j7"HT (m,,t))[TI>"] dans le groupe de
Grothendieck correspondant, est calculée dans [10] de sorte que, de I'égalité de [6]
proposition 2.6.1 ou [5] corollaire 5.4.1

s—t
i GO HT (7, 1) = S0 (= 1)l 09209 (e, TR 7= 1], (r/2). (5.0.8)
r=0
et la pureté, on en déduit, par récurrence, chacun les images des H'(ji-* HT (1, t))[T1°"]
dans le groupe de Grothendieck.
— Le deuxieme argument cohomologie concerne une propriété des groupes de cohomologie
H;@ de la variété de Shimura a coefficients dans le systeme local £, a 'infini :
— soit on utilise le résultat principal de [14], a savoir que pour Il automorphe co-
homologique pour £ et telle que II, ~ St,(7,), la monodromie de H, [II°*] est
d’ordre s.
— soit on utilise, pour la représentation automorphe II utilisée plus haut, que
H) ¢[T1°°] est non nulle si et seulement si IT, =~ Speh, ().
En ce qui concerne cette derniere stratégie, résumons les résultats nous allons utiliser,
lesquels d’apreés ce que l'on vient d’expliquer, se lisent directement sur le calcul de la
somme alternée de la cohomologie des systemes locaux d’Harris-Taylor donnée dans [10]
et rappelé dans [6].

5.0.9. Proposition. — (cf. [6] lemme 3.5.3)
Avec les notations ci-dessus :
— les parties de poids t — s de H’(pjz YHT (m,, 1)) [I1°°Y] sont nulles pour i # t — s et
G Ly(F,)-isotypiques de la forme Ht_>[5 —t— i] pouri=t—s;
— 81 Stg(my) ® Ly(m,)(k) est un constituant de H’(pj>tgHT(7rv,Ht))[H°°’”] pour t < s
alorsi=s—t=1, k=1/2 et I, = Sty(m,).
5.0.10. Corollaire. — Dans la suite spectrale des cycles évanescents
By = H' (W) = HM
si Sty(m,) ® Ly(m,)(—%) est un sous-quotient de H'(RWz)[II>"] avec i + j > 0 alors
1+j=1,j=—getk=s—1.
Démonstration. — Commengons par noter qu’on se rameéne a regarder H'(h/Wz . ) et donc
aux j de la forme (t — s)g —r avec 1 <t < s et pour un tel t, 0 < r <t — 1. Comme on
regarde i +j > 0 le cas t = s est exclu car alors on a nécessairement i = 0 puisque ¥z .
est a support dans les points supersinguliers.
Dansle casottg > 1, H{(h¢=*)9=mW _ )[I1°?] est de la forme H*~ (=99 (p]—tgHT(m, I, ,.))[I1°°7]
avec I1; . qui est égal & St;(m,) si et seulement si r = 0. Le résultat découle alors du deuxieme
point de la proposition précédente.
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Dans le cas g = 1, le raisonnement est le méme en utilisant les suites spectrales de
stratification puisque les W/ Wz . ne sont pas directement des systéemes locaux d’Harris-
Taylor. O

5.1. Espaces de Lubin-Tate. — La lettre K désigne une extension finie de Q,, dont on
note Ok l'anneau des entiers, Py 1'idéal maximal, wx une uniformisante et k = Ok / Pk
son corps résiduel de cardinal ¢ = pf. L’extension maximal non ramifiée de K sera notée
K™ de complété K™ d’anneau des entiers respectifs Opcnr et Ofnr-

Soit d > 1 et ¥k 4 le Og-module de Barsotti-Tate formel sur k& de hauteur d, cf. [10]
6II. On considere la catégorie C' des O-algebres locales, artiniennes, de corps résiduel .

5.1.1. Définition. — Le foncteur qui a un objet R de C' associe 'ensemble des classes
d’isomorphismes des déformations par quasi-isogénies sur R de X 4 munies d'une struc-

. . . — ik .
ture de niveau n est pro-représentable par un schéma formel Mpr 4, = [z M(LT) dn OU

M LT 4.n T€Présente le méme foncteur mais en considérant des déformations par des isogénies
de hauteur h.

Remarque : chacun des M\(Lf? 4n €st non-canoniquement isomorphe au schéma formel
MLTdn noté Spf Def,,, dans [5].

Remarque : on notera sans Chapeau les fibres génériques au sens de Raynaud-Berkovich de
ces espaces; ce sont donc des Km mr_espaces analytiques au sens de [3]. On pose

A

MU = Miga® g K.

5.1.2. Définition. — Etant donné un anneau A, soit \Ifi](?mdm le A-module de type
fini associé, via la théorie des cycles évanescents de Berkovich, au morphisme structural
MLTdn — Spf O

Remarque : on a en fait Wi, ;o H’(MCLl/TKn, A).

5.1.3 — Ce module est muni d'une action de GL4(Of) qui se factorise par le morphisme
surjectif naturel GLg(Ox) — GLy(Ok /M) et on pose Wi, ; = limW , ;. de sorte

que comme R, := Ker(GL4(Ok) — GL4(Ok/P})) est pro-p pour tout n > 1, on a pour
tout n > 1,
7 % fn
Vi guin = (Pig.a)

5.1.4. Notations. — On notera

— Dg q Ualgébre a division centrale sur K d’invariant 1/d et Dy 4 son ordre maximal ;

~ GDWk(d) le groupe produit GL4(K) x Dy 4 x Wi ;

~ GDWg(d)® le noyau de lapplication

(9,6, ¢) = val(det(g~")rn(8) Art' (c)) € Z;
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on adoptera une notation similaire pour GWy(d).
~ GDWxk(d)' le noyau de Uapplication GDWg(d) — Z —s Z/dZ.

Le groupe des automorphismes de Y 4 s’identifie avec D ; lequel agit donc naturel-
lement sur W 5 4 tout comme le sous-groupe d’inertie Ix. On dispose ainsi d'une action
< naturelle > de GL4(Ok) x Dg 4 x Ix sur Wi 4 que I'on peut prolonger, cf. [4] par
exemple, au groupe GDWp(d)°. Pour un caractére x de K* d’image finie, soit ¥ KQndoy 1€
facteur direct de Wy g, 4 sur lequel le centre de GLq(O) agit via x, 'action de GDWi(d)°
sur Wy, 4, se prolonger alors & GDW (d)".

—_— —
Remarque : la construction précédente pour les espaces Mpr g, fourni des (Qj-espaces

~ i Y R
vectoriels Uy g 4 = Uy g )" ol

i ~ GDWk(d) \pi _
L[K7@l7d7x - IndGDWK(d)l \IIK7Ql7d7X

est une représentation de GDWig(d).

5.1.5. Notation. — Soit Cusp,(|d) l'ensemble des classes d’équivalences des représentations
irréductibles cuspidales de GLy(K) de caractére central x ot g décrit les diviseurs de d.
Pour m € Cusp,(|d), on notera

u[i(7@l7d7ﬂ- - Hom@l [D;"d] (Tr[S:ID’ u;(7QI7X)’
avec [s|p = JL 7' (Sty(n)Y) ou JL désigne la correspondance de Jacquet-Langlands.

Remarque : comme toute représentation de irréductible 7 de D ; de caractere central x
est de la forme 7[s]p pour une certaine représentation irréductible cuspidale 7 de GL,(K)
de caractere central y, on en déduit que

i ~Y Z —
uK@uX - @ Z/{KQIJ'

m€Cusp, (|d)

5.1.6. Théoréme. — [5] Pour tout diviseur g de d = sg et toute représentation
irréductible cuspidale m de GL,(K), on a

—2( S .
i1 o E(W)(—%ﬂ“)) R[s—1—i, 1], 0<i<s
K,Ql,d,ﬂ' - 0 Z < 0

ou LV désigne la correspondance de Langlands locale construite dans [10].

5.2. Les systémes locaux d’Harris-Taylor sont récurrents. — Il s’agit de prouver
le corollaire sans utiliser le calcul des germes aux points supersinguliers des faisceaux
de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor. Pour cela on raisonne par récurrence
sur t de s a 1. Les cas t = s et s — 1 étant évidents, supposons donc le résultat acquis
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jusqu’au rang t + 1 et traitons le cas de t. On pose P = Phy;. i*j. HT (m,,I1;) de sorte que
I'on a la suite exacte courte suivante :

0— P — P579HT (1, 11,) — Pj2YHT (m,, 11,) — 0.

Il s’agit ainsi de montrer que le morphisme d’adjonction j!Z(Hl)g j2t9* P 5 P est surjec-

tif; on note Py I'image de ce morphisme. De la connaissance des constituants irréductibles
de P et, d’apres I’hypothese de récurrence, des quotients de j!Z(tH)g 2D P Timage de
Py dans le groupe de Grothendieck est, en utilisant que les strates non supersingulieres
sont géométriquement induites, de la forme
s—t—k
(P) = 3 0 T, 1R = 1) (1/2)
i=1

pour un entier 0 < k < s —t¢ — 1. Par ailleurs la filtration par les poids de P fournit un
quotient P — P ou [Pj] = [Py] dans le groupe de Grothendieck de sorte que le composé
Py = P — P est un isomorphisme. On obtient ainsi que P, est un facteur direct de
P ~ Py ® Q. 1l nous faut alors prouver que (Jy est nul.

Pour ce faire nous allons raisonner sur la cohomologie des systémes locaux d’Harris-
Taylor a la maniere de [6], 'idée étant de montrer qu'il existe un indice i < —k tel que
H'(j7¥HT (m,,11;)) est non nul de sorte que comme j=% est affine et donc que tous les
H(j7¥HT (m,,11;)) sont nuls pour i < 0, on doit nécessairement avoir k = 0 et donc Qg
est nul. On note A le pushout

0 — P —— jZYHT (n,,1I,) — ?j2 HT (7, I1;) — 0

.

PiZY HT (m,, 1) — 0

de sorte que l'on a la suite exacte courte
0— Qo — jrYHT (m,,II,) — A — 0

ot la flache A — Qo[1] se factorise par ?j-" HT(m,,II;) — Qo[1]. Pour k non nul, par
pureté on en déduit alors que les fleches H'(A) — H'™(Q,) sont nulles et donc

H'(GFYHT (7, 11,)) = H'(A) & H'(Qy).
11 suffit alors de prouver que H*(A) est non nul.

Soit alors comme dans [6] §3.5, une représentation automorphe II de G(A) telle que
I, ~ [S’Tﬁm et II est cohomologique pour ¢ au sens de loc. cit. D’apres les rappels de
[6] donnés a la proposition B.0.9] les parties de poids ¢t — s de H i(pj%ffH T (7, 1)) [T1°°7]
sont nulles pour i # t — s et GLy(F,)-isotypiques de la forme Ht?[s—t— i]ﬂv
pour i = t — s. On en déduit alors que dans la suite spectrale des poids calcu-

lant la cohomologie de A, la composante Ht?[s—t— k,k —1],, de poids t — s de
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_ B ——
H‘k(pj%i "9 g7 (r,, HtQ[s —t—k —1],,)(2=1=%))[II°>"] n’est pas un constituant d’un
autre des termes initiaux de cette suite spectrale et en fournit donc un constituant de son
aboutissement et donc un constituant de poids ¢t — s de H*(A)[[1°?] qui est donc non

nul.

5.2.1. Corollaire. — Soit
0 — Fill; /(1) — P57 HT (7, 11,) — P2 HT (7, 11,) — 0,
avec Fill; " (TLy) = Phy. i* j  HT (7, I1;). On a alors une résolution

t

0= jZ9HT(r,, H&) spehsft(ﬁv))(%) N
1

- P, T Speby(m,))(1) — GV HT (T Spely (7)) (5)
— Filly~(I1;) — 0.

Remarque : on retrouve en particulier le calcul des faisceaux de cohomologie des faisceaux
pervers d’Harris-Taylor du théoréeme 2.2.5 de [5]. Plus concrétement en considérant la
surjection

G HT (X ) © 52— Filly (1)

comme un morphisme de faisceaux pervers filtrés, on obtient un morphisme de suites
spectrales

(EFillf’q (3= =T (x,, Ht?wv)) , d;?ﬂ) — (EFiuf’q(Fiugj(Ht)), df’q) . (5.2.2)

Comme les d?? du membre de gauche sont connues par récurrence, on en déduit
les d?? du membre de droite et donc comme les germes des faisceaux de coho-
mologie de j7HT(m,,II;) sont connues, on en déduit les germes des faisceaux
de cohomologie de jftgHT(m,Ht) ainsi que la description de la suite spectrale de

(EFillﬁ,”q (JPHT (0, 1)), dqu) .
Remarque : on trouvera a la figure [ une illustration de I'argument précédent ; ainsi la
description explicite de la suite spectrale de la figure [ de [5] §5.8 est obtenue sans utiliser

ni la propriété d’autodualité du modele local ni le théoreme de Lefschetz difficile sur la
cohomologie de la variété de Shimura.

5.3. Faisceaux de cohomologie de V7. — Il s’agit a partir de la proposition [4.5.3] de
prouver la proposition [4.5.4]; le calcul des faisceaux de cohomologie de W7 procédera alors
comme dans la preuve du corollaire E.5.7]
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P _
+ = +
3= — T
O0x 1 N _>0>< 1
0x0x0
C | C |
i ‘ i ‘
| | | |
? 'Y } } — =+ } }
| | | 1
A } | + } |
| | | |
‘ | ‘ |
7 9 [ 4 [
XTI & P2 |

FIGURE 5. Germes en un point supersingulier du morphisme de suites spectrales

(B22) ; on explicite simplement l'action du groupe linéaire en < factorisant > par
: LS . . .

II; X, i.e. quand on écrit 0X 1 il faut lire avec les notations précédentes

— >
Iy X 07, X 14, .

Démonstration de la proposition[{.5.4 — Supposons par I'absurde qu’il existe un indice
k pour lequel

FEHHT (0 (110 @ Ly(m) (5 0) — Filk(Wre )/ FF (Urs)  (5.30)

a une image dans le groupe de Grothendieck strictement inférieure & 3-5_, P (i, m,) (— 25=1).

Remarque : d’apres et L.4.0] cette image est nécessairement inférieure ou égale a celle
proposée.

D’aprés 49, 'image en question est de la forme S5 P (i, 7p)(— 251 pour un entier

0 < rp, < s — k. On considere alors 7 minimal tel qu’il existe 1 < &k < s — 1 pour

lequel P(i,,)(—25=!) n’appartienne pas a 'image de (G.3.1). On en déduit alors que

HT (my, [t — 1]5,)(—251) est un quotient de j2* Wz . et donc que le germe en un point
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géométrique de X, Y admet un constituant de poids 2k — 1 — 4, de sorte que d’aprés
I’hypothese de récurrence sur le modele local, on doit nécessairement avoir ¢ = s.

Ainsi soit k& minimal tel que P(s,m,)(—2==%) n’appartienne pas & limage de
(E31). Comme précédemment on en déduit alors que P(s,m,)(—2-=%), tout comme
P(s,mp)(—251), est un quotient de ¥z .

— On en déduit en particulier que la monodromie sur ¥z . est d’ordre < s —1 et donc,
pour II automorphe cohomologique pour ¢ avec II, ~ Sty(m,), la monodromie sur
H) ([I1] est d’ordre < s — 1 ce qui contredit le résultat principal de [14].

— On peut aussi raisonner sur la cohomologie de la variété de Shimura en étudiant
la suite spectrale des cycles évanescents et plus particulierement sa II*°-composante
isotypique pour II automorphe avec I, ~ Speh (m,), Notons tout d’abord que la
fibre en un point supersingulier de h°Uz . admet m,[s]p ® [ﬁ]m ® Ly(m,)(—2E5=)

comme quotient de sorte que HO(h®W¥7)[II°"] admet St,(,)® Ly (7, )(—25=2) comme
sous-quotient. D’aprés le corollaire B.0.10, pour tout i > 0, H*(h'~*W7)[I1°] n’admet
pas Sty(m,) @ Ly(m,)(—25=2) comme sous-quotient de sorte que H[I1°%*] admet
Sts(my) ® Lg(m,)(—25=2) comme sous-quotient, ce qui contredit le fait que HY[II>°]
est non nul si et seulement si IT est une représentation automorphe.

O
5.3.2. Corollaire. — Avec les notations précédentes, on a une résolution
0= P HT (o, (=1, 5= 1) @ Ly () () =
s P HT (L Tl )@ Lo(m) () — R HT (o [ 12 )@ Ly () ()

— Fils (V7 ,,)/ Fil" Y (W7 .,) — 0.

Remarque : on retrouve alors le calcul des faisceaux de cohomologie de [5] et en particulier
le corollaire [£.5.7], i.e. que la suite spectrale de stratification dégénere en Ej.
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