
Digital Object Identifier (DOI) 10.1007/s002229900021
Invent. math. 138, 573–629 (1999)

 Springer-Verlag 1999
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Introduction

On fixe un nombre premierl ainsi qu’une clotûre alǵebriqueQl deQl . Etant
donńe un corps local non archiḿedien F et un entierd ≥ 1, on dispose
de trois groupesGLd = GLd(F), Hd = D×F,d, où DF,d est une algèbre à
division centrale surF d’invariant 1/d (unique à isomorphisme près), et
WF le groupe de Weil deF. On considère alors les ensembles de classes
d’équivalence de représentations suivants:

– A0
GLd

est l’ensemble des classes d’équivalence desQl-repŕesentations1

irréductibles, admissibles et cuspidales deGLd(F), de caractères cen-
traux d’ordre fini,

– AHd est l’ensemble des classes d’équivalence desQl-repŕesentations1

irréductibles, admissibles deD×F,d, de caractères centraux d’ordre fini,
– G0(d) est l’ensemble des classes d’isomorphie des représentations

l-adiques (surQl )
1, irréductibles de dimensiond deWF , de d́eterminants

d’ordre fini.

Pour F d’égale caractéristique positivep diff érente del , Laumon,
Rapoport et Stuhler ([17]) ont prouvé la correspondance de Langlands
locale, c’est-à-dire l’existence d’une famille de bijectionsLF,d : A0

GLd

∼−→
G0(d), d ≥ 1, posśedant certaines propriét́es de conservation de facteurs
L et ε (cf. le paragraphe 1.2 pour uńenonće pŕecis). En particulier pour
d = 1,L1,F est induit par l’isomorphismeWab

F ' F× de la th́eorie du corps
de classe ab́elien. Dans [12], Henniart a démontŕe la correspondance de
Jacquet-Langlands locale, c’est-à-dire l’existence, pour toutd ≥ 1, d’une

1 On notera qu’en ce qui concerne ces représentations, la topologie deQ l ne joue aucun
rôle, de sorte qu’un isomorphismeQ l ' C étant fix́e, on peut consid́erer ces repŕesentations
comme des représentations complexes.
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injectionJF,d : A0
GLd

↪→ AHd, caract́eriśee par l’́egalit́e des caractères sur
leséléments elliptiques réguliers semi-simples (cf. le paragraphe 1.1). Pour
d = 1, J1,F est l’application identit́e.

Deligne et Carayol (cf. [5] et [4]) ont proposé une ŕealisation ǵeoḿetrique
conjecturale de ces correspondances. Rappelons leur construction.

SoientO l’anneau des entiers deF et κ̄ une clôture alǵebrique du corps
résiduelκ deO. On fixe unO-module formel d́efini sur κ̄ et de hauteurd
(un tel O-module est unique à isomorphisme près). SoitDefd0 l’anneau
universel de ses déformations;Defd0 est une algèbre de séries formelles
end − 1 indétermińees sur le complét́e Ônr de l’anneau des entiers d’une
extension non ramifíee maximaleFnr de F. Plus ǵeńeralement, pour tout
entier positifn, on considère le revêtement galoisienDefd0 −→ Defdn défini
par les bases de Drinfeld de niveaun sur la d́eformation universelle. Pourn
variable, ces revêtements s’organisent en un système inductif de groupe de
Galois, le groupe profiniGLd(O).

Pour chaque entiern ≥ 0, Spf(Defdn) est un sch́ema formel surSpf(Ônr)

qui est sṕecial au sens de [1]. Une clôture séparable deF̂nr étant fix́ee,
Berkovich construit dans loc. cit. le foncteurΨη des cycleśevanescents pour
le morphisme structural̂Onr −→ Defdn, ainsi que ses foncteurs dérivés. Le
faisceauRd−1Ψη(Ql) sur la fibre sṕeciale deSpf(Defdn) (réduite à un point)
est unQl -espace vectoriel de dimension finie, muni d’une action deWF ,
que l’on noteraΨd,n. L’action deGLd(O) sur le système inductif desDefdn
induit évidemment une action deGLd(O) sur le système inductifΨd des
Ψd,n. Pour tout caractèreξ deF× d’ordre fini, notonsΨd(ξ) le facteur direct
deΨd sur lequel le centreO× deGLd(O) agit par la restriction deξ àO×.
On notera encoreΨd(ξ) la limite du système inductifΨd(ξ). Cette limite
peut être munie d’une action du noyauP de l’application

GLd(F)× D×F,d ×WF −→ Z/dZ
(g, δ,w) 7−→ val(rn(δ))− val(det(g))+ deg(w)

(modulodZ),

où rn : D×F,d→ F× est la norme ŕeduite etdeg: WF � Z est l’application
degŕe. Cette action est définie de telle sorte que le centreF× de GLd(F)
agisse par le caractèreξ.

La repŕesentation locale fondamentaleUd(ξ) définie par Deligne et
Carayol, est alors l’induite deP àGLd(F)×D×F,d×WF de la repŕesentation
Ψd(ξ). En particulierUd(ξ) est une repŕesentation admissible deGLd(F)×
D×F,d et le centreF× deGLd(F) y agit par le caractèreξ.

Théorème. (conjecture de Deligne-Carayol) Soitπ ∈ A0
GLd

une repŕesen-
tation cuspidale irŕeductible deGLd(F) de caractère centralξ. Pour ρ
une repŕesentation admissible irréductible deD×F,d etσ une repŕesentation
l-adique irŕeductible deWF , la multiplicité deπ ⊗ ρ ⊗ σ dans Ud(ξ)
est non nulle si et seulement si(ρ, σ) appartient àAHd × G0(d) et est
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isomorphe au couple(JF,d(π̌),LF,d(π)⊗|−| 1−d
2 ), oùπ̌ est la repŕesentation

contragŕediente deπ. Dans ce cas, cette multiplicité estégale à1.

Ce ŕesultat de nature locale est prouvé par voie globale en utilisant les
variét́es de modules des faisceaux elliptiques de Drinfeld ou plutôt leurs
variantes compactes dues à Stuhler. On choisit une courbe projectiveX,
irréductible, lisse et ǵeoḿetriquement connexe surκ. On fixe deux places
distincteso et∞ de X que pour simplifier on supposera rationnelles sur
le corps des constantesκ. On identifieO au compĺet́e de l’anneau local de
X en la placeo. On fixe une algèbre à divisionD, centrale sur le corps
des fonctions deX, de dimensiond2 ramifiée seulement en deux places
x1, x2 distinctes des places∞,o et telle queDxi (i = 1,2) est une algèbre
à division. On poseX′ = X\{∞, x1, x2} et on choisit un faisceau d’ordres
maximauxD de D.

Pour tout id́eal I de l’anneauA des fonctions ŕegulières surX\{∞},
les D-faisceaux elliptiques d́efinis par Stuhler peuvent être munis deI -
structures de niveaux. Pour définir leurs varíet́es de modulesM I,o au dessus
de Spec(Oo), il faut pouro ∈ V(I ), utiliser la notion de base de Drinfeld.
PourI décrivant l’ensemble des idéaux deA, les sch́emasM I,o s’organisent
en un système projectif qui, via les correspondances géoḿetriques de Hecke,
est muni d’une action de(D∞

A
)×.

Pour tout id́eal I de A, on considère la cohomologiel-adique de la fibre
géńerique deM I,o et plus particulièrement son groupe en degré médian
Hd−1
ηo,I . C’est unQl espace vectoriel de dimension finie muni d’une action

de WF . Pour I variable, lesHd−1
ηo,I

forment un système inductif. L’action
de(D∞

A
)× sur le système projectif desM I,o, induit évidemment une action

de (D∞
A
)× sur la limite inductiveHd−1

ηo
des Hd−1

ηo,I . Cette limite est une
repŕesentation globale de(D∞

A
)× ×WF dont la description est donnée en

termes automorphes dans [17].
On prouve l’́equivalent du th́eorème de Serre-Tate pour lesD-faisceaux

elliptiques, et on obtient en particulier que le complét́e de l’anneau deM I,o
en n’importe quel point supersingulier de sa fibre spéciale, est isomorphe
à l’anneauDefdn défini ci-dessus, oùn est la multiplicit́e de o dans I .
On en d́eduit alors, à l’aide d’un th́eorème de Berkovich ([1]), que l’espace
vectorielUd(ξ), en tant que représentation deGLd(F)×WF , est «contenu»
dansHd−1

ηo
. Le point essentiel de la preuve du théorème est que la différence

entre ces deux représentations ne contient pas de représentations cuspidales
deGLd(F).

Pour d́emontrer ce fait, on est amené à étudier plus en d́etail la fibre
sṕeciale deM I,o. On d́efinit une stratification de cette fibre telle que le
polygone de Newton soit constant en tous les points géoḿetriques d’une
même strate. Pour tout entierh tel que 1≤ h ≤ d, on obtient alors un sous-
sch́ema localement ferḿeM=h

I,o de pure dimensiond−h (résultat conjectuŕe
par Rapoport). En particulierM=d

I,o est l’ensemble des points supersinguliers.
Cette stratification est compatible aux morphismes de restriction du niveau
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MJ,o −→ M I,o, pour J ⊂ I des id́eaux deA. On montre enfin que, pour
tout 1≤ h ≤ d− 1, lim←−

I

M=h
I,o est unκ-sch́ema «induit» sous l’action des

correspondances de Hecke deGLd(F).
Décrivons brièvement le contenu des différents paragraphes.
La première partie est de nature locale. Après quelques rappels de nota-

tions sur les correspondances locales de Jacquet-Langlands (1.1) et de Lang-
lands (1.2), on introduit suivant Drinfeld les anneaux de déformations uni-
versellesDefdn d’un O-module formel de hauteurd surκ̄ (2.1). La limite in-
ductive surn desQl -espaces vectoriels de dimension finieΨd,n définis via les
travaux de Berkovich (2.2), est munie suivant Deligne et Carayol, via les cor-
respondances de Hecke (2.3), d’une action du groupeP. La repŕesentation
locale fondamentale (2.4) est alors l’induite deP à GLd(F)× D×F,d ×WF
de cette repŕesentation. La conjecture de Deligne-Carayol (3.2.4) est ex-
primée en termes de multiplicité (3.1) se calculant à partir d’un sous-groupe
compact ouvert assez petit deGLd(F)× D×F,d.

La deuxième partie de nature globale est consacrée auxD-faisceaux el-
liptiques de Drinfeld et Stuhler (4.1) ainsi qu’à leurs structures de niveaux.
Leurs varíet́es de modulesM I,o −→ Spec(Oo) définies dans un premier
temps pouro 6∈ V(I ), sont munies de correspondances géoḿetriques de
Hecke (4.2). On calcule ensuite les déformations deM I,o (5.1.4) et on mon-
tre que d́eformer un point ǵeoḿetrique deM I,o estéquivalent à d́eformer
le Oo-module de Dieudonńe qui lui est associé (5.3). En utilisant la th́eorie
du module de coordonnée de Genestier (6.1) reliant certainsOo-modules de
Dieudonńe auxOo-modules divisibles, on montre l’équivalent du th́eorème
de Serre-Tate pour lesD-faisceaux elliptiques (6.3). Via la notion de base
de Drinfeld (7.1), les variét́esM I,o sont d́efinies pourI arbitraire (7.2). On
étend alors les correspondances de Hecke (7.3) et le théorème de Serre-
Tate (7.4). On montre alors que le morphisme de restriction du niveau
r J,I :MJ,o −→M I,o pour J ⊂ I deux id́eaux quelconques deA, est fini et
plat (7.5).

La troisième partie concerne l’étude de la fibre sṕeciale deM I,o. On
applique une construction géńerale sur lesϕ-faisceaux (8) tout d’abord au
ϕ-faisceau d’unO-module divisible universel (9) puis auϕ-faisceau associé
à unD-faisceau elliptique deM I,o. On d́efinit ainsi une stratification de
la fibre sṕeciale deM I,o par des sous-schémas localement ferḿes M=h

I,o
(1 ≤ h ≤ d) (10.1) de telle sorte que l’anneau local deM I,o en tout point
géoḿetrique de lah-ième strate est donné parDefhn. On s’int́eresse dans
un premier temps aux points géoḿetriques deM=d

I,o dont on montre qu’il
en existe par la th́eorie de la multiplication complexe, et on en donne une
description ad́elique (10.2). L’́etude, donńee par le th́eorème de Serre-Tate,
de la situation locale en un tel point permet alors (10.3) de montrer que
M=h

I,o est de pure dimensiond− h (résultat conjectuŕe par Rapoport).
Le théorème principal est prouvé par voie globale dans la quatrième par-

tie. On rappelle tout d’abord la description en termes automorphes d’après



Mauvaise ŕeduction des variét́es de Drinfeld 577

[17] de la cohomologie globale de la fibre géńerique deM I,o (11.5). Dans
le cas où la multiplicit́e deo dansI est non nulle, on montre que les strates
M=h

I,o pour 1≤ h ≤ d− 1, sont induites sous l’action des correspondances
de Hecke deGLd(Fo) (13.1) de sorte que la contribution cuspidale de ces
strates à la suite spectrale des cyclesévanescents est nulle. La contribution
des points supersinguliers à cette suite spectrale est calculée grâce à un
théorème de Berkovich via l’uniformisation du complét́e formel deM I,o le
long des points supersinguliers (14). La représentation locale fondamentale
apparait alors comme «inclue» dans la cohomologie globale (15.3) et même
égale en ce qui concerne les représentations cuspidales deGLd(Fo) (13.2),
ce qui permet de prouver le théorème principal via une bonne globalisation
des donńees (15.4).

Je remercie profond́ement Ǵerard Laumon tant pour son aide mathé-
matique d́eterminante que pour ses constants encouragements. Je tiens à
exprimer mes plus vifs remerciements à Henri Carayol, Michael Harris
et à Michael Rapoport pour leurs nombreuses remarques et corrections.
Ma gratitude va aussi à Alain Genestier et Ioan Badulescu pour leurs
enrichissantes discussions, ainsi qu’a Guy Henniart pour ses explications
précises et pŕecieuses.
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6 Théorème de Serre-Tate sans niveau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 594
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I Enoncé de la conjecture de Deligne-Carayol

Soient F un corps local non archiḿedien, d’́egale caractéristique p, O
l’anneau des entiers deF, π une uniformisante etk le corps ŕesiduel de
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cardinal q. Notons I F le sous-groupe d’inertie deGF = Gal(F̄/F). Le
groupe de WeilWF de F est d́efini par le diagramme à lignes exactes

1 // I F

��

=

// WF
//

deg

��

Z //

��

0

1 // I F
// GF

// Ẑ // 0,

la topologie deWF étant telle queI F , avec sa topologie de Krull, est un sous-
groupe ouvert deWF , et queWF/I F est isomorphe àZmuni de la topologie
discrète.Dans toute la suitel désigne un nombre premier différent dep.

1 Correspondances locales de Jacquet-Langlands et de Langlands

1.1 Correspondance de Jacquet-Langlands locale

Soit DF,d «l»’algèbre à division centrale surF, d’invariant 1/d. SoitAGLd

(resp.AH) l’ensemble des classes d’équivalence des représentations com-
plexes admissibles, irréductibles deGLd(F) (resp. deD×F,d) de caractère
central d’ordre fini. On noteA0

GLd
le sous-ensemble deAGLd constitúe des

repŕesentations cuspidales.
Soit π un élément deAGLd. Pour tout élément f de l’algèbre de

HeckeH , l’opérateurπ( f ) est de rang fini et admet donc une traceΘπ( f ).
Soit GLd(F)rss l’ouvert de GLd(F) formé deséléments ŕeguliers semi-
simples, i.e. deśeléments dont le polynôme caractéristique est irŕeductible
et à racines (dans une clôture algébrique deF) deux à deux distinctes. La
restriction de la distribution invariantef 7→ Θπ( f ) à cet ouvert est donnée
par une fonction invariante localement constante que l’on notera encoreΘπ .

Soit ρ un élément deAH . L’espace sous-jacent àρ est de dimension
finie et pour tout́elémentδ de D×F,d, on peut donc former la traceΘρ(δ) de
ρ(δ).

On dira queδ ∈ D×F,d correspond à uńelément semi-simpleγ de
GLd(F) si le polynôme caractéristique ŕeduit deδ coïncide au polynôme
caract́eristique deγ . Si γ est unélément semi-simple deGLd(F) qui cor-
respond àδ ∈ D×F,d, il est alors automatiquement elliptique.

Par d́efinition, on dit queρ correspond àπ par la correspondance
locale de Jacquet-Langlandssi pour tout́elémentδ deD×F,d et toutélément
γ deGLd(F)rss correspondant àδ, on a

Θρ(δ) = (−1)d−1Θπ(γ).

Théorème 1.1.1.(cf. [12] Appendice) Pour tout́elémentπ de A0
GLd

, il
existe un uniquéelémentρ de AH qui corresponde àπ au sens de la
définition ci-dessus; on le noteraJF,d(π).
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Remarque :Un isomorphismeι : Ql −→ C étant fix́e, on notera encore
A0

GLd
(resp.AH ) les ensembles de représentationsl-adique correspondant

auxι−1 ◦ π ◦ ι (resp.ι−1 ◦ ρ ◦ ι) pourπ ∈ A0
GLd

(resp.ρ ∈ AH ). On notera
de mêmeJF,d pour le compośe ι−1 ◦ JF,d ◦ ι.

Cette correspondance locale ne sera en fait qu’exploitée dans le contexte
global de la proposition 15.4.

1.2 Correspondance de Langlands locale

(cf. [14]) Pour tout entierd ≥ 1, on noteG0(d) l’ensemble des classes
d’isomorphie des représentations complexes irréductibles de dimensiond
deWF , de d́eterminant d’ordre fini.

Pour tout entierd ≥ 1 et pour tout́elémentπ ∈ AGLd, Godement et
Jacquet d́efinissent les facteursL(π) et ε(π) (le facteurε dépend du choix
d’un caractère additif deF). Jacquet et Piatetski-Shapiro associent à toute
paire(π, π ′) ∈ AGLd×AGLd′ , les facteursL(π, π ′) etε(π, π ′). De la même
façon siσ est unélément deG0(d) (resp.(σ, σ ′) ∈ G0(d) × G0(d′)), on a
des facteursL(σ) et ε(σ) (resp.L(σ, σ ′) et ε(σ, σ ′)).

Théorème 1.2.1.(cf. [17] théorème (15.7)correspondance de Langlands
locale) Il existe une unique suite d’applications bijectives(LF,d)d deA0

GLd

dansG0(d) telle que:

– pour toutπ × π ′ ∈ A0
GLd
× A0

GLd′ , on a L
(
LF,d(π)⊗ Ld′,F(π

′)
) =

L(π ⊗ π ′);
– pour toutπ ∈ A0

GLd
, on aLF,d(π̌) = ĽF,d(π).

Remarque :LF,1 est induit par l’isomorphismeWab
F ' F× de la th́eorie du

corps de classe abélien.
Remarque :Pour toute repŕesentation(σ,V) deG0(d), par continuit́e et par
le fait que le caractère central est d’ordre fini,σ se factorise par un quotient
fini de sorte qu’un isomorphismeι : Ql −→ C étant fix́e, ι−1 ◦ σ ◦ ι est une
repŕesentationl-adique, c’est-à-dire continue pour la toplologiel-adique
sur ι−1(V).

Le théorème ci-dessus est obtenu via l’étude de la cohomologie du
sch́ema de module desD-faisceaux elliptiques (cf. le paragraphe 11).La
correspondance de Langlands locale ne sera utilisée dans ce texte, que sous
la forme du th́eorème 11.5, dû à Laumon, Rapoport et Stulher.

2 La représentation locale fondamentale

2.1 LesO-modules formels et leurs déformations

On reprend les résultats de Drinfeld dans [7] §1 et §4.Un groupe formel
(commutatif) sur un anneauR est par d́efinition, une śerie formelle f ∈
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R[[x, y]] telle que f(x, y) = f(y, x), f(x,0) = x et f(x, f(y, z)) =
f( f(x, y), z). Un homomorphisme d’un groupe formelf vers un groupe
formel g, est une śerie formelleϕ ∈ R[[x]] telle queϕ( f(x, y)) = g(ϕ(x),
ϕ(y)). Si R est de caractéristiquep, on noteτ l’endomorphisme de Frobe-
nius qui correspond à la sérieϕ(x) = xp. L’anneau des endomorphismes du
groupe additif est alors l’anneau non commutatifR{{τ}} muni de la loi de
commutationτ.r = r p.τ, pour tout́elémentr deR. On noteD : End f → R,
l’homomorphisme canoniqueϕ 7→ ϕ′(0).

SoientR uneO-algèbre etγ : O→ R l’homomorphisme structural. Un
O-module formel sur R est un couple( f, ψ) où f est un groupe formel
sur R etψ est un homomorphisme deO versEnd f , tel queD ◦ f = γ .
On noteraψa pour ψ(a). Une isoǵenie du groupe formel( f, ψ) est un
endomorphismeϕ du groupe formelf qui vérifie ψa(ϕ(x)) = ϕ(ψa(x)),
pour toutélémenta ∈ O.

Soientκ ′ un sur-corps deκ et ( f, ψ) un O-module formel surκ ′. Si ϕ
est un endomorphisme non nul de( f, ψ), il existe un entierh et une śerie
formelleΦ tels queϕ(x) = Φ(xqh

). L’entier h est appeĺe la hauteur deϕ.
La hauteur d’unO-module formel surκ ′ est par d́efinition la hauteur de
l’endomorphismeψπ .

Proposition 2.1.1. (cf. [7] §1) Il existe desO-modules formels de hauteur
arbitraire et tous lesO-modules formels de hauteurd sur une clôture
séparable deκ sont isomorphes. L’anneau des endomorphismes d’un tel
O-module formel est isomorphe à l’anneau des entiersD F,d d’une algèbre
à division centraleDF,d sur F, d’invariant 1/d.

Un O-module formel sur̄κ de hauteurd, est ditnormal si l’action de
la puissanced-ème du Frobenius deκ sur le groupe formelf estégale à
l’action deπ. Dans la suite, tous lesO-modules formels considéŕes seront
normaux (sur̄κ).

Unestructure de niveaun au sens de Drinfeld, sur unO-module formel
( f, ψ) sur R, est un homomorphisme deO-modules

ιn : (π−nO/O)d −→ R

où Rest muni d’une structure deO-module via la formulea.r = ψa(r) pour
tout a ∈ O et toutr ∈ R, tel queψπ(x) est divisible par

∏
α∈(π−1O/O)d(x −

ιn(α)).

SoitOnr l’extension non ramifíee maximale deO et Ônr sa compĺetion.
On considère la catégorieC dont les objets sont leŝOnr-algèbres locales
complètes noeth́eriennes, de corps résiduel isomorphe à̄κ = Ônr/(π). Les
morphismes deC sont les homomorphismes locaux deÔnr-algèbres. Soient
( f̄ , ψ̄) unO-module formel sur̄κ, de hauteurd, normal etR un objet deC.

Une déformation de ( f̄ , ψ̄) définie sur R est unO-module formel
( f, ψ) sur R tel que sa ŕeduction modulo l’id́eal maximal deR est( f̄ , ψ̄).
Des d́eformations( f1, ψ1) et ( f2, ψ2) de ( f̄ , ψ̄) définies surR sont dites
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isomorphes s’il existe un isomorphisme entre ces deuxO-modules formels
sur R, induisant l’identit́e sur( f̄ , ψ̄).

Proposition 2.1.2. (cf. [7] §4) Le foncteur de la catégorie C dans la
cat́egorie des ensembles qui à un objetR de C associe l’ensemble des
déformations surR de( f̄ , ψ̄), à isomorphisme près, est représent́e par une
Ônr-algèbreDefd0 isomorphe à l’algèbre des séries formellesÔnr [[t1, · · · ,
td−1]].

Une déformation de niveaun de( f̄ , ψ̄), définie sur un objetRdeC, est
par d́efinition une d́eformation( f, ψ) définie surRet munie d’une structure
de niveaun. En particulierιn est à valeurs dansm.

Proposition 2.1.3. Le foncteur qui à un objetR de C associe l’ensemble
des d́eformations de niveaun sur R de ( f̄ , ψ̄), à isomorphisme près, est
représent́e par uneÔnr-algèbreDefdn telle que:

– Defdn est ŕegulier,
– pour m ≤ n, le morphisme de restriction du niveauDefdm → Defdn est

un revêtement fini, plat, galoisien de groupe de GaloisGLd(O/(π
n)).

Remarque :L’action de GLd(O) sur Defdm est donńee sur la structure de
niveaun par son action à droite sur(m−n/O)d. De même le groupe des
automorphismesD×F,d de ( f̄ , ψ̄) agit naturellement surDefdm. Les actions
deGLd(O) et deD×F,d surDefdn, commutent et sont compatibles aux mor-
phismes de restriction du niveauDefdm −→ Defdn (m ≤ n). On remarque
alors que l’action d’uńelément(z, z) ∈ GLd(O) ×D×F,d, pourz ∈ O× vu
comme uńelément du centre deGLd(O) et deD×F,d, est triviale.

2.2 Cohomologiéevanescente

Pour chaque entiern ≥ 0, Spf(Defdn) est un sch́ema formel surSpf(Ônr)

qui est sṕecial au sens de [1]. Fixons une clôture séparableF̂nr de F̂nr. Dans
loc. cit. Berkovich construit le foncteurΨη des cycleśevanescents pour le
morphisme structural̂Onr −→ Defdn, ainsi que ses foncteurs dérivés. Le
faisceauRiΨη(Ql) sur la fibre sṕeciale deSpf(Defdn) (réduite à un point) est
unQl-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une action deWF , que
l’on noteraΨd,i

n . Suivant les notations de l’introduction, le groupe en degré

maximalΨd,d−1
n sera not́eΨd,n. On rappelle queGal(F̂nr/F̂nr) est isomorphe

àGal(F̄/Fnr). En particulierGal(F̄/Fnr)agit naturellement sur leQl -espace
vectoriel de dimension finieΨd,i

n . De plus, les actions géoḿetriques deD×F,d
et GLd(O) surDefdn induisent une action deGLd(O) ×D×F,d surΨd,i

n qui

commute à l’action deGal(F̄/Fnr).
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On fixe un caractère d’ordre finiξ de F× à valeurs dansQ×l . On note
Ψd,i

n (ξ
′) la composanteξ ′-isotypique deΨd,i

n oùξ ′ est la restriction deξ àO×
et O× est identifíe au centre deGLd(O). Un élémentz deO×, vu comme
élément du centreO× ⊂ D×F,d, agit alors surΨd,i

n (ξ
′) via le scalaireξ ′(z)−1.

On poseΨd,i(ξ ′) = lim−→
n

Ψd,i
n (ξ

′), où les flêches de transition sont induites

par les morphismes de restriction du niveauDefdm −→ Defdn (m ≤ n).
Le Ql -espace vectorielΨd,i (ξ ′) est muni d’une action du groupe produit
GLd(O)×D×F,d×Gal(F̄/Fnr) et pour tout entiern, on a un isomorphisme

(GLd(O)×D×F,d ×Gal(F̄/Fnr))-équivariant
(
Ψd,i(ξ ′)

)Kd,n ' Ψd,i
n (ξ

′), où
Kd,n := Ker(GLd(O) −→ GLd(O/(π

n))).

2.3 Correspondances de Hecke

On fixe unélément τ de WF dont l’image dansF× est l’uniformisanteπ.
SoitP le noyau de l’application

GLd(F)× D×F,d ×WF −→ Z/dZ
(g, δ,w) 7−→ − val(detg)+ val(rn(δ))+ deg(w)

modulodZ,

où rn : D×F,d → F× désigne la norme réduite. Le sous-groupeP contient

GLd(O)×D×F,d × Gal(F̄/Fnr). Suivant Deligne et Carayol, on cherche à

prolonger l’action deGLd(O)×D×F,d×Gal(F̄/Fnr) surΨd,i(ξ ′), au sous-
groupeP. On commence par donner les actions d’éléments particuliers qui
forment un système géńerateur deP.

(i) Aux éléments du type(z1, z2,1) pour z1, z2 ∈ F×, où l’on identifie
F× respectivement au centre deGLd(F) et deD×F,d, on associe l’endomor-
phismeξ(z1z−1

2 ) Id deΨd,i (ξ ′).

Proposition 2.3.1. (cf. [7] §4) Soit R uneÔnr-algèbre locale complète de
corps ŕesiduel isomorphe à̄κ. Soit( f, ψ) unO-module formel d́efini surRet
muni d’une structure de niveaun, ιn. SoitP ⊂ (π−nO/O)d un sous-module.
On d́efinit α(X) := ∏p∈P f(X, ιn(p)). Il existe alors un uniqueO-module
formel( fP, ψP) défini surR tel que

α ◦ f(X,Y) = f P(α(X), α(Y)) et∀a ∈ O, α ◦ ψa(X) = ψP,a(α(X)).

Si m est tel que le morphisme naturelθ : (π−mO/O)d −→ (π−nO/O)d/P
est injectif, alors l’homomorphismeιn ◦ θ de(π−mO/O)d dans l’idéal max-
imal deR est une structure de niveaum sur fP que l’on noteιP,m.
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Soit g un élément deMd(O) de d́eterminant non nul. Pour toutm ≥ 0,
soit n tel que le noyau de l’application×g : (F/O)d −→ (F/O)d est
contenu dans(π−nO/O)d et tel que l’image de(π−nO/O)d par×gcontienne
(π−mO/O)d. On note(( f, ψ), ιn) la déformation universelle de niveaun de
( f̄ , ψ̄) et soit( fKerg, ψKerg) leO-module formel de la proposition ci-dessus,
assocíe àKerg, muni de sa structure de niveaum, ιKerg,m

(ii) Soient g ∈ Md(O) ∩ GLd(F) et δ ∈ D×F,d tels queval(detg) =
val(rn(δ)). A l’ élément(g−1, δ−1,1) est associé une correspondance de

Hecke comme suit. La quasi-isogénie ( f̄ , ψ̄)
δ−1−→ ( f̄ , ψ̄) −→ ( f̄Kerg,

ψ̄Kerg) est un isomorphisme. En considérant( fKerg, ψKerg, ιKerg,m) comme
une d́eformation de niveaum de ( f̄ , ψ̄), définie surDefdn, on obtient alors
un morphismec2 : Defdm −→ Defdn. La correspondance

Defdn

Defdm

<<

c1
y
y
y
y
y
y
y
y

Defdm
oo_ _ _ _ _ _ _ _

bb

c2

E
E
E
E
E
E
E
E

où c1 est le morphisme de restriction du niveau, définit, pour touti , un
endomorphisme duQl -espace vectorielΨd,i

m (ξ
′) et donc un endomorphisme

deΨd,i(ξ ′).
(iii) Soit g ∈ Md(O) ∩ GLd(F) et r = val(detg). A l’ élément(g−1,1,

τ−r ) est associé une correspondance de Hecke comme suit. La quasi-

isoǵenie ( f̄ , ψ̄)τ
r τ−r−→ ( f̄ , ψ̄) −→ ( f̄Kerg, ψ̄Kerg) est un isomorphisme.

On obtient alors un morphismec′2 : Defdm −→ Defd,(r)n , où Defd,(r)m est
la Ônr-algèbre associée aux d́eformations de( f̄ , ψ̄)τ

r
, c’est-à-dire le pro-

duit tensorielDefdm ⊗Ônr,α Ônr oùα est la puissancer -ième de l’inverse du

relèvement canoniquêOnr ∼−→ Ônr du Frobenius deκ. La correspondance

Defdn

Defdm

<<

c1
y
y
y
y
y
y
y
y

Defd,(r)m

cc

c′2

G
G
G
G
G
G
G
G
G

Defdm

ii

c2

SSSSSSSSSSSSSSSSSSS

kk
fedba`_^]\ZY

X
oo
∼

où c1 est le morphisme de restriction du niveau, définit, pour touti , un
endomorphisme deΨd,i (ξ ′).

Proposition 2.3.2. (Deligne, Carayol) Il existe une unique action deP sur
Ψd,i (ξ ′) qui prolonge l’action deGLd(O)×D×F,d×Gal(F̄/Fnr), de (i), (ii)
et (iii).

Preuve : Les éléments de la forme (i), (ii) et (iii) formant un système
géńerateur deP, une telle action si elle existe est forcément unique. La
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vérification des compatibilités est laisśee au lecteur. Remarquons simple-
ment que leO-module formel( f̄ , ψ̄) défini sur κ̄ (dont Defdn repŕesente
les d́eformations)étant choisi normal, l’action de la puissanced-ième du
Frobenius deκ sur f̄ estégale àψ̄π . L’action de(π−1,1, τ−d) surDefdn est
alors triviale. ut

Les groupesGLd(F) × {1} × {1} et {1} × D×F,d × {1} sont contenus
dansP. Un élémentz du centreF× de GLd(F) (resp. deD×F,d) agit sur
Ψd,i (ξ ′) par le scalaireξ(z) (resp.ξ−1(z)). L’espaceΨd,i(ξ ′) ainsi muni de
l’action deP sera not́eΨd,i (ξ).

2.4 La repŕesentation locale fondamentale

Le quotient(GLd(F)×D×F,d×WF )/P étant fini, on pose pour tout entieri ,

Ud,i (ξ) := Ind
GLd(F )×D×F,d×WF

P
Ψd,i(ξ).

Définition 2.4.1. La repŕesentationUd,d−1(ξ) est appeĺee la repŕesentation
locale fondamentale associée au caractère d’ordre finiξ; on la notera
Ud(ξ).

3 Enonće du théorème principal

3.1 Notion de multiplicit́e

Soit G le groupeGLd(F) × D×F,d. On fixe une mesure de Haar rationnelle
surG et on noteH l’algèbre de Hecke deG. Pour tout sous-groupe compact
ouvert K de G, on noteH K la sous-algèbre deH , formée des fonctions
invariantes à droite et à gauche parK . SoiteK = vol(K )−1.1K , où 1K est la
fonction caract́eristique deK .

Définition 3.1.1. On appellera repŕesentation admissible deG×WF tout
(Ql⊗H)-moduleM muni d’une action deWF , tel qu’il existe une extension
finie E deQl contenue dansQl pour laquelleM, muni de l’action deWF ,
est l’image, par le foncteur d’extension des scalaires deE à Ql , d’un
(E⊗H)-moduleME vérifiant les propríet́es suivantes:

(i) ME est un(E⊗H)-module non d́eǵeńeré, c’est-à-dire que pour tout
m ∈ ME, il existe unélémenta ∈ E⊗H tel quea.m= m;

(ii) pour tout sous-groupe compact ouvertK deG, eK .ME est de dimen-
sion finie (ME est admissible) et l’action deWF y est continue.

SoitCGL,H,W la sous-cat́egorie pleine de celle desQ l⊗H-modules munis
d’une action deWF , dont les objets sont les représentations admissibles de
GLd(F)× D×F,d×WF . On introduit de même pour tout sous-groupe ouvert
compactK de G, la cat́egorieCK

GL,H,W en remplaçantH par H K dans la
définition deCGL,H,W.
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Lemme 3.1.2. SoientM et I des objets de la catégorie ab́elienneCGL,H,W
avecI irr éductible. Pour tout sous-groupe ouvert compactK de G tel que
eK .I est non nul,eK .I est un objet irŕeductible deCK

GL,H,W. La multiplicité de
eK .I danseK .M est alors un entier ind́ependant deK , appeĺe la multiplicit́e
de I dansM et not́eλI (M).

Preuve :Soit JK un sous-objet deeK .I . Le moduleJ := H .JK est alors
un sous-objet deI tel queek.J = JK . D’après l’irréductibilit́e de I , J
est soit nul soitégal à I , d’où JK = 0 ou JK = eK .I . Les objets de
CK

GL,H,W étant de dimension finie, la notion de multiplicité y a un sens.
L’indépendance par rapport àK découle alors de l’exactitude du foncteur
CK

GL,H,W −→ CK ′
GL,H,W, MK 7−→ e′K .MK . ut

Proposition 3.1.3. Les objets irŕeductiblesΠ deCGL,H,W sont exactement
les produits tensorielsπ ⊗ ρ ⊗ σ , où π (resp.ρ) est une repŕesentation
admissible irŕeductible deGLd(F) (resp. deD×F,d) définie surE et σ est
une repŕesentationl-adique deWF , irr éductible et d́efinie surE, où E est
une extension finie (qui dépend deΠ) deQl contenue dansQl .

Preuve :Par admissibilit́e on est rameńe en dimension finie où le résultat
est connu (cf. BourbakiEléments de mathématiques). ut

3.2 La conjecture de Deligne-Carayol en termes de multiplicités

Proposition 3.2.1. Pour touti , les repŕesentationsUd,i (ξ) sont admissibles
au sens de la d́efinition 3.1.1 et constituent donc des objets de la catégorie
CGL,H,W.

Preuve :Montrons la lissit́e de l’action deD×F,h. Soitv ∈ Ud,i (ξ). Il existe
un entiern assez grand tel quev appartienne à(Ud,i (ξ))Kd,n. On se ramène
facilement au cas oùv appartient àΨd,i

n . On noteH le groupe des automor-
phismes de la(Ônr)-algèbre localeDefdn et pour tout entierm positif, Hm
le sous-groupe deH constitúe des automorphismes tangents à l’identité à
l’ordre m. La lissit́e de l’action deD×F,h découle des deux résultats suivants.

Théorème 3.2.2.(Berkovich) Il existe un entiermpour lequel tout́elément
de Hm agit trivialement surΨd,i

n .

Une preuve d’après Berkovich de ce théorème est donnée à la fin du
paragraphe 12. L’action deD×F,d surDefdn fournit un morphisme de groupe
ρ : D×F,d −→ H.

Lemme 3.2.3. Pour tout entierm, ρ−1(Hm) est ouvert dansD×F,d.

Preuve : La preuve est essentiellement donnée dans l’appendice de [3]
(proposition 1). On en reprend brièvement les arguments. Comme(Hm, Hm′)
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est inclu dansHm+m′ , on se ramème à montrer queρ−1(H1) est ouvert dans
D×F,d. On noteK1 le sous-groupe deD×F,d formé deséléments congrus à 1
modulo l’idéal maximal deD F,d: K1 est un pro-p-groupe. L’image du mor-

phisme compośe K1
//

ρ

,,
ρ̄

H // H/H1 est unp-groupeΛ (cf. loc. cit.

lemme 5). SoientΛm les sous-groupes deΛ définis comme suit:Λ0 = Λ,
Λm = (Λm−1,Λm−1). CommeΛ est un p-groupe,Λk est trivial pourk
assez grand. Par récurrence surm, on voit queΛm est ouvert dansK1 et
donc queρ−1(H1) ∩ K1 est ouvert dansK1. ut

La lissit́e de l’action deGLd(F)estévidente et l’admissibilit́e de l’action
deGLd(F)× D×F,d résulte du fait queΨd,i

n est de dimension finie. ut

Théorème 3.2.4.Soientξ un caractère d’ordre fini deF×,π une repŕesen-
tation irréductible admissible cuspidale deGLd(F) de caractère centralξ,
ρ une repŕesentation irŕeductible admissible deD×F,d etσ une repŕesentation
irr éductiblel-adique deWF . Alors la multiplicit́e λπ⊗ρ⊗σ (Ud,i (ξ)) de la
représentation irŕeductibleπ ⊗ ρ ⊗ σ de GLd(F) × D×F,d ×WF dans la
représentationUd,i(ξ), est non nulle si et seulement sii = d− 1 et (ρ, σ)
appartient àAHd × G0(d) et est isomorphe au couple(JF,d(π̌),LF,d(π)⊗
| − | 1−d

2 ), où π̌ est la repŕesentation contragrédiente deπ. Dans ce cas,
cette multiplicit́e estégale à1.

Remarque :D’après la d́efinition de l’action deGLd(F)× D×F,d ×WF sur
Ud,i (ξ), si λπ⊗ρ⊗σ (Ud,i (ξ)) est non nulle pour un triplet(π, ρ, σ) comme
dans la th́eorème alors le caractère central deπ (resp. deρ) estξ (resp.ξ−1).

II Rappels et compĺements sur lesD-faisceaux elliptiques

SoientX une courbe projective, irréductible, lisse et ǵeoḿetriquement con-
nexe, sur un corps finiFq et F son corps des fonctions. On fixedeux places
∞,o deF que l’on supposera, pour simplifier,rationnelles sur le corps des
constantesFq de X. Le compĺet́e Fo de F eno jouera le rôle du corps local
de la première partie. Tous les schémas consid́eŕes sont des schémas surFq.
Si Y, Z sont de tels sch́emas,Y× Z désignera leur produit surFq.

Fixons une algèbre à division centraleD sur F de dimension finied2,
ramifiée seulement en deux placesx1 et x2 distinctes des places∞,o, telle
queDxi (i = 1,2)est une algèbre à division, etD un faisceau d’ordres maxi-
maux deD. On poseX′ = X\{∞, x1, x2} et on noteA = Γ(X\{∞},OX).
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4 Rappels sur lesD-faisceaux elliptiques

4.1 D-faisceaux elliptiques et structures de niveau en dehors de la
caract́eristique

Un D-faisceau elliptique(E i , ji , ti ) sur un sch́emaS est d’après [17] un
diagramme commutatif

· · · �
�

// E i
�

�
//

j i
E i+1

�
�

// · · ·

· · · �
�

// τE i

-


<<

ti
y
y
y
y
y
y
y
y

�
�

//

τ j i τE i+1
�

�

// · · ·
où:

– E i est unD X×S-module à droite localement libre de rang 1, et donc un
OX×S-module localement libre de rangd2;

– τE i estégal à(IdX×FrobS)
∗E i ;

– ji et ti sont des injectionsD X×S-linéaires;
– E i+d ' E i (∞) := E i ⊗OX OX(∞) et le compośe E i → E i+1→ · · · →

E i+d est induit par l’injection canoniqueOX ↪→ OX(∞);
– (prS)∗(E i/E i−1) est unOS-module localement libre de rangd où prS :

X×S→ Sest la projection canonique. De manièreéquivalente,E i/E i−1
est isomorphe à l’image directe(̃i∞)∗(Γ∞,i ) d’un OS-moduleΓ∞,i lo-
calement libre de rangd, par la section∞: (̃i∞) : S−→ X× S s 7−→
(∞, s);

– l’image directe deCokerti est unOS-module localement libre de rangd.
Le support deCokerti est disjoint de{∞, x1, x2} × S. De manière
équivalente,Cokerti est isomorphe à l’image directe(ĩ0,i )∗(Γ0,i ) d’un

OS-moduleΓ0,i localement libre de rangd, par la section(ĩ0,i ) : S (i0,i ,idS)−→
X× S induite par un morphismei0,i : S→ X tel quei0,i (S) ⊂ |X′|.

Remarque :Les inclusionsE i ↪→ E i+1 étant des isomorphismes sur(X\{∞})
× S et le support deCokerti étant disjoint de∞× S, on en d́eduit que la
donńee des morphismes(ti )i estéquivalente à la donnée d’un seulti . Les
morphismesi0,i sont ind́ependants dei ; on le notei0, le morphisme car-
act́eristique duD-faisceau elliptique.

Soient(E i , ji , ti ) un D-faisceau elliptique d́efini surSet I un idéal de
A tel queV(I )∩ i0(S) = ∅. Une I -structure de niveausur(E i , ji , ti ) est un
isomorphisme deD I×S-modules à droite,̃ιI : D I � OS

∼−→ E I×S tel que
le diagramme suivant est commutatif

τE |I×S //
t|I×S

E |I×S

D I �OS

ee
τι̃I

K
K
K
K
K
K
K
K
K
K

99

ι̃I

s
s
s
s
s
s
s
s
s
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4.2 Varíet́es de modules et correspondances de Hecke

On noteEll X,D,I la cat́egorie fibŕee sur la catégorie desFq-sch́emas, dont les
objets sont lesD-faisceaux elliptiques munis d’uneI -structure de niveau.
Les morphismes deEll X,D,I (S) sont les isomorphismes entre deux tels
objets. Le morphisme caractéristique d́efinit le morphismezérode cat́egorie
fibrée:Ell X,D,I −→ X′\V(I ). Laumon Rapoport et Stuhler montrent (cf.
[17] §4) queEll X,D,I est un champ alǵebrique au sens de Deligne-Mumford,
lisse de dimension relatived− 1 sur X′\V(I ) que l’on noteE ll X,D,I et qui
est un sch́ema dès queI est diff́erent deA. Le morphisme de restriction
du niveaur J,I : E ll X,D,J −→ E ll X,D,I , pour J ⊂ I deux id́eaux deA,
est fini etétale au dessus deX′\V(J). Le groupeZ agit surE ll X,D,I par
[n](E i , ji , ti ) = (E ′i , j ′i , t

′
i ) avecE ′i = E i+n, j ′i = ji+n, t′i = ti+n.

Proposition 4.2.1. (cf. [17] §6) Le morphisme(E ll X,D,I /Z) −→ X′\V(I )
est propre.

SoientA l’anneau des adèles deF et D×
A
:= D×⊗FA. La fibre ǵeńerique

de la limite projectiveE ll X,D := lim←−
I

E ll X,D,I est munie d’une action

de (D∞
A
)×. A niveau fini, pourK∞

A
un sous-groupe compact ouvert de

(D∞
A
)×, l’action d’unélémentg∞ de(D∞

A
)× se d́ecrit par la correspondance

géoḿetrique

E ll X,D/(K∞A ∩ (g∞)−1K∞
A

g∞)

tt

c1

jj
jj
jj
jj
jj
jj
jj
jj

**

c2

TT
TT

TT
TT

TT
TT

TT
TT

E ll X,D/K∞
A

**U
UU

UU
UU

UU
UU

UU
UU

U

//____________________ E ll X,D/K∞
A

ttii
ii
ii
ii
ii
ii
ii
ii

Spec(F)

où le morphismec1 (respc2) est induit par l’inclusion(K∞
A
∩(g∞)−1K∞

A
g∞)

⊂ K∞
A

(resp(K∞
A
∩ (g∞)−1K∞

A
g∞)

Ad(g∞)−→ K∞
A

) (cf. [17] §7). En particulier
on noteK∞

A ,I le noyau de(D∞
A
)× −→ ∏

x 6=∞D×x ⊗Ox Ox/M
nx
x , où nx est

la multiplicité dex dansI . On aE ll X,D/K∞
A ,I = E ll X,D,I .

Dans la suite, on considèrela restriction M I,o de (E ll X,D,I /Z) à
Spec(Oo) de sorte que pour tout idéal I de A tel queo 6∈ V(I ), M I,o −→
Spec(Oo) est propre et lisse de dimension relatived−1. La limite projective
sur tous les id́eauxI de A desM I,o⊗Oo Fo est alors munie d’une action de
(D∞

A
)× définie via les correspondances de Hecke.
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5 Déformations desD-faisceaux elliptiques et de leursOo-modules de
Dieudonné

5.1 Déformation desD-faisceaux elliptiques

SoientS le spectre d’un anneau localR artinien etS̄= SpecR̄ avec R̄ le
quotient deR par un id́ealm de carŕe nul. Soit(Ē i , j̄ i , t̄i ) un D-faisceau
elliptique d́efini surS̄, de caract́eristiquēi0 : S̄→ Spec(Oo); Rest donc une

Oo-algèbre telle que l’image deπo est nilpotente. On notē̃i o le morphisme

S̄
(īo,id )−→ X × S̄. On a alors la suite exacte suivante

0−→ τĒ0
t̄0−→ Ē1 −→ (

˜̄i o)∗(Γ̄o) −→ 0 (5.1.1)

où Γ̄o est unR̄-module libre de rangd. On cherche à relever(Ē i , j̄ i , t̄i ) en
unD-faisceau elliptique(E i , ji , ti ) défini surS. On montrera en fait que ce
problème revient à relever la suite exacte (5.1.1).

Proposition 5.1.2. Il n’y a pas d’obstruction à relever leD � OS̄-module
à droite localement libre de rang1, E i . L’ensemble des relèvements est un
torseur sousExt1D�OS̄

(Ē i , Ē i ⊗R̄m).

Preuve :D’après les ŕesultats de [15], l’obstruction à relever leD X×S̄-
module à droite localement libre de rang 1,E i , se trouve dans le groupe
Ext2D�OS̄

(Ē i , Ē i ⊗R̄m). Lorsque cette obstruction est nulle, l’ensemble des

relèvements est alors un torseur sous le groupeExt1D�OS̄
(Ē i , Ē i ⊗R̄m). La

proposition d́ecoule alors du lemme suivant. ut

Lemme 5.1.3. Le groupeExt2D�OS̄
(Ē i , Ē i ⊗R̄m) est trivial.

Preuve :Le (D � OS̄)-moduleĒ i étant localement libre, lesExtnD�OS̄
(Ē i ,

Ē i ⊗R̄ m) sont nuls pourn ≥ 1. Le sch́ema X × S̄ étant de dimen-
sion 1, la suite spectrale locale-globale pour lesExtn, donne la nullit́e
deExt2D�OS̄

(Ē1, Ē1⊗R̄m). ut

Proposition 5.1.4. Il n’y a pas d’obstruction à relever leD-faisceau ellip-
tique (Ē i , j̄ i , t̄i ) ci-dessus, en unD-faisceau elliptique(E i , ji , ti ) defini
sur SpecR. L’ensemble des relèvements est un torseur sous le groupe
Ext1Do�OS̄

(Γ̄o, Ē1,o ⊗R̄ m), lequel, aprèséquivalence de Morita, est iso-

morphe àExt1
Oo⊗R̄

(R̄, (Oo⊗ R̄)d ⊗R̄m).
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Preuve :(i) Commem2 = (0), l’image d’unélémentr deRpar le morphisme
Frobenius ne d́epend que de sa classe modulom. En d’autres termes, le
morphismeFrobS : S→ Sse factorise par̄S:

S //
FrobS

��
FrobS,S̄ =

=
=
=
=
=
=
=

S

S̄

OO

Ainsi pour touti , lesτE i d’un éventuel relèvementE i deĒ i , sont donńes par
les faisceaux(IdX×FrobS,S̄)

∗(Ē i ) et de mêmeτ ji = (IdX×FrobS,S̄)
∗( ji).

(ii) Consid́erons la suite exacte longue associée au foncteur
HomD�OS̄

(•, Ē1⊗R̄m) et à la suite exacte courte 0−→ τĒ0 −→ Ē1 −→
(
˜̄i o)∗(Γ̄o) −→ 0;

0→ HomD�OS̄

(
(
˜̄i o)∗(Γ̄o), Ē1⊗R̄m

)
→ HomD�OS̄

(Ē1, Ē1⊗R̄m)→
→ HomD�OS̄

(τĒ0, Ē1⊗R̄m)→ Ext1D�OS̄

(
(
˜̄i o)∗(Γ̄o), Ē1⊗R̄m

)
→

→ Ext1D�OS̄
(Ē1, Ē1⊗R̄m)→ Ext1D�OS̄

(τĒ0, Ē1⊗R̄m)→
→ Ext2D�OS̄

(
(
˜̄i o)∗(Γ̄o), Ē1⊗R̄m

)
.

La condition ńecessaire et suffisante pour l’existence d’un diagramme com-
mutatif

0 // τĒ0⊗R̄m
//

��

f1

τE0
//

��

f

τĒ0
//

��

f0

0

0 // Ē1⊗R̄m
// E1

// Ē1
// 0

est qu’il existe une extensionE1 de Ē1 par Ē1 ⊗R̄m telle que l’extension
E1 ∗ f0 de τĒ0 par Ē1 ⊗R̄ m est égale à f1 ∗ τE0. L’obstruction à cette
existence est liée à la non surjectivité de

Ext1D�OS̄
(Ē1, Ē1⊗R̄m)→ Ext1D�OS̄

(τĒ0, Ē1⊗R̄m)

et se situe donc dans le groupeExt2D�OS̄

(
(
˜̄i o)∗(Γ̄o), Ē1⊗R̄m

)
. Le même

argument que celui de la preuve du lemme 5.1.3 donne la nullité de

Ext2D�OS̄

(
(
˜̄i o)∗(Γ̄o), Ē1⊗R̄m

)
et montre queExt1D�OS̄

(
(
˜̄i o)∗(Γ̄o), Ē1⊗R̄m

)
est isomorphe àH0

(
X× S̄, Ext1D�OS̄

(
(
˜̄i o)∗(Γ̄o), Ē1⊗R̄m

))
. Le faisceau
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(
˜̄i o)∗(Γ̄o) étant concentré au pointo, on en d́eduit que ce dernier est isomor-

phe àExt1Do�OS̄
(Γ̄o, Ē1,o⊗R̄m).

(iii) On a donc construitE1 ainsi que l’applicationt0 : τE0 → E1 qui
relève l’applicationt̄0. En outre pour touti , on connait lesD X×S-modules
τE i et les applicationsτ ji . Les placeso et∞ étant distinctes, il existe alors
un unique diagramme commutatif

· · · �
�

// E i
�

�
//

j i
E i+1

�
�

// · · ·

· · · �
�

// τE i

-


<<

ti
y
y
y
y
y
y
y
y

�
�

//

τ j i τE i+1
�

�
// · · ·

qui contienne la ligne· · · τE i

τ j i−→ τE i+1 · · · ainsi que la diagonaleτE0
t0−→

E1. Clairement pour touti , E i est unD X×S-module à droite localement
libre de rang 1 etji , ti sont des injectionsD X×S-linéaires. La condition de
périodicit́e E i+d ' E i ⊗OX OX(∞) découle de la ṕeriodicit́e desτE i . Pour
tout i , on a une suite exacte courte 0→ τE i → E i+1→ F i → 0 et d’après
le lemme de Nakayama,(prS)∗(F i ) est unR-module libre de rangd, soit
F i = (ĩ o)∗(Γo,i ) oùΓo,i est unR-module libre de rangd. De la même façon
on a pour touti , une suite exacte courte 0→ E i → E i+1 → Gi → 0 où
(prS)∗(Gi ) est unR-module libre de rangd, soitGi = (ĩ∞)∗(Γ∞,i ), oùΓ∞,i
est unR-module libre de rangd. Finalement, le diagramme(E i , ji , ti ) est
unD-faisceau elliptique qui est une déformation de(Ē i , j̄ i , t̄i ).

(iv) Calculons l’espace des relèvements. Tout d’abord l’ensemble des
classes d’isomorphie des extensionsE1 telles queE1 ∗ f0 = f1 ∗ τE0 est un
torseur sous

Ext1D�OS̄

(
(
˜̄i o)∗(Γ̄o), Ē1⊗R̄m

)
/ Im

(
HomD�OS̄

(τĒ0, Ē1⊗R̄m)
)
.

L’extension E1 étant fix́e, l’ensemble des classes d’isomorphie dest0 :
τE0→ E1 est

HomD�OS̄
(τĒ0, Ē1⊗R̄m)/ Im

(
HomD�OS̄

(Ē1, Ē1⊗R̄m)
)
.

Cet ensemble est isomorphe àIm
(
HomD�OS̄

(τĒ0, Ē1⊗R̄m)
)

. Ainsi l’en-

semble des relèvements duD-faisceau elliptique(Ē i , j̄ i , t̄i ) est un torseur

sousExt1D�OS̄

(
(
˜̄i o)∗(Γ̄o), Ē1⊗R̄m

)
, qui d’après ce qui précède est isomor-

phe àExt1Do�OS̄
(Γ̄o, Ē1,o⊗R̄m). ut
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Corollaire 5.1.5. L’application tangente au morphismeM A,o−→Spec(Oo)
en un point ferḿe de sa fibre sṕeciale est donńee par le morphisme

Ext1D�OS̄

(
(
˜̄i o)∗(Γ̄o), Ē1⊗R̄m

)
−→Ext1D�OS̄

(
(
˜̄i o)∗(Γ̄o), (

˜̄i o)∗(Γ̄o)⊗R̄m

)
.

(5.1.6)

Ce morphisme est surjectif etMA,o −→ Spec(Oo) est lisse de dimension
relatived− 1. L’anneau local deMA,o en un point ǵeoḿetrique de la fibre
sṕeciale est alors isomorphe à̂Onr

o [[t2, · · · , td]] ' κ̄(o)[[t1, · · · , td]], où t1
est une uniformisante dêOnr

o .

Preuve :En appliquant le foncteurHomD⊗R̄

(
(
˜̄i o)∗(Γ̄o), •

)
à la suite exacte

0−→ τĒ0⊗R̄m −→ Ē1⊗R̄m −→ (
˜̄i o)∗(Γ̄o)⊗R̄m −→ 0,

on en d́eduit que le conoyau de (5.1.6) est un quotient deExt2D�OS̄

(
(
˜̄i o)∗(Γ̄o),

τE0⊗R̄m
)
. Par un argument identique à celui du point (ii) de la preuve de

la proposition 5.1.4, on montre que ce dernier groupe est nul. ut

5.2 Déformations desO-modules de Dieudonné

Dans la suiteO désigne l’anneau des entiers d’un corps local (la plupart du
tempsO = Oo), κ son corps ŕesiduel de cardinalq etπ une uniformisante.
Soit B uneO-algèbre locale d’id́eal maximalm nilpotent.

Définitions 5.2.1. –Un O-module de Dieudonńe de rangd sur B est un
(O⊗̂κB)-moduleM, libre de rangd, muni d’un morphisme de Frobenius
F : (IdO ⊗̂κ Frobκ)∗M −→ M tel queCokerF ' Γ∗(ω) où ω est un
B-module libre de type fini.

– Le FrobeniusF sera dit topologiquement nilpotent s’il existe un entiern
pour lequelFn : (IdO ⊗̂κ Frobn

κ)
∗M/πM −→ M/πM est le morphisme

nul.
– Soit ModB(B) la sous-cat́egorie pleine de celle desO-modules de

Dieudonńe sur B, telle queCokerF ' Γ∗(ω) où ω est unB-module
libre ω de rang inf́erieur à1.

Soit (M̄, F̄ ) un objet de la catégorieModB(κ̄); M̄ est alors unÔnr-
module libre, muni d’un Frobenius̄F : (IdÔnr ⊗̂κ̄ Frobκ)∗M̄ −→ M̄. Soit R
uneÔnr-algèbre locale complète noethérienne, de corps résiduel isomorphe
à κ̄, telle que le morphisme structurali : Ônr −→ R est un homomor-
phisme local deÔnr-algèbres.Une d́eformation(M, F) sur R de (M̄, F̄ ),
est un(Ônr⊗̂κ̄R)-module libre M, muni d’un morphisme de Frobenius
F : (IdÔnr ⊗̂κ̄ Frobκ)∗M −→ M, tel que la ŕeduction de(M, F) modulo
l’id éal maximal deR estégale à(M̄, F̄ ).
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Proposition 5.2.2. SoientB uneO-algèbre locale artinienne,̄B le quotient
de B par un id́ealm de carŕe nul et(M̄, F̄ ) un O-module de Dieudonńe
défini sur B̄. Il n’y a pas d’obstruction à d́eformer(M̄, F̄ ) en unO-module
de Dieudonńe d́efini sur B. L’espace des relèvements est alors un torseur

sousExt1
O⊗̂κ B̄

(
N̄, M̄ ⊗B̄ m

)
lequel est isomorphe à

HomO⊗̂κ B̄(
τ M̄, M̄ ⊗B̄ m)/

(
HomO⊗̂κ B̄(M̄, M̄ ⊗B̄ m)

)
◦ F̄.

Preuve :On a la suite exacte courte 0−→ τ M̄
F̄−→ M̄ −→ N̄ −→ 0 où N̄

est de la formēΓ∗(ω̄) avecω̄ un B̄-module libre de type fini. On applique le
foncteurHomO⊗̂κ B̄(•, M̄ ⊗B̄ m) à cette suite exacte. Le reste de la preuve
est semblable à celle de la proposition 5.1.4. ut

5.3 Oo-module de Dieudonńe assocíe à unD-faisceau elliptique et
équivalence de leurs déformations

SoientS le spectre d’uneOo-algèbreB locale artinienne et(E i , ji , ti ) un
D-faisceau elliptique surS de caract́eristique donńee par le morphisme
structuralOo −→ B. Le (Oo ⊗ B)-moduleE i ⊗ Oo est ind́ependant dei ;
on le noteEo. Un isomorphismeDo ' Md(Oo) étant fix́e, soit F o le
(Oo ⊗ B)-module libre de rangd défini par E1,1.Eo, où E1,1 est l’idem-
potent deMd(Oo) assocíe au premier vecteur de la base canonique. Par
équivalence de Morita, on a un isomophismeDo-équivariantEo ' F d

o.
Les morphismesti induisent alors un morphismet′o : τF o −→ F o. LeOo-
module de Dieudonńe surB assocíe à(E i , ji , ti ) est le couple(Mo, Fo) où
Mo est le(Oo⊗̂κ(o)B)-module libre de rangd, F o⊗(Oo⊗κ(o)B) (Oo⊗̂κ(o)B) et
Fo : (IdOo ⊗̂κ(o) Frobκ(o))∗Mo −→ Mo est le morphisme de Frobenius induit
par t′o. L’image directe deCokert′o étant unB-module de rang 1,(Mo, Fo)
est un objet deModB(B).

SoientSle spectre d’uneOo-algèbreR locale, artinienne, et̄S= SpecR̄
avec R̄ le quotient deR par un id́ealm de carŕe nul. Soit(Ē i , j̄ i , t̄i ) un
D-faisceau elliptique d́efini sur R̄, de caract́eristiquei o : S̄→ Spec(Oo).
NotonsDefR(Ē) l’ensemble des d́eformations d́efinies surRde(Ē i , j̄ i , t̄i ) et
DefR(M̄o, F̄o) l’ensemble des d́eformations d́efinies surR du (Oo⊗̂κ(o) R̄)-
module de Dieudonńe (M̄o, F̄o) assocíe à ceD-faisceau elliptique.

Proposition 5.3.1. L’application qui à unD -faisceau elliptique associe son
Oo-module de Dieudonné, induit une bijectionDefR(Ē) −→ DefR(M̄o, F̄o).

Preuve :On a la suite exacte 0→ τĒ0 −→ Ē1 −→ (
˜̄i o)∗(Γ̄o)→ 0. On fixe

une d́eformation(E0
i , j 0

i , t
0
i ) et soit(M0

o, F0
o ) la déformation de(M̄o, F̄o) qui
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lui correspond. Par rapport à ces points bases, les déformations de(Ē i , j̄ i , t̄i )
(resp. de(M̄o, F̄o)) sont en bijection avec

Ext1D�OS̄

(
(
˜̄i o)∗(Γ̄o), Ē1⊗R̄m

)
(resp.Ext1

Oo⊗R̄
(CokerF̄o,F o⊗R̄m)).

L’application de la proposition induit alors le morphisme canonique (local-
isation,équivalence de Morita puis complétion)

Ext1D�OS̄

(
(
˜̄i o)∗(Γ̄o), Ē1⊗R̄m

)
−→ Ext1

Oo⊗R̄
(CokerF̄o,F o⊗R̄m),

qui est un isomorphisme. ut

6 Théorème de Serre-Tate sans niveau

6.1 Rappels sur le module de coordonnées d’unO-module formel

Dans ce paragraphe,B est uneO-algèbre dans laquelle l’image deπ est
nilpotente. Tous les groupes formels considéŕes sont lissesde dimension1
(cf. 2.1). On reprend les résultats de ([10] I) dans ce cadre. PourX un
O-module formel surB, on considère leB-moduleMX = Hom(X,Ga,B)
lequel est muni par fonctorialité d’une action deO. Soit Frobq : B −→ B
le morphisme de Frobenius de laκ-algèbreB (x 7−→ xq), et τq l’isogénie
de FrobeniusGa,B −→ Frobq,∗Ga,B. La multiplication à gauche parτq sur
MX estFrobq-semi-lińeaire et induit donc un morphismeF : Frob∗q MX −→
MX. Via F, on peut consid́erer MX comme unB[[τq]]-module localement
libre de rang 1 (= dim X). Le B[[τq]]-module MX est de plus locale-
ment libre de rang 1, et s’identifie à la limite projective desB-modules
CokerFqm ' B[[τq]]/B[[τq]].τm

q . Il résulte du fait que l’image deπ ∈ O
dans B est nilpotente, que l’action deπ ⊗ 1 ∈ O ⊗κ B sur CokerFqm

est nilpotente. Le śepaŕe compĺet́e O⊗̂κB de O ⊗κ B pour la topologie
(π ⊗ 1)-adique, agit donc encore surMX.

Définition 6.1.1. Le foncteur module des coordonnées surB est le fonc-
teur MB qui à unO-module formelX sur B, associe le(O⊗̂κB)-module
MX ⊗(O⊗κB) (O⊗̂κB)muni du FrobeniusF.

On notei le morphisme structural de laO-algèbreB et Γ : O⊗̂κB −→
B le morphisme d́efini par Γ(a⊗̂b) = i(a).b. Soit ModC(B) la sous-
cat́egorie pleine de celle des(O⊗̂κB)-modules localement libres munis
d’un FrobeniusF : (IdO ⊗̂κ Frobq)

∗M −→ M, formée des objets tels que:

– il existe unB-module localement libre de rang 1,ω tel queCokerF =
Γ∗(ω);

– il existe un entiern tel que le morphismeFn : (IdO ⊗̂κ Frobn
q)
∗M/πM−→

M/πM est le morphisme nul.
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Théorème 6.1.2.(cf. [10] théorème 2.2.6) Le foncteur module des coor-
donńeesMB, de la cat́egorie desO-modules formels (dim X = 1) sur B,
dans la cat́egorieModC(B), est une anti-́equivalence de catégories.

Remarque :La preuve est la même que dans loc. cit. dans le cas particulier
où dimX = 1. Il suffit simplement de remarquer que dans [10],MX est un
B[[τq]]-module localement libre de rang celui deCokerF. Le B-moduleω
est donńe par(Lie X)∨.

Proposition 6.1.3. (changement de base cf. [10] 2.2.10) SoientX un O-
module formel surB, C uneB-algèbre etX⊗B C, leO-module formel surC
obtenu par extension des scalaires, on a alors l’isomorphismeMC(X⊗B C)
' (O⊗̂κC)⊗(O⊗̂κB) MB(X).

Remarque :Le foncteur quasi-inverse estGB tel que pour toutB-algèbreR:

GB(M, F)(R) = {g ∈ HomB(M, R) / g(F(m)) = g(m)q, ∀m ∈ M}.

6.2 O-module de Dieudonńe assocíe à unO-module divisible

Définition 6.2.1. (cf [7] §4 C) UnO-module divisible sur unêOnr-algèbre
locale R, complète noeth́erienne de corps résiduel isomorphe à̄κ, est un
couple (G, ψ) où G est un sch́ema formel en groupe surR, muni d’un
homomorphismeψ : O −→ EndG, tel queGc est unO-module formel sur
R de hauteurh et G/Gc ' Spf R× (F/O) j .

Surκ̄, unO-module divisible est caractériśe à isomorphisme près par le
couple(h, j); on le noteraΣh, j .

Proposition 6.2.2. Le foncteurMB induit une anti-́equivalence de catégorie,
de la cat́egorie desO-modules divisibles surB, dans la cat́egorieMod B(B)
qui prolonge l’́equivalence du th́eorème 6.1.2.

Preuve :Cette proposition est une géńeralisation simple du th́eorème 6.1.2
de Genestier qui s’obtient par dévissage des partiesétales et connexes.

Lemme 6.2.3. Soit(M, F) unO-module de Dieudonńe surB. Il existe des
O-modules de Dieudonné surB, (Met, Fet), (Mc, Fc) et une suite exacte:

0−→ (Met, Fet) −→ (M, F) −→ (Mc, Fc) −→ 0

tels queFet : (IdO ⊗̂κ Frobκ)∗Met −→ Met est bijectif, etFc : (IdO ⊗̂κ
Frobκ)∗Mc −→ Mc est topologiquement nilpotent.
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Preuve :Dans le cas oùB est un corps, le résultat est connu et la suite
exacte est alors scindée (cf. [18] proposition 2.4.6). Soient doncκ ′ := B/m
et (M̄, F̄ ) := (M, F) ⊗B B/m qui est alors unO-module de Dieudonńe
sur κ′. On a M̄ = M̄et ⊕ M̄c, le morphisme de Frobenius̄F étant donńe

dans une certaine base, par une matriceQ̄ de la forme
(

Āc 0
0 Āet

)
, où Āet est

inversible etĀc topologiquement nilpotente. SiP est une matrice de passage,
la matrice deF dans la nouvelle base est alors donnée parP−1Q(τP). Le
résultat d́ecoule alors, par récurrence sur l’indice de nilpotencer de m
(R̄= R/mr−1), du lemme suivant. ut
Lemme 6.2.4. SoientRuneO-algèbre locale artinienne et̄R le quotient de
R par un id́ealm de carŕe nul. On suppose qu’il existe une base deM telle

que la matriceQ⊗RR̄deF⊗R R̄dansM⊗R R̄, est de la forme

(
Āc 0

Āext Āet

)
,

où Āet est inversible etĀc topologiquement nilpotente. Il existe alors une
matrice de passageP de la formeId+P′ où P′ est une matrice à coefficients

dansm, telle queP−1Q(τP) est de la forme

(
Ac 0

Aext Aet

)
, avecAet inversible

et Ac topologiquement nilpotente.

Preuve :Commem est de carŕe nul, pour toute matriceP′ à coefficient
dansm, la matrice τ(Id + P′) est la matrice identité. On écrit Q sous

la forme

(
Q1 Q2
Q3 Q4

)
, où la matriceQ4 est inversible. En prenantP′ =(

1−Q2Q−1
4

0 1

)
, P = Id + P′, la matriceP−1Q(τP) = P−1Q est de la

forme d́esiŕee. ut
Lemme 6.2.5. (cf. [10] 2.1.5) SoientG1,G2,G3 desSpecB-sch́emas en
groupes finis, plats, de présentation finie, qui, localement pour la topologie
f.p.q.c. sur SpecB, se plongent dansGN

a,B, pour un certain entierN. On
suppose que l’on a la suite exacte

1−→ G1
u−→ G2

v−→ G3 −→ 1

(ce qui signifie queu est un noyau dev dans la cat́egorie des sch́emas en
groupes affines commutatifs et quev est plat surjectif). On a alors la suite
exacte

0−→ MG3 −→ MG2 −→ MG1 −→ 0.

Ainsi d’après le th́eorème 6.1.2, pour montrer la proposition, il suffit
de montrer queMB établit uneéquivalence de catégorie desO-modules
divisibles étales surSpecB (Gc = 0), dans la catégorie desO-modules
de Dieudonńe (M, F) tels queMc = 0. Le ŕesultat d́ecoule alors de la
proposition suivante. ut
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Proposition 6.2.6. (cf. [18] proposition (2.4.11)) Les foncteurs contravari-
antsGκ′ et Mκ′ entre la cat́egorie desO-modules de Dieudonné (M, F) sur
κ ′ tels queCokerF est de dimension inférieure 1 (en tant queκ′-espace
vectoriel), et la cat́egorie desO-modules divisiblesG sur κ ′, sont quasi-
inverses l’un de l’autre. De plusGκ′(M, F) estétale (resp. connexe) si et
seulement siMc = 0 (resp.Met = 0).

Remarque :Un O-module divisible sur̄κ ′ est ici unO-module divisibleG
surκ ′ au sens de [18], tel que siGc est non nul alors il est de dimension 1;
ce qui explique la condition supplémentaire sur la dimension deCokerF
par rapport à l’́enonće tel que l’on peut le trouver dans [18].

6.3 Th́eorème de Serre-Tate

On noteST l’application qui à toutD-faisceau elliptique d́efini sur uneOo-
algèbre locale artinienne, fait correspondre leOo-module divisible associé
par la proposition 6.2.2 auOo-module de Dieudonńe de la proposition 5.3.1.
Des ŕesultats de 6.2.2, de 5.3.1 et du fait queM I,o −→ MA,o estétale si
o 6∈ V(I ), on a le th́eorème suivant dit de Serre-Tate.

Théorème 6.3.1.(Serre-Tate en dehors de la caractéristique) Soitz un
point ǵeoḿetrique de la fibre sṕeciale deM I,o, pour I un idéal de A tel

que o n’appartienne pas àV(I ). On note(̂M I,o)z le compĺet́e formel de

M I,o enz. L’application STci-dessus induit un isomorphismê(M I,o)z
∼−→

Spf(Defh, j0 ), oùDefh, j0 représente les d́eformations duOo-module divisible
Σh, j (cf. [7] § 4 C).

On rappelle (cf. loc. cit.) queDefh,00 est l’anneauDefh0 de la première
partie et que pourj ≥ 1, Defh, j0 est isomorphe àDefh0[[d0

1, · · · ,d0
j ]].

7 Etude de la mauvaise ŕeduction

Le but de ce paragraphe est de définir desmn
o-structures de niveau sur les

D-faisceaux elliptiques deM I,o (o 6∈ V(I )) et de prolonger les résultats des
paragraphes préćedents.

7.1mn
o-structures de niveau: bases de Drinfeld

SoientS un sch́ema et(E i , ji , ti ) un S-point deM I,o pour I un idéal deA
tel queo 6∈ V(I ). Soient(F o, t′o) le couple construit au paragraphe 5.3 et
pour toutn ≥ 0, F o,n l’image directe deF o ⊗Oo (Oo/(π

n
o) relativement

à la projectionSpec(Oo/(π
n
o)) × S −→ S. On noteGr(F o,n) le fibré

vectoriel assocíe à l’ensemble deśelémentsu deF ∗o,n tels queu(t′o,n(x)) =
u(x)q ∀x ∈ F o,n, où t′o,n est le Frobenius induit part′o.



598 P. Boyer

Lemme 7.1.1. Pour tout entiern, Gr(F o,n) est unS-sch́ema fini d’ordre
qnd, enOo-modules et on a la suite exacte deS-sch́emas enOo-modules

0−→ Gr(F o,n)
in−→ Gr(F o,n+1)

πn
o−→ Gr(F o,n+1).

Si P est unR-point d’un sch́emaY, on note[P] le sous-R-sch́ema de
Y qu’il définit. Pour(Pi ) une famille finie de tels points, on note

∑[Pi ]
le sous-sch́ema deY défini par le faisceau d’id́eaux produit des faisceaux
d’idéaux d́efinissant les[Pi ].
Définition 7.1.2. Unemn

o-structure de niveau sur(E i , ji , ti )/S est un ho-
momorphisme deOo-modulesι′o,n : (Oo/m

n
o)

d −→ Gr(F o,n)(S) tel que le

sous-sch́ema
∑

z∈(Oo/mn
o)

d

[ι′o,n(z)] deGr(F o,n) coïncide avecGr(F o,n).

Pour toutélémentz de (Oo/m
n
o)

d, ι′o,n(z) est unélément deF ∗o,n tel
que ϕ∗o,n(ι′o,n(z)) = ι′o,n(z)q. Le morphismeι′o,n fournit alors un homo-
morphisme deOo-modules(Oo/m

n
o)

d −→ F ∗o,n qui aprèséquivalence de
Morita, donne un homomorphisme deDo-modulesιo,n : Do,n −→ E∗o,n tel
que le diagramme ci-dessous commute

Do,n //
ιo,n

""
τιo,n E

E
E
E
E
E
E
E

E∗o,n

||

ϕ∗o,n

z
z
z
z
z
z
z
z

τE∗o,n

Soit So est l’ouvert compĺementaire dei−1
0 (Specκ(o)).

Proposition 7.1.3. Si le morphismeι′o,n est unemn
o-structure de niveau,

alors ι′o,n ⊗OS OS(So) induit un isomorphisme deOo-modules

(Oo/m
n
o)

d �OS(S
o) −→ (

F o,n ⊗OS OS(S
o)
)∗
.

Preuve :Le morphismeι′o,n étant unemn
o-structure de niveau définie surS,

le sous-sch́ema
∑

z∈(Oo/mn
o)

d

[ι′o,n(z)] ×S So de Gr(F o,n) ×S So coïncide avec

Gr(F o,n) ×S So. Le sch́emaGr(F o,n) ×S So étant finiétale surSo, on en
déduit que les(ι′o,n(z)⊗OSOS(So))z∈(Oo/mn

o)
d forment une base de(F o,n⊗OS

OS(So))∗, d’où la proposition. ut
Proposition 7.1.4. On suppose queS est un sch́ema intègre et queSo

est un ouvert non vide deS. Si l’homomorphisme deOo-modulesι′o,n :
(Oo/m

n
o)

d −→ Gr(F o,n)(S) induit un isomorphismeι′o,n ⊗OS OS(So) :
(Oo/m

n
o)

d�OS(So)
∼−→ (F o,n⊗OSOS(So))∗,alorsι′o,n est unemn

o-structure
de niveau.
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Preuve :On noteA le faisceau d’anneaux deGr(F o,n) et I le faisceau
d’idéaux deA sous-jacent auS-sch́ema

∑
z∈(Oo/mn

o)
d

[ι′o,n(z)]. Par hypothèse

I⊗OS OSo est le sous-faisceau nul deA⊗OS OSo et commeSest intègre on
en d́eduit queI est le sous-faisceau nul deA. ut

7.2 Varíet́es de modulesM I,o pour I arbitraire

Lemme 7.2.1. SoientSun sch́ema,Z/SunS-sch́ema fini etP1, · · · , PN des
S-points deZ. Il existe un sous-schéma ferḿe S0 deSvérifiant la condition
suivante: pour tout morphismeS′ → S, le sous-sch́ema

∑N
i=1[Pi ×S S′] de

Z×S S′ coïncide avecZ×S S′, si et seulement si le morphisme deS′ dansS
se factorise parS0.

Preuve :Pour S′ → S un S-sch́ema, l’ensemble des familles de sections
P1, · · · , PN de Z(S′) telles que

∑N
i=1[Pi ] en tant que sous-schéma deZ

coïncide avecZ, forme un faisceau sur le gros siteétale (Sch/S)et. On
se ramène donc à supposerS = SpecR affine et Z libre surSpecR et à
ne consid́erer que desS′ = SpecR′ affines. On choisit un isomorphisme
OZ ' Rm et on noteJ l’id éal deOZ définissant le sous-schéma

∑N
i=1[Pi ]

de Z. On choisit un système de géńerateurs( fi ) du sous-R-module deRm

sous-jacent àJ. Pour R′ une R-algèbre, le sous-schéma
∑N

i=1[Pi ×R R′]
coïncide avecZ×R R′ si et seulement si l’id́eal J⊗R R′ deOZ⊗R R′ est nul.
Celaéquivaut au fait que toutes les composantes desfi aient une image nulle
dansR′. La conclusion du lemme est donc satisfaite par le sous-schémaS0
de Sdéfini par l’idéal engendŕe par les composantes desfi . ut
Proposition 7.2.2. Pour tout n et pour tout id́eal I tel que o 6∈ V(I ),
le morphismeEll X,D,mn

o I −→ Ell X,D,I est relativement représentable et
même affine.

Ainsi d’après le paragraphe 4.2, pour tout idéal I de A, Ell X,D,I /Z est
un champ de Deligne-Mumford surSpec(Oo) que l’on note encoreM I,o.

7.3 Prolongement des correspondances géoḿetriques de Hecke

Au paragraphe 4.2, nous avons rappelé comment Laumon Rapoport et
Stuhler associaient à toutélément g∞ de (D∞

A
)×, des correspondances

géoḿetriquesc1 etc2 sur les varíet́esM I,o, définies au dessus deSpec(Fo).
L’objet de ce paragraphe est de montrer que ces correspondances peu-
vent être prolonǵees surSpec(Oo). On poseS = Mo = lim←−

I

M I,o et

So := S⊗Oo Fo. L’ élémentg∞ définit d’après loc. cit., un morphisme
So −→ So et donc un morphismeSo −→ S. On veut montrer que ce mor-
phisme que l’on note[g∞]o se prolonge en un morphisme[g∞] : S−→ S.
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Le sch́ema So étant ouvert dansS régulier, il y est dense et un tel pro-
longement est forćement unique. Il suffit alors de montrer que pour tout
recouvrement ouvertS= ∪Ui , le morphisme[g∞]o×So Uo

i : Uo
i −→ Ui se

prolonge en un morphisme[g∞]i : Ui −→ Ui , la condition de recollement
étant automatique d’après l’unicité du prolongement. Soit doncU = SpecR
un ouvert deSet Ro le localiśe deRcorrespondant àUo. Le sch́emaSétant
régulier, R est intègre et s’injecte dansRo. On note((E i , ji , ti ), ι∞) le D-
faisceau elliptique universel surR. On reprend ce qui est fait dans [17] en
veillant à ce que les morphismes que l’on construit, soient définis surR.

– L’action naturelle de(D∞)× sur((E i , ji , ti ), ι∞) est d́efinie surR.
– L’image de((E i , ji , ti ), ι∞) par unélément dePic∞X est le couple((E1

i ,

j 1
i , t

1
i ), ι

∞;1) où (E1
i , j 1

i , t
1
i ) et ι∞,o;1 sont comme dans loc. cit. etι1o est

donńee paréquivalence de Morita parι1,
′

o = lim−→
n
ι1,
′

o,n, lequel est d́efini

comme suit. L’isomorphismeEo,n
∼−→ E1

o,n définit pour toutn positif un

isomorphisme deS-sch́emasGr(F o,n)
∼−→ Gr(F 1

o,n) et ι1,
′

o,n est alors
définie par la commutativité du diagramme

Gr(F o,n)(U )

(Oo/m
n
o)

d

77
ι′o,n

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

//
ι
1,′
o,n

Gr(F 1
o,n)(U )

OO

'

D’après la proposition 7.1.3,ι′o,n ⊗R Ro est un isomorphisme; il en est
donc de même pourι1,

′
o,n ⊗R Ro et d’après la proposition 7.1.4 (R étant

régulier),ι1,
′

o,n est unemn
o-structure de niveau sur(E1

i , j 1
i , t

1
i ).

– Si g∞ est unélément de(D∞)× tel quego est trivial, les morphismesc1
et c2 de loc. cit. sont alors d́efinis surR. Soit doncgo ∈ D×o ∩Do. Le
morphismeιo = lim−→

n
ιo,n fournit un diagramme commutatif

Do� R //
ιo

##

τιo H
H
H
H
H
H
H
H
H

E∗o

��

t∗o

τE∗o
tel que d’après la proposition 7.1.3,ιo⊗R Ro : Do� Ro −→ E∗o⊗R Ro est
un isomorphisme. Comme dans loc. cit., on définit l’endomorphisme[go]∗
deE∗o⊗R Ro tel que le diagramme suivant est commutatif

Do� Ro

��

×go

//
ιdo⊗RRo

∼ E∗o⊗R Ro

��

[go]∗

Do� Ro //
ιdo⊗RRo

∼ E∗o⊗R Ro.
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Soitr unélément deR tel que[go⊗ r ]∗ est d́efini surE∗o. On d́efinit l’image
((E1

i , j 1
i , t

1
i ), ι

∞;1) de((E i , ji , ti ), ι∞) par g−1
o par les produits

(E1
i )
∗

��

βi

//
αi E∗o

��

[go⊗r ]∗

E∗i // E∗o.

Le morphismeαi induit un isomorphisme(F 1
o)
∗ ∼−→ F ∗o et pour toutn,

on d́efinit ι1,
′

o,n : (Oo/m
n
o)

d −→ (F 1
o,n)
∗ comme l’application induite par le

compośe(αi⊗ Id)−1◦ιo,n. Le morphismeι′o,n×R Ro étant un isomorphisme,
il en est de même deι1,

′
o,n×RRo. Ainsi d’après la proposition 7.1.4,ι1,

′
o,n est une

mn
o-structure de niveau sur(E1

i , j 1
i , t

1
i ). Le fait queE1

i ⊗R Ro est isomorphe
à celui donńe dans loc. cit., d́ecoule du lemme suivant.

Lemme 7.3.1. SoientE ′i et Ẽ
′
i donńes par les diagrammes suivants

Ẽ
′
i

��

g̃′

// E i,o

��

r.g

E ′i //

��

g′

E i,o

��

g

E i
// E i,o E i

// E i,o

où E i est unOX×SpecR-module localement libre de rang fini et oùg est un

morphisme deOX×SpecR-modules. AlorsE ′i et Ẽ
′
i sont isomorphes.

Preuve :On aE ′i ' Im g′ ⊂ E i , Ẽ
′
i ' Im g̃′ ⊂ E i et Im g̃′ ' r. Im g′.

L’anneauR étant intègre, pour toutOX×SpecR-module localement libre de
rang finiF , le morphismeF −→ r.F , m 7−→ r.m est un isomorphisme
deF surr.F , d’où le lemme. ut

7.4 Th́eorème de Serre-Tate et structures de niveaux

On reprend les résultats de Drinfeld donnés dans [7] §4, dont on pourra
trouver une pŕesentation dans [2]. SoientRuneÔnr-algèbre locale complète,
noeth́erienne, de corps résiduel isomorphe à̄κ et G un O-module divisible
(Gc est de dimension 1) surR de hauteurd = h + j (i.e. le O-module
de Dieudonńe assocíe (M, F) est de rangd et (Mc, Fc) est de rangh (cf.
6.2.2)). On noteGn, le SpecR-sch́ema en groupe des points demn-torsion.

Définition 7.4.1. Une base de Drinfeld de niveaun surG est un homomor-
phisme deO-modules

ιn : (m−n/O)d −→ Gn(R)

tel que le sous-schéma
∑

α∈(m−n/O)d

[ιn(α)] deGn coïncide avecGn (m = (π)).
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– Dans le cas oùG = ( f, ψ) est unO-module formel surR (de dimen-
sion 1) de hauteurh, la donńee d’une base de Drinfeld de niveaun surG
est la donńee d’un homomorphismeιn : (m−n/O)h −→ N = G(R) où
N est l’idéal maximal deR muni de la structure deO-module d́eduite
de G, tel que les śeries formellesψπ(X) et

∏
α∈(m−1/O)h(X − ιn(α)) se

déduisent l’une de l’autre par multiplication par une unité deR[[X]]. En
particulier siR= κ̄, un tel homomorphisme est forcément trivial.

– Dans le cas ǵeńeral,G est une extension de(F/O) j par Gc. On a ainsi
une suite exacte

0−→ Gc
n(R) −→ Gn(R) −→ (m−n/O) j .

Le morphismeιn est alors une base de Drinfeld si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées:

– le compośe (m−n/O) j+h ιn−→ Gn(R) −→ (m−n/O) j est surjectif; son
noyauK est alors un facteur direct dans(m−n/O)d, isomorphe à(m−n/
O)h;

– la restricition deιn à K est une base de Drinfeld surGc
n.

SoitC la cat́egorie dont les objets sont lesÔnr -algèbres locales complètes
noeth́eriennes dont le corps résiduel est isomorphe à̄κ. Les morphismes de
C sont les homomorphismes locaux deÔnr-algèbres.

Théorème 7.4.2.(cf. [7] 4.5) SoitG unO-module divisible sur̄κ, de hau-
teur h + j (h ≥ 1 étant la hauteur deGc), muni d’une base de Drinfeld
de niveaun, ιn. Le foncteur qui à un objetR de C associe l’ensemble
des d́eformations surR du couple(G, ιn) est repŕesentable par l’anneau
DefGn = Defh, jn . L’anneauDefh, jn est ŕegulier et pourm ≤ n, le morphisme
naturelDefh, jm → Defh, jn est fini et plat.

Dans la proposition 2.1.3, on donneDefGn dans le cas oùG est un
Oo-module formel. Dans ce cas on note cet anneauDefhn où h est la hau-
teur deGc. L’anneauDefhn est ŕegulier et les morphismesSpec(Defhn) →
Spec(Defhm) (m ≤ n) sont finis et plats. Drinfeld montre alors queDefh, jn

est isomorphe àDefhn[[dn
1, · · · ,dn

j ]].
Lemme 7.4.3. SoientSle spectre d’uneOo algèbre artinienne et((E i , ji , ti ),
ιI ) un S-point deM I,o. Le morphismeι′o,n : (m−n

o /Oo)
d −→ Gro,n(F o), où

n est la multiplicit́e deo dansI , est alors une structure de niveaun sur le
Oo-module divisibleGro(F o).

Preuve :Il suffit de remarquer queGro(F o) est donńe par la limite inductive
surn desS-sch́emasGr(F o,n). ut

L’application ST du paragraphe 6.3 se prolonge donc avec lesmn
o-

structures de niveau et le théorème 6.3.1 se géńeralise.
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Théorème 7.4.4.(Serre-Tate) Soitz un point ǵeoḿetrique de la fibre eno
deM I,o, pour I un idéal quelconque deA. On noten la multiplicité deo

dansI et (̂M I,o)z le compĺet́e formel deM I,o enz. L’application ST induit

alors un isomorphismê(M I,o)z
∼−→ Spf(Defh, jn ).

7.5 Propríet́es locales desM I,o

Soit I ′ un idéal deA tel queo n’appartient pas àV(I ′). Soientx un point
géoḿetrique de la fibre sṕeciale deM I ′,o et y un point de la fibre sṕeciale
M I ′.mn

o,o tels quer I ′ .mn
o,I
′(y) = (x). On notê(M I ′,o)(x) (resp . ̂(M I ′.mn

o,o)(y)) le
compĺet́e formel deM I ′,o enx (resp. deM I ′.mn

o,o eny). D’après le th́eorème
de Serre-Tate ci-dessus, on a un diagramme commutatif

̂(M I ′.mn
o,o)(y)

//
∼

��

r I ′ .mn
o,I ′

Spf(Defh,d−h
n )

��

(̂M I ′,o)(x)
//

∼
Spf(Defh,d−h

0 )

où h est la hauteur deGrc
o(F o).

Proposition 7.5.1. Pour tout id́eal I de A, M I,o est ŕegulier etM I,o →
Spec(Oo) est propre. Pour tous les idéaux I ⊂ J de A, le morphisme de
restriction du niveaur J,I :MJ,o −→M I,o est fini et plat.

Preuve :La régularit́e deM I,o découle du th́eorème 7.4.2 et du théorème de
Serre-Tate. Le morphisme de restriction du niveauM I,o→MA,o étant fini,
la propret́e deM I,o→ Spec(Oo) résulte de celle deMA,o→ Spec(Oo). En
ce qui concerner J,I , le résultat se d́eduit du th́eorème de Serre-Tate et du
fait qu’un morphisme d’anneauA→ B est plat si et seulement si pour tout
idéal premierP de A et tout id́eal premierP de B au dessus deP , B̂P est
un ÂP -module plat. ut

III Stratification de la fibre sp éciale deM I,o

8 ϕ-faisceaux sur une baseSet stratification de S

Soit (V, ϕ) un ϕ-faisceau sur un schémaS, c’est-à-dire queV est unOS-
module localement libre de rang finin, muni d’une applicationOS-linéaire
ϕ : Frob∗S V −→ V. Soit S = ∪k SpecRk un recouvrement affine deS
tel que V ⊗OS Rk est libre. Soient(vi )1≤i≤n une base deV ⊗OS Rk et
M = (mi, j )1≤i, j≤n la matrice deϕ ⊗OS Rk dans cette base,

ϕ

(
n∑

i=1

ri ⊗ vi

)
=

∑
1≤i, j≤n

mi, j r
q
i v j , ∀i r i ∈ Rk
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Pour tout entierh tel que 1≤ h ≤ n, on d́efinit M!h := M(τM) · · · (τh−1
M).

Pourq ≤ n, on noteF q
n l’ensemble des parties àq éléments de{1, · · · ,n}.

PourI et J deuxéléments deF q
n et M une matrice carŕe d’ordren, on note

MIJ la matrice carŕe d’ordreq extraite deM, constitúee deśelémentsmi, j
pour i ∈ I et j ∈ J.

Proposition 8.1. Pour tout entierh tel que1≤ h ≤ n, soit R≥h
k le quotient

de Rk par l’idéal engendŕe par tous les mineuresdet(M!i )I,J d’ordre (n−
i + 1) des matricesM!i , pour tous lesi tels que1≤ i ≤ h. Cette d́efinition
est ind́ependante du choix de la base(vi )1≤i≤n deV⊗OS Rk. Pour tout entier
h tel que1 ≤ h ≤ n, on peut donc d́efinir le sous-sch́ema ferḿe S≥h de S,
par recollement desSpec(R≥h

k ). Le sch́emaS≥h est un sous-schéma ferḿe
de S≥h−1 (S≥0 = S) et on poseS=h = S≥h\S≥h+1.

Preuve :Soient deux bases(vi )1≤i≤n et (v′i )1≤i≤n de V ⊗OS Rk et M,M′
les matrices deϕ ⊗OS Rk relativement à ces bases. On noteP la matrice
de passage de(vi )1≤i≤n à (v′i )1≤i≤n. On a alorsM′ = P−1M(τP). On note
I (resp.I′) les id́eaux deRk engendŕes par leśelémentsdet(M!i )I,J (resp.
det(M

′!i )I,J) pour 1≤ i ≤ n et I, J ∈ F n−i+1
n . Le lemme suivant montre

alors queI = I′. ut
Lemme 8.2. (formule de Cauchy-Binet) SoitAun anneau commutatif. Pour
tous X,Y ∈ Mn(A), pour tout entierq ≤ n et pour tousL, H ∈ F q

n, on a
l’ égalit́e

det(YX)L H =
∑

K∈F q
n

detYL K .detXKH .

Remarque :On notera queS≥h est le lieu où pour tout entieri tel que
1 ≤ i ≤ h, ϕ!i : (Frobi

S)
∗V −→ V est de rang inf́erieur ouégal àn − i .

En particulier en tout point ferḿe Specκ → S≥h, ϕ!n ×S Specκ est de rang
inférieur aúegal àn− h.

9 Application à l’anneau universel des d́eformations d’un O-module
divisible

9.1 LeO-module de Dieudonńe duO-module divisible universel

Soit(M̄, F̄ ) un objet de la catégorieModB(κ̄), de rangh+ j oùh ≥ 1 est le
rang deM̄c. D’après la proposition 6.2.2 et les résultats de Drinfeld (cf. [7], la
déformation universelle de(M̄, F̄) est d́efinie surDefh, j0 ' Defh0[[d0

1, · · · ,
d0

j ]], oùDefh0 ' Ônr[[a2, · · · ,ah]] repŕesente les d́eformations de(M̄c, F̄c).

Proposition 9.1.1. La déformation universelle de(M̄ , F̄ ) sur laÔnr-algèbre
Defh, j0 , est le couple(Muniv, Funiv), où Muniv est un(Ônr⊗̂κ̄Ônr[[a2, · · · ,



Mauvaise ŕeduction des variét́es de Drinfeld 605

ah+ j ]])-module libre de rangh + j (ah+i = d0
i pour 1 ≤ i ≤ j ), muni du

FrobeniusFuniv : (IdÔnr ⊗̂κ̄ Frobκ)∗Muniv −→ Muniv, dont la matrice dans
une certaine base est



0 · · · π ′ ⊗ 1− 1⊗ π ′ 0 · · · 0

1
. . . a2

...
...

0
. . . ah 0 · · · 0

0 · · · ah+1 b1,1 · · · b1, j
...

...
...

...
0 · · · aj+h bj,1 · · · bj, j


,

oùπ ′ est une uniformisante dêOnr et où la matrice des(bk,l )1≤k,l≤ j est un
relèvement de la matrice inversible deF̄et.

Preuve :Le morphisme structurali : Ônr −→ R étant un homomorphisme
local deÔnr-algèbres, par continuité on peut supposer queR est artinienne
et on raisonne par récurence sur l’indice de nilpotencer de son id́eal maxi-
mal M. Pourr = 0 (i.e. R= κ̄), la proposition est exacte car leO-module
de Dieudonńe (M̄c, F̄c) étant cyclique, on peut choisir une base deM̄ telle

que la matrice deF̄ dans cette base soit de la forme

(
Ac 0
0 Aet

)
avec Aet

inversible etAc =
0 · · · π ′

1
. . . 0

0
. . . 0

 , où π ′ est une uniformisante dêOnr. Par

hypothèse de récurence, pour̄R= R/Mr−1, il existe une basēb deM⊗R R̄
dans laquelle la matrice deF⊗R R̄est de la forme d́esiŕee. Le ŕesultat d́ecoule
alors de la proposition 5.2.2 et du fait suivant. L’ensemble des matrices as-
socíees aux́eléments deHomO⊗̂κ R̄(M⊗R R̄,M ⊗R̄ M) ◦ (F ⊗R R̄) dans la

baseb̄, est l’ensemble des matrices telles que toutes les composantes de la
h-ième colonne sont divisibles parπ ′ ⊗ 1, c’est-à-dire que dans l’écriture∑

k≥0π
k ⊗ αk, le termeα0 est nul.

Il ne reste plus qu’à justifier le termeπ ′⊗1−1⊗π ′. Celui-ci peut s’́ecrire
sous la formeπ ′ ⊗1−1⊗α oùα est unélément deÔnr[[a2, · · · ,ah+ j ]] de
sorte queCokerF est isomorphe à̂Onr⊗̂κ̄Ônr[[a2, · · · ,ah+ j ]]/(π ′ ⊗1−1⊗
α). Par hypothèseCokerF est isomorphe àΓ∗(ω)oùΓ : Ônr⊗̂κ̄Ônr[[a2, · · · ,
ah+ j ]] −→ Ônr[[a2, · · · ,ah+ j ]] est donńe parΓ(a⊗̂b) = a.b (cf. la d́efini-
tion 5.2.1). LeÔnr⊗̂κ̄Ônr[[a2, · · · ,ah+ j ]]-module,CokerF étant túe par
π ′ ⊗ 1− 1⊗ α, on a doncα = π ′. ut
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9.2 Définition des anneaux quotientsDefh, j ;≥h′
0

Soit (M, F) = (Mh,1, Fh,1) ⊕ (Mj,0, Fj,0) le O-module de Dieudonńe sur
κ̄ tel que la matrice deF dans la base canonique deM = (Ônr)d, s’écrit

0 · · · π 0 · · · 0

1
. . . 0

...
...

0
. . . 0 0 · · · 0

0 · · · 0 1 0 · · ·
...

... 0
. . .

...
0 · · · 0 0 0 1


.

La déformation universelle(Mc
univ, Fc

univ)de(Mh,1, Fh,1), définie surDefh0 '
Ônr[[a2, · · · ,ah]], est telle queMc

univ est un(Ônr⊗̂κ̄Defh0)-module libre de
rangh, muni d’un morphisme de FrobeniusFc

univ : (IdÔnr ⊗̂κ̄ Frobκ)∗Mc
univ−→ Mc

univ dont la matrice dans une certaine base (que l’on notera(ei )1≤i≤h),
est

Ac
univ =


0 · · · 0 π ⊗ 1− 1⊗ π
1 0 · · · a2

0
. . .

. . .
...

0 · · · 1 ah

 .
La déformation universelle(Muniv, Funiv) de (M, F), définie sur laDefh0-
algèbreDefh, j0 ' Defh0[[d0

1, · · · ,d0
j ]], est telle queMuniv est un(Ônr⊗̂κ̄

Defh, j0 )-module libre de rangd−h, muni d’un morphisme de FrobeniusFuniv
dont la matriceAuniv dans une certaine base (que l’on notera(ei )1≤i≤h+ j )

est
(

Ac
univ 0

Aext I j

)
, où Aext a toutes ses colonnes nulles sauf lah-ème qui est

égale à

ah+1
...

aj+h

 , (ai+h := d0
i 1≤ i ≤ j ). Pour tout entiern, on pose

(Muniv,n, Funiv,n) := (Muniv, Funiv)⊗(Ônr⊗̂κ̄Defh, j0 )

(
Ônr/(πn)⊗̂κ̄Defh, j0

)

(Mc
univ,n, Fc

univ,n) := (Mc
univ, Fc

univ)⊗(Ônr⊗̂κ̄Defh0)

(
Ônr/(πn)⊗̂κ̄Defh0

)
.

On considère alors(Muniv,1, Funiv,1) (resp.(Mc
univ,1, Fc

univ,1)) comme unϕ-

faisceau surDefh, j0 (resp. surDefh0) de rangh + j (resp. h). Pour tout

entierh′ tel que 0≤ h′ ≤ h, on noteraDefh, j ;≥h′
0 (resp.Defh;≥h′

0 ) l’anneau
(Defh, j0 )≥h′ (resp.(Defh0)

≥h′) défini au paragraphe pŕećedent.
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Proposition 9.2.1. Pour tout entierh′ tel que0≤ h′ ≤ h, on a

Defh;≥h′
0 :=


Defh0 h′ = 0

Defh0 ⊗Ônr κ̄ h′ = 1

(Defh0 ⊗Ônr κ̄)/(a2, · · · ,ah′) 2≤ h′ ≤ h
0 h′ > h.

Preuve :La matrice(Ac
univ,1)

!h′ assocíee àFc
univ,1, dans la base(ei ⊗Ônr

κ̄)1≤i≤h, est de la forme
(

0h′,h−h′ ∗
1h−h′ ∗

)
. De plus la(h− h′ + 1)-ème colonne

de (Ac
univ,1)

!h′ est la matrice colonne

a1
...

ah

 (a1 = −1⊗ π). Il suffit alors

de remarquer que pour tous les entiersi, j tels que 1≤ i ≤ h′ ≤ j ≤ h,
le coefficient de lai -ème ligne etj -ème colonne de(Ac

univ,1)
!h′ appartient à

l’id éal deDefh0 engendŕe para1, · · · ,ai . ut

Proposition 9.2.2. Pour tout entierh′ > h, Defh, j ;≥h′
n est nul et pour0 ≤

h′ ≤ h, Defh, j ;≥h′
0 est isomorphe àDefh, j0 ⊗Defh0

Defh;≥h′
0 ' Defh;≥h′

0 [[d0
1,

· · · ,d0
j ]]. En particulierDefh, j ;≥1

n estégal àDefh, jn ⊗Ônr κ̄.

Preuve :Pour touth′, la matrice(Auniv,1)
!h′ , dans la base(ei ⊗Ônr κ̄)1≤i≤h+ j ,

est de la forme

(
(Ac

univ,1)
!h′ 0

Aext,h′ I j

)
. Ainsi Defh, j ;≥h′

0 est nul pourh′ > h

et pour i ≤ h′ ≤ h, demander la nullit́e de tous les mineures d’ordre
h+ j − i + 1 de(Auniv,1)

!i estéquivalent à demander la nullité de tous les
mineures d’ordreh− i + 1 de(Ac

univ,1)
!i , d’où la proposition. ut

Pour touth′ tel que 0≤ h′ ≤ h, on pose(
M=h′

univ, F=h′
univ

)
:= (Muniv, Funiv)⊗(Ônr⊗̂κ̄Defh, j0 )

(Ônr⊗̂κ̄Defh, j ;=h′
0 ).

Corollaire 9.2.3. Pour tout entierh′ tel que0 ≤ h′ ≤ h, (M=h′
univ, F=h′

univ)
admet le d́evissage

0−→ (M=h′,et
univ , F=h′,et

univ ) −→ (M=h′
univ, F=h′

univ) −→ (M=h′,c
univ , F=h′,c

univ ) −→ 0

où M=h′,et
univ (resp. M=h′,c

univ ) est un(Ônr⊗̂κ̄Defh, j ;=h′
0 )-module libre de rang

constantégal à j + h − h′ (resp.h′) et F=h′,et
univ est bijectif (resp.F=h′,c

univ est
topologiquement nilpotent).
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Preuve :Le résultat d́ecoule de la forme de la matriceAuniv⊗Defh, j0
Defh, j ;=h′

0

donńee ci-dessus et du fait que l’élémentah′+1 deDefh, j ;=h′
0 est inversible.

Il suffit en fait de montrer qu’il existe une matrice de passageP de la
forme I j+h + π ⊗ P1 + · · · telle que P−1Ah, j :=h′

univ (τP) est de la forme(
A1 A2
A3 A4

)
, où A2 est nulle,A1 est topologiquement nilpotente etA4 est

inversible. On calcule lesPi de proche en proche. PourP1, montrons que si

on poseP =
(

Ih πP1
0 I j

)
, la matriceP−1Ah, j :=h′

univ (τP) est de la forme d́esiŕee

moduloπ2. Cela revient à montrer qu’il existe une matriceP1 à coefficients
dansDefh, j ;=h′

0 telle queA2+A1(
τP1)−P1A4 est nulle. La matriceA1 étant

cyclique nilpotente moduloπ, et la matriceA4 étant inversible, on calcule
les lignes deP1 de proche en proche. ut

En termes deO-modules divisibles, la situation se décrit comme suit. Soit
Gh, j le O-module divisible universel surSpec Defh, j0 . Pour tout entierh′ tel

que 0≤ h′ ≤ h, soitGh, j ;≥h′ la restriction deGh, j au ferḿeSpec(Defh, j ;≥h′
0 )

↪→ Spec(Defh, j0 ). Sur l’ouvert Spec(Defh, j ;=h′
0 ) ↪→ Spec(Defh, j ;≥h′

0 ),

Gh, j ;=h′ = Gh, j,h′ ×
Spec(Defh, j,h

′
0 )

Spec(Defh, j ;=h′
0 ) admet le d́evissage

0−→ (Gh, j ;=h′)c −→ Gh, j ;=h′ −→ (Gh, j ;=h′)et −→ 0

où (Gh, j ;=h′)et est étale et(Gh, j ;=h′)c est, en tout point ferḿe de Spec
(Defh, j ;=h′

0 ), unO-module formel de hauteurh′.

9.3 Les composantesSpec(Defh, j ;=h′
n )A pour n > 0

Pour tout entiern positif, on d́efinit Defh;≥h′
n et Defh, j ;≥h′

n par changement
de base

Defh;≥h′
n := Defh;≥h′

0 ⊗Defh0
Defhn, Defh, j ;≥h′

n := Defh, j ;≥h′
0 ⊗Defh, j0

Defh, jn .

Pour toutn,Defh, jn , en tant queDefhn-algèbre, est isomorphe àDefh
n[[dn

1, · · · ,
dn

j ]] et doncDefh, j ;≥h′
n est isomorphe àDefh;≥h′

n [[dn
1, · · · ,dn

j ]].

Remarque :Avec ces notations on aDefh, j ;≥1
n =Defh, jn ⊗Ônr κ̄'(Defhn⊗Ônr κ̄)

[[dn
1, · · · ,dn

j ]].
Lemme 9.3.1. Pour tous les entiers positifsm,n tels quem ≤ n, le mor-
phisme de restriction du niveauSpec(Defh, j ;≥h′

n ) −→ Spec(Defh, j ;≥h′
m ) est

fini et plat.
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On munit(M, F) d’une structure de niveaun, ιn tel que le noyauA1→h ⊂
(m−n/O)h+ j de ιn est engendŕe par lesh-premiers vecteurs de la base
canonique. Après le changement de baseDefh, j0 −→ Defh, jn , (Muniv, Funiv)
est muni d’une structure de niveaun universelle,ιn,univ qui relèveιn. Pour
tout élémentz de(m−n/O)h+ j , ιn,univ(z) est unélémentm∗ de(Muniv,n)

∗ tel
quem∗◦Funiv = (m∗)q (la condition de Drinfel’d s’exprime sur leO-module
divisible universel associé). On considère alors le morphismeι=h′,et

n,univ:

(m−n/O)h+ j × Spec Defh, j ;=h′
n −→{m∗ ∈ (M=h′,et

univ,n )
∗ |m∗

◦ F=h′,et
univ = (m∗)q},

qui à unélémentzde(m−n/O)h+ j associe la restriction deιn,univ(z)àM=h′,et
univ,n .

D’après le corollaire 9.2.3,{m∗ ∈ (M=h′,et
univ,n )

∗ | m∗ ◦ F=h′,et
univ = (m∗)q} est

un faisceau enO-modules surSpec Defh, j ;=h′
n , de fibre(m−n/O)h+ j−h′ . La

condition surιn,univ d’être une structure de niveaun, entraine queι=h′,et
n,univ

est surjectif (cf. le paragraphe 7.4) et que le noyauK deι=h′,et
n,univ est un sous-

(O/mn)-module facteur direct de rangh′ dans(m−n/O)h+ j×Spec Defh, j ;=h′
n

contenu dansA1→h. Si h′ ≥ 1, K est donc de la forme∐
A∈P(h+ j,h′,n,A1→h)

{A} × Spec(Defh, j ;=h′
n )A

oùP(h+ j,h′,n A1→h)est l’ensemble des facteurs directs de(m−n/O)h+ j de
rangh′ contenu dansA1→h. On rappelle que pour tous less≤ t, l’ensemble
des facteurs directs de(m−n/O)t de rangs est en bijection avec l’ensem-
ble quotientGLt(O/m

n)/Pt,s,n où Pt,s,n est le sous-groupe parabolique
de GLt(O/m

n) assocíe aux s premiers vecteurse1, · · · ,es de la base
canonique. Cette bijection associe à unélémentḡ de GLt(O/m

n)/Pt,s,n,
le (O/mn)-module engendré par lesei .g−1 pour 1≤ i ≤ s, où g est un
élément quelconque deGLt(O/m

n) dans la classe dēg. En ce qui concerne
Defh, j ;=h′

n , un élémentA de GLh(O/m
n)/Ph,h′,n est consid́eré comme un

sous-module deA1→h

Proposition 9.3.2. Pour tous les entiersn, j et h′ tel que1≤ h′ ≤ h, on a

Spec(Defh, j ;=h′
n ) =

∐
A∈GLh(O/mn)/Ph,h′,n

Spec(Defh, j ;=h′
n )A.

De plus tous lesSpec(Defh, j ;=h′
n )A sont isomorphes et sont permutés sous

l’action naturelle dePh(O/m
n).

Proposition 9.3.3. Pour tout élémentz de (m−n/O) j+h, dansDefh, j ;=h′
n

on a

ι=h′,et
n,univ(z) = 0⇐⇒ (ι=h′

n,univ(z))
(q)nh′ = 0.
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Preuve :Pour 0≤ k ≤ n − 1, soit fni+k = (πk ⊗ 1)ei , où (ei )1≤i≤ j+h
est la base deMuniv adapt́ee àFuniv (cf. le d́ebut du paragraphe préćedent).
La matriceA=h′

univ,n de F=h′
univ, dans la base( fi )1≤i≤n( j+h) de M=h′

univ,n, est de la

forme
(

A 0
C B

)
où B est inversible de rangn( j + h− h′) et A!nh′ est nulle

(cf. le corollaire 9.2.3). De même ońecrit ι=h′
n,univ(z) sous la forme(α | β).

La matrice ligne associée à(ι=h′
n,univ)

(q)nh′
est alorśegale à(α | β)(A=h′

univ)
!nh′ =

(βC′ | βB!nh′). ut
Lemme 9.3.4. Soienth′1 ≤ h′2 des entiers etA1 unélément deGLh(O/m

n)/

Ph,h′1,n. Pour A2 ∈ GLh(O/m
n)/Ph,h′2,n, Spec(Def

h, j ;=h′2
n )A2 est dans l’ad-

hérence deSpec(Def
h, j ;=h′1
n )A1 si et seulement siA1 ⊂ A2.

Pour j = 0, en accord avec les notations préćedentes, on pose(Defh;=h′
n )A =

(Defh,0;=h′
n )A. L’isomorphismeDefh, j ;≥h′

n ' Defh;≥h′
n [[dn

1, · · · ,dn
j ]] et la

décomposition de la proposition 9.3.2, donnent la proposition suivante.

Proposition 9.3.5. Pour toutélémentA deGLh(O/m
n)/Ph,h′,n, on a

Spec(Defh, j ;=h′
n )A = Spec

(
(Defh;=h′

n )A×̂κ̄ κ̄[[dn
1, · · · ,dn

j ]]
)
.

10 Application à M I,o

On applique ce qui précède au cas desD-faisceaux elliptiques. Pouréviter
les problèmes de champs, on supposera dans la suite que l’idéal I de A est
tel queV(I ) contienne au moins un point fermé distinct deo. On noteM I,so

la fibre sṕeciale deM I,o.

10.1 D́efinition des stratesM=h
I,o

Soient S le sch́emaM I,o et (E i , ji , ti ) le D-faisceau elliptique universel
défini surS, muni de saI -structure de niveauιI . Pour touti , les fibresE i,o
sont isomorphes et aprèséquivalence de Morita, l’applicationt′o : τF o −→
F o permet de consid́ererF o⊗Oo κ(o) comme unϕ-faisceau surSde rangd.

Définition 10.1.1. Pour tout 0 ≤ h ≤ d, on d́efinit M≥h
I,o et M=h

I,o comme
respectivement le sous-schéma ferḿe S≥h et S=h introduit dans la proposi-
tion 8.1.

Avec les notations introduites, on aM≥d
I,o =M=d

I,o etM≥1
I,o =M I,so.
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Proposition 10.1.2.Pour tout1 ≤ i ≤ d, l’ensemble des points géoḿetri-
ques deM≥i

I,o est le sous-ensemble des points géoḿetriques de la fibre
sṕeciale deM I,o pour lesquels le polygône de Newton est de la forme
suivante

0 d-h d-1 d
0

1

c’est-à-dire tels que la partiéetale (resp. connexe) duOo-module de Dieu-
donńe est de rangd− h (resp.h).

Preuve :D’après la remarque de la fin du paragraphe 8, si(E i , ji , ti , ιI )
est leD-faisceau elliptique universel surM I,o muni de saI -structure de
niveau universelleιI alors pour tout 1≤ h ≤ d, M≥h

I,o est le lieu où pour tout

1 ≤ i ≤ h, (t′o)!i : τ i
F o −→ F o est de rang inf́erieur ouégal àd− i . En

particulier pour tout point ferḿe Specκ(o)→M=h
I,o , (t′o)!d ×M I,o Specκ(o)

est de rangd− h. Le noyau det′o étant de dimension 1, on obtient que le
sous-espace propre associé à 0 est cyclique de dimensionh. ut

10.2 Etude des points supersinguliers

Soit κ̄(o) une clôture alǵebrique deκ(o). Dans cette section, ońetudie les
points ǵeoḿetriques deM=d

I,o. On montre que de tels points, dits supersin-
guliers, existent et on en donne une description adélique compatible aux
correspondances de Hecke.

On noteD̄, «l»’algèbre à division centrale surF dont les invariants sont

invx(D̄) =
{−1/d si x = ∞

1/d si x = o
invx(D) pourx 6= ∞,o

Proposition 10.2.1. Pour tout id́eal I , M=d
I,o(κ̄(o)) est non vide et corres-

pond à une unique classe d’isogénie.

Preuve :

– D’après [17] §9, pour montrer l’existence de points supersinguliers il
suffit de montrer qu’il existe uneϕ-paire(F̃, Π̃) telle queF̃ ⊗F F∞ et
F̃ ⊗F Fo soient des corps, quedeg(∞̃)∞̃(Π̃) = −[F̃ : F]/d, où∞̃ est
l’unique place deF̃ divisant∞ et quex̃(Π̃) = 0, pour toutx̃ 6= ∞̃, õ,
où õ est l’unique place dẽF divisanto (cf. loc. cit. proposition 9.9 avec
h = d dans (iv)). Les points de la jacobienne deX, à valeurs dans un
corps fini,étant tous d’ordre fini, soitm un entier strictement positif tel
quem.[o− deg(o)∞] = 0 (deg∞ = 1). Il existe alors uńelément f de
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F tel que∞( f ) = −deg(o)m, o( f ) = m et x( f ) = 0 pour toute place
x de F distincte des placeso et∞. On poseΠ̃F = f ⊗ 1/deg(o)mdde
sorte que le couple(F, Π̃) convient.

– D’après loc. cit. proposition 9.13, pour montrer l’unicité de la classe
d’isogénie, il suffit de montrer que le couple(F,Π) ci-dessus est le seul
qui convienne. Soit donc(F̃, Π̃) un tel couple.Fo⊗F F̃ est un corps et
si õ est l’unique place dẽF divisanto, on adeg(õ)õ(Π̃) = [F̃ : F]/d
et õ est l’unique placex̃ de F̃ telle que x̃(Π̃) 6= 0. Ainsi on peut
consid́erer F̃ comme uneF-sous-algèbre dēD. L’algèbre∆ de loc. cit.
assocíee à(F̃, Π̃), est une algèbre à division centrale surF̃ de dimension
(d/[F̃ : F])2 dont les invariants sont donnés dans loc. cit. On identifie
alors∆ au centralisateur dẽF dansD̄. Montrons queF̃ = F et donc
que∆ = D̄. Soitσ un F-automorphisme dẽF et soitN un entier tel que
Π̃N appartient àF̃×. Commeõ et∞̃ sont les seules placesx̃ de F̃ telles
quex̃(Π̃N) 6= 0 et commeσ(∞̃) = ∞̃ etσ(õ) = õ, lesélémentsΠ̃N et
σ(Π̃N) deF̃× ont les mêmes valuations en toutes les placesx̃ deF̃. Ainsi
Π̃N/σ(Π̃N) appartient àF×q et est une racine de l’unité. Il existe donc un

entierN′ ≥ N tel queΠ̃N′ = σ(Π̃N′) et doncF̃ = F[Π̃N] = F[Π̃N′ ] et
σ est l’identit́e. L’extensionF̃/F étant śeparable, on en déduit F̃ = F.ut

Proposition 10.2.2. Il existe pour tout id́eal I de A, une bijection de

M=d
I,o(κ̄(o)) avec le quotientD̄×\

[
(D̄∞,o

A
)×/K∞,o

A ,I × Z
]
, le Frobenius ǵeo-

métrique eno agissant par la translation de valeur1 sur la composanteZ.
De plus si(MJ,o, c1, c2) est une correspondance de Hecke surM I,o as-
socíee à unélémentg∞ de (D∞

A
)× (J est donc tel queK∞,oJ ⊂ K∞,oI ∩

(g∞,o)−1K∞,oI g∞,o), la correspondance induite par ces bijections est

D̄×\[(D̄∞,o
A
)×/

K∞,o
A ,J × Z]

xx

c1

q
q
q
q
q
q
q
q
q
q

&&

c2

M
M
M
M
M
M
M
M
M
M

D̄×\[(D̄∞,o
A
)×/

K∞,o
A ,I × Z]

//_____________
D̄×\[(D̄∞,o

A
)×/

K∞,o
A ,I × Z]

où c1 est induit par l’inclusionK∞,o
A ,J ⊂ K∞,o

A ,I et où c2 est induit par la
multiplication à droite de(g∞,o)−1 sur (D∞,o

A
)× et la translation de valeur

− val(det(go)) sur la composanteZ.

Preuve :Par rapport à [17] §9 et §10, le seul point à vérifier est l’action d’un
élémentgo deGLd(Fo). Clairementgo n’agit que sur la composanteZ. Le
groupePSLd(Fo) étant simple, l’endomorphisme deZ assocíe àgo est la
translation de valeur−k. val(det(go)), pour un certain entierk. De plus si
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go est l’élément du centreπo, alors d’après laOo-linéarit́e de la structure de
niveau et d’après la proposition B.10 de [17], on obtientk = 1. ut

10.3 Preuve d’une conjecture de Rapoport

Proposition 10.3.1. Soit z un point ǵeoḿetrique deM=h
I,o. L’entier h est

alors la hauteur duOo-module formelGrc(F o)assocíe et pour tout entierh′

tel que0≤ h′ ≤ h, l’isomorphisme du th́eorème de Serre-Tatê(M I,o)z
∼−→

Spf(Defh,d−h
n ) où n est la multiplicit́e deo dansI , induit un isomorphisme

(̂M≥h′
I,o )z ' Spf Defh, j ;≥h′

n .

D’après le lemme 9.3.1, on a le corollaire suivant.

Corollaire 10.3.2. Pour tous les id́eaux I, J de A tels queJ ⊂ I , le mor-
phisme de restriction du niveau sur lah-ième strater J,I : M≥h

J,o −→ M≥h
I,o

est fini et plat.

Théorème 10.3.3.(Conjecture de Rapoport) Pour tout entierh tel que
1 ≤ h ≤ d, les stratesM≥h

I,o sont non vides, purement de dimensiond− h
et lisses surκ(o) si o 6∈ V(I ).

Preuve :Pour touth, M≥h
I,o contientM≥d

I,o qui est non vide d’après la propo-
sition 10.2.1. Soient alorsz un point ǵeoḿetrique deM≥h

I,o eth′ ≥ h tel que

z appartient àM=h′
I,o . D’après la proposition 10.3.1, l’anneau local̂(M≥h

I,o)z
est isomorphe àSpec(Defh

′,d−h′;≥h
n ) où n est la multiplicit́e dex dansI , et

Defh
′,d−h′;≥h

n est de dimensiond− h. ut

10.4 Les composantes(M=h
I,o)A pour o ∈ V(I )

Soientn la multiplicité deo dansI et ι′o,n la mn
o-structure de niveau uni-

verselle surS := M I,o. Pour toutz ∈ (mn
o/Oo)

d, ι′o,n(z) est unélémentm∗
deF ∗o,n tel quem∗ ◦ Fo = (m∗)q. La proposition 9.3.3 motive la définition
suivante.

Définition 10.4.1. Soit A un élément deGLd(Oo/m
n
o)/Pd,h,n. On d́efinit

le sous-sch́ema ferḿe (M=h
I,o)A de M=h

I,o, comme le lieu d’annulation des

sectionsι′o,n(a)q
nh

deF ∗o,n ×S S=h, poura décrivant A.

La proposition 9.3.3 et le th́eorème de Serre-Tate donnent la proposition
suivante.



614 P. Boyer

Proposition 10.4.2. SoientAh un élément deGLd(Oo/m
n
o)/Pd,h,n et z un

point ǵeoḿetrique de(M=h
I,o)Ah . Pour tout entierh′ tel que0 ≤ h′ ≤ h et

pour tout élémentA de GLh(Oo/m
n
o)/Ph,h′,n (on considèreA comme un

sous-module deAh), l’isomorphisme de la proposition 10.3.1 induit l’iso-

morphisme ̂((M=h′
I,o )A)z ' Spf(Defh,d−h;=h′

n )A.On a alors la d́ecomposition
de lah-ème strate

M=h
I,o =

∐
A∈GLd(Oo/mn

o)/Pd,h,n

(M=h
I,o)A.

Ces d́efinitions sont compatibles aux morphismes de restriction du
niveau, c’est-à-dire que pourn ≥ n′ et A0 ∈ GLd(Oo/m

n′
o )/Pd,h′,n, on

a

r−1
I ′mn

o,I
′mn′

o

(
(M=h′

I ′mn′
o ,o
)A0

)
=

∐
A∈G(A0,n)

(M=h′
I ′mn

o,o
)A,

oùG(A0,n) est l’ensemble deśelémentsA deGLd(Oo/m
n
o)/Pd,h′,n qui ont

pour imageA0 modulomn′
o .

Lemme 10.4.3.Soienth1 ≤ h2 des entiers etA1 un élément deGLd(Oo/
mn

o)/Pd,h1,n. Pour A2 un élément deGLd(Oo/m
n
o)/Pd,h2,n, le sch́ema

(M=h2
I,o )A2 est dans l’adh́erence de(M≥h1

I,o )A1 si et seulement siA1 ⊂ A2.

IV Preuve de la conjecture de Deligne-Carayol

Rappelons les hypothèses faites surF et D au d́ebut de la deuxième partie.
Les places∞,o de F sont rationnelles sur le corps des constantesFq de X,
et Fo est le corps local de la première partie. L’algèbre à divisionD est
ramifiée seulement en deux placesx1 et x2 distinctes des places∞,o, telle
que Dxi (i = 1,2) est une algèbre à division. Dans la suiteI est un id́eal
de A tel queV(I ) contienne une place deF autre queo de sorte que les
M I,o sont des sch́emas.

Nous allons dans un premier temps rappeler les résultats de [17] (15-
12, 15-13, 15-17) qui d́ecrivent la cohomologie de la fibre géńerique des
sch́emas de modulesM I,o. A partir de ces ŕesultats de nature globale, nous
étudierons la cohomologie des cycles proches associée à la sṕecialisation de
M I,o, notamment lorsqueo ∈ V(I ). Nous montrerons que la représentation
locale fondamentale intervient dans ces cycles proches et que le résultat
global de [17] permet de décrire sa partie cuspidale.

De manière analogue à 3.1, on considère la catégorie C(D∞)×,Wo des
repŕesentations admissibles de(D∞)× ×WFo où WFo désigne le groupe de
weil de Fo. La notion de multiplicit́e y est alors d́efinie selon un processus
similaire.
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11 Cohomologie globale de la fibre ǵenérique d’après
Laumon-Rapoport-Stuhler

Soientη = SpecF le point ǵeńerique deX et F̄ une clôture alǵebrique de
F. On considère les groupes de cohomologiel-adique

Hn
η,I = Hn((E ll X,D,I /Z)×X′ SpecF̄,Ql).

Pour toutn ≥ 0, Hn
η,I est unQl -espace vectoriel de dimension finie, nulle

pour n > 2d − 2, et qui possède uneQl-structure. On a une action de
Gal(F̄/F) sur Hn

η,I définie surQl et continue pour la topologie de Krull

sur Gal(F̄/F) et la topologiel-adique surHn
η,I . On choisit une clôture

algébriqueF̄o de Fo contenantF̄ et on considère un diagramme

F̄ ⊂ F̄o ⊃ Ōo→ κ̄(o)
∪ ∪ ∪ ∪
F ⊂ Fo ⊃ Oo→ κ(o)

oùŌo est la normalisation deOo dansF̄o et κ̄(o) est le corps ŕesiduel deŌo.
On noteraHn

ηo,I la repŕesentation du groupe de WeilWFo de F̄o/Fo sur
Hn
η,I . Soit Hn

ηo
la limite inductive sur tous les id́eauxI de A desHn

ηo,I
. Les

correspondances géoḿetriques de Hecke du paragraphe 7.3 induisent une
action de(D∞

A
)× sur Hn

ηo
, définie surQl et commutant à l’action deWFo.

Pour toutI , Hn
ηo,I
= (Hn

ηo
)K
∞
A,I est muni de l’action deH∞I induite par celle

deH∞ surHn
ηo

. CommeHn
ηo,I est de dimension finie, on en déduit le lemme

suivant.

Lemme 11.1. La repŕesentationHn
ηo

de (D∞
A
)× × WFo est un objet de

C(D∞)×,Wo.

Pour τ∞ une repŕesentation admissible irréductible de(D∞
A
)× et σo

repŕesentationl-adique irŕeductible deWFo, on noteλτ∞⊗σo(H
n
ηo
) la mul-

tiplicit é deτ∞ ⊗ σo dansHn
ηo

. Soit St∞ la repŕesentation de Steinberg de
D×∞.

Théorème 11.2.([17] théorème 14.12) Siτ∞ est une repŕesentation ad-
missible, irŕeductible de(D∞

A
)×, de dimension infinie, pour laquelle il existe

un entiern et une repŕesentationl-adique irŕeductibleσo deWFo telle que
λτ∞⊗σo(H

n
ηo
) 6= (0) alors n = d − 1 et St∞ ⊗ τ∞ est une repŕesentation

automorphe deD×
A
/πZ∞.

Soitπo une repŕesentation irŕeductible, cuspidale deGLd(Fo), de carac-
tère central d’ordre fini.
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Lemme 11.3. (cf. [17] lemme 15.10) Il existe une sous-représentation cus-
pidaleΠ de Lcusp(GLd(F)F×∞\GLd(A)), telle queΠ∞ ' St∞, Πo ' πo,
et Πxi est cuspidale, irŕeductible, admissible pouri = 1, · · · ,4, où x3, x4
sont deux places distinctes des places∞,o, x1, x2.

Proposition 11.4. (cf. [12]) Soit Π un élément deLcusp(GLd(F)F×∞\
GLd(A)) vérifiant les hypothèses du lemme ci-dessus. Il existe alors un
et un seul à isomorphisme près,élémentτ de L(D×F×∞\D×A ) tel que pour
toute placey 6= x1, x2, τy est isomorphe àΠy. De plus la multiplicit́e m(τ)
deτ dansL(D×F×∞\D×A ) estégale à1.

Théorème 11.5.(cf. [17] 15.14) Soitτ comme dans la proposition ci-
dessus. La multiplicitéλτ∞⊗σo(H

d−1
ηo
) est non nulle si et seulement siσo est

isomorphe àLFo,d(πo)⊗|−| 1−d
2 , oùLFo,d désigne la correspondance locale

de Langlands (cf. le paragraphe 1.2). Dans ce cas, elle estégale à1.

12 Les cycles proches pourM I,o −→ Spec(Oo)

On reprend les notationsM I,o = (E ll X,D,I /Z) ×X′ SpecOo et M I,so sa
fibre sṕeciale. On poseM I,sō

:= M I,so ⊗κ(o) κ̄(o). D’après le th́eorème de
changement de base propre,Hn

ηo,I
est canoniquement isomorphe en tant que

Ql -repŕesentation deWFo à Hn(M I,o ⊗Spec(Oo) Spec(F̄o),Ql). Pour tout ce
qui concerne les rappels suivants, on se réfèrera à [23].

Les sch́emasM I,o sont de type fini et propres surSpecOo. On considère
le complexe des cycles prochesRΨηo(Ql) ∈ Db

c(M I,sō
,Ql) surM I,sō

, muni
de son action deWFo qui relève l’action du Frobenius eno sur M I,ō.
Pour tout point ǵeoḿetrique z̄ de M I,sō

, on noteraRiΨηo(Ql)z̄ la fibre de
RiΨηo(Ql) en ce point. On rappelle que pour tout 0≤ i ≤ d, la dimension
du support deRiΨηo(Ql) est inf́erieure oúegale àd−1−i .On poseEVi

o,I :=
Hi (M I,sō

, RΨηo(Ql)). Le morphisme de schémaM I,o −→ SpecOo étant
propre, on en d́eduit un isomorphismeWFo-équivariant

Hi
ηo,I ' EVi

o,I . (12.1)

Les EVi
o,I sont munis d’une action deH∞I que l’on d́efinit comme suit.

Si (MJ,o, c1, c2) est une correspondance géoḿetrique surM I,o assocíee à un
élément deH∞I , c1 etc2 sont finis et la correspondance cohomologique as-
socíee est d́efinie par la compośee des trois applications ci-dessous obtenues
d’après les propriét́es de fonctorialit́e deRΨηo:

– c∗1RΨηo(Ql) −→ RΨηo(c
∗
1(Ql)), par changement de base;

– RΨηo(c
∗
1(Ql)) −→ RΨηo(c

!
2(Ql)), que l’on obtient par fonctorialité de

RΨηo à partir de l’adjointe de la flèche

Ql −→ c1,∗c!1(Ql) = c1,∗c!2(Ql).
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En effet, commeM I,o est lisse de dimensiond surSpecFq, son complexe
dualisantε!Ql , oùε :M I,o −→ SpecFq est le morphisme structural, est
canoniquement isomorphe àQl(d)[2d] (cf. [20] expośe XVIII). Comme
on a trivialementε ◦ c1 = ε ◦ c2, on obtient un isomorphisme canonique
entrec!1(Ql) = c!1ε

!(Ql(−d)[−2d]) et c!2(Ql) = c!2ε
!(Ql(−d)[−2d]);

– RΨηo(c
!
2(Ql)) −→ c!2RΨηo(Ql), par changement de base.

Cette action est d́efinie surQl et commute à l’action deWFo. L’iso-
morphisme 12.1 est alorsH∞I ×WFo-équivariant. La limite directeEVi

o =
lim−→

I

EVi
o,I sur le système inductif paramétŕe par les id́eauxI de A, les mor-

phismes de transitiońetant induits par les morphismes de restriction du
niveaur J,I , est alors munie d’une action deH∞, définie surQl et commu-
tant à l’action deWFo. Les morphismes de transitiońetant injectifs, pour
tout idéal I de A, on considèreEVi

o,I comme un sous-espace vectoriel de

EVi
o et on aEVi

o,I = (EVi
o)

K∞
A,I , où l’action deH∞I sur EVi

o,I , correspond
à l’action induite deH∞I sur les vecteurs deEVi

o invariants sousK∞
A ,I .

L’isomorphisme 12.1 fournit un isomorphisme(D∞
A
)× ×WFo-équivariant

Hi
ηo
' EVi

o. Pour tout id́eal I , lesQl -espaces vectorielsEVi
o,I étant de

dimension finie, on a le

Lemme 12.2. Pour tout entieri , EVi
o est isomorphe àHi

ηo
, en tant qu’objet

de la cat́egorieC(D∞)×,Wo.

Le compĺet́e formelM Î,(z̄) deM I,o en un point ǵeoḿetriquez̄ de sa fibre

sṕeciale est un sch́ema formel surSpf(Ônr
o ) qui est sṕecial au sens de [1].

Pour toutk positif, le faisceauRkΨηo(Ql), construit par Berkovich dans loc.

cit., sur la fibre sṕeciale deM Î,(z̄) (réduite à un point), sera noté RkΨηo(Q̂l):

c’est unQl -espace vectoriel de dimension finie.

Théorème 12.3.(Berkovichcf. [1] théorème 3.1) Pour tout entierk positif,

il existe un isomorphisme canoniqueRkΨηo(Ql)z̄
∼−→ RkΨηo(Q̂l).

Proposition 12.4. Le support deRiΨηo(Ql) est contenu dans lai + 1-ème
strateM≥i+1

I,o deM I,so. De plus siz̄ est un point ǵeoḿetrique deM=h
I,o pour

i < h ≤ d, la fibre deRiΨηo(Ql) en z̄ est(GLd(Oo) ×Wo)-isomorphe au
Ql -espace vectoriel de dimension finieΨh,i

n défini au paragraphe 2.2 pour
la Ônr

o -algèbreDefhn, oùn est la multiplicit́e deo dansI .

Preuve :Pour tout entieri , on a dimSupp(RiΨηo(Ql)) ≤ d−1− i . D’après
le théorème de Berkovich ci-dessus, pour tout point géoḿetriquez̄ deM=h

I,o,

la fibre deRi Ψηo(Ql) enz̄ne d́epend que du complét́e formelM Î,(z̄). D’après
le théorème de Serre-Tate, ce dernier est isomorphe au spectre formel de
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Defhn⊗̂κ̄(o)κ̄(o)[[t1, · · · , td−h]]. Cette fibre ne d́epend ainsi que de la strate
à laquellez̄ appartient. Les stratesM≥h

I,o étant de dimensiond − h, on en

déduit que le support deRiΨηo est inclu dansM≥i+1
I,o . En outre d’après [1],

les cycleśevanescents deSpf(Defhn⊗̂κ̄(o)κ̄(o)[[t1, · · · , td−h]]) sontégaux à
ceux deSpf(Defhn). ut
Preuve du th́eorème 3.2.2:Soit I un idéal deA tel quen est la multiplicit́e
de o dansI . D’après la proposition ci-dessusM I,o est un sch́ema de type
fini sur Spec(Oo) tel que la fibre deRiΨηo(Ql) en un point supersingulier,
est isomorphe àΨd,i

n . Le th́eorème d́ecoule alors de [1] th́eorème 4.1. ut

13 Calcul des multiplicitésλτ∞⊗σo(H
n
ηo
), pour τo cuspidale

Soit M une repŕesentation admissible de(D∞
A
)××WFo. Pour toute repŕesen-

tation admissible irŕeductibleπo de GLd(Fo) et pour toute représentation
l-adique irŕeductibleσo de WFo, on noteraλπo⊗σo(M), la multiplicité de
πo ⊗ σo dans la restriction deM à GLd(Fo) × WFo. On a alors l’́egalit́e
numérique

λπo⊗σo(M) =
∑

Π∞∈A∞glob(πo)

λΠ∞⊗σo(M), (13.1)

où A∞glob(πo) est l’ensemble des représentations admissibles irréductibles
Π∞ de(D∞

A
)× telles que(Π∞)o ' πo. En particulier siλπo⊗σo(M) est nul

alorsλΠ∞⊗σo(M) est nul pour tout́elémentΠ∞ deA∞glob(πo).

13.1 Les strates non supersingulières sont induites

On a vu que la stratification de la fibre spécialeM I,so introduite dans les
deux paragraphes préćedents, est compatible aux morphismes de restriction
du niveaur J,I . En ce qui concerne les correspondances de Hecke, on a les
deux propositions suivantes.

Proposition 13.1.1. Pour toute correspondance géoḿetrique de Hecke
(MJ,o, c1, c2) sur M I,o, les sous-sch́emas ferḿes deMJ,o, c−1

2 (M≥h
I,o) et

c−1
1 (M≥h

I,o) sontégaux àM≥h
J,o.

Preuve :Soientg∞ un élément de(D∞
A
)× et (MJ,o, c1, c2) la correspon-

dance ǵeoḿetrique qui lui est associée pour un certain id́eal J de A (cf.
le paragraphe 7.3). On rappelle quec1 est le morphisme de restriction
du niveau et que si(E i , ji , ti ) est leD-faisceau elliptique universel sur
E ll X,D,J, alors(E1

i , j 1
i , t

1
i ) = c2((E i , ji , ti )) est isomorphe à(E i , ji , ti ). La

proposition d́ecoule alors du lemme 10.1.2. ut
On note Ph le parabolique deGLd assocíe auxh-premiers vecteurs.

Avec les notations préćedentes, on aPd,h,n = Ph(Oo/m
n
o).
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Proposition 13.1.2.Pour toutélémentA de GLd(Oo/m
n
o)/Pd,h,n, les cor-

respondances de Hecke associées aux́eléments deA−1 Ph(Fo)A agissent
sur (M=h

I,o)A (I = mn
oI ′ aveco 6∈ V(I ′)), c’est-à-dire

c−1
2 ((M=h

I,o)A) = c−1
1 ((M=h

I,o)A) =
∐

A′∈G(A,m)
(M=h

J,o)A′ ,

où J = I ′mm
o avecm assez grand (cf. la preuve) et oùG(A,m) est l’ensem-

ble desélémentsA′ de GLd(Oo/m
m
o )/Pd,h,m qui ont pour imageA mod-

ulomn
o.

Preuve :Soit go un élément deGLd(Fo) ∩Md(Oo). Le morphismec2 du
paragraphe 7.3, qui correspond à l’action deg−1

o , est d́efini comme suit. Les
idéauxI et J sont tels queI = I ′mn

o et J = I ′mm
o aveco 6∈ V(I ′), oùm est

tel que le noyau de l’applicationgo : (Fo/Oo)
d −→ (Fo/Oo)

d est contenu
dans(m−m

o /Oo)
d et l’image de(m−m

o /Oo)
d par go contient (m−n

o /Oo)
d.

Soit (E i,univ, ji,univ, ti,univ) le D-faisceau elliptique universel surS := MJ,o
muni de samm

o -structure de niveau universelleι′o,m,univ. Il existe alors un
recouvrement ouvert deSpar des ouverts affinesSpecRi et deśelémentsri
de Ri tels que l’on a le diagramme commutatif

(m−m
o /Oo)

d

��

go

//
ι′o,m,univ

F o,m,univ⊗ Ri

��

[go⊗ri ]

(m−m
o /Oo)

d //
ι′o,m,univ

F o,m,univ⊗ Ri .

Le D-faisceau elliptique(E ′i , j ′i , t
′
i ) défini par le morphismec2 (cf. le para-

graphe 7.3) est tel queF ′o ×S SpecRi est isomorphe à l’image[go ⊗
ri ](F o,univ×S SpecRi ) et la structure de niveaun sur(E ′i , j ′i , t

′
i ) est d́efinie

sur chaque ouvertSpecRi , par la compośee

(m−n
o /Oo)

d × Ri −→ (m−n
o /Oo)

d × SpecRi −→ F ′o,n ⊗ Ri

où la première application est donnée pargo ⊗ ri et la deuxième appli-
cation, par la restriction deιo,m,univ ×S SpecRi à (m−n

o /Oo)
d × SpecRi .

La proposition se d́eduit alors imḿediatement de cette description et de la
proposition 10.4.2. ut
Proposition 13.1.3. Soiento une place deX′. Pour tout 1 ≤ h ≤ d,
l’action de GLd(Fo) sur M=h

o se d́ecrit à partir de celle dePh(Fo) sur
(M=h

o )1̄ = lim←−
I

(M=h
I,o)1̄ comme l’induiteM=h

o = (M=h
o )1̄ ×Ph(Fo) GLd(Fo)

que l’on notera par la suiteIndGLd(Fo)

Ph(Fo)
(M=h

o )1̄.

Preuve :Le sous-espace(M=h
I,o)1̄ est stable sous l’action dePh(Oo/m

n
o), oùn

est la multiplicit́e deodansI . D’après les propositions 10.4.2 et 13.1.2,M=h
I,o
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est isomorphe au produit(M=h
I,o)1̄×Ph(Oo/mn

o)
GLd(Oo/m

n
o). La stratification

étant compatible aux morphismes de restriction du niveau, en passant à la
limite on obtientM=h

o = (M=h
o )1̄ ×Ph(Oo) GLd(Oo). L’action de Ph(Fo)

sur (M=h
o )1̄ et la d́ecomposition d’IwasawaGLd(Fo) = Ph(Fo)GLd(Oo),

donnent alors le résultat. ut

13.2 Les strates non supersingulières ont une contribution cuspidale nulle

Proposition 13.2.1. Pour tout1≤ h ≤ d−1, on a une bijectionGLd(Fo)-
équivariante

lim−→
I

H p
c (M

=h
I,ō, RiΨηo(Ql)) = IndGLd(Fo)

Ph(Fo)
lim−→

I

H p
c ((M

=h
I,ō)1̄, RiΨηo(Ql)).

Preuve :On commence par démontrer le lemme suivant.

Lemme 13.2. Soient V un κ-espace vectoriel muni d’une action d’un
groupe G et P un sous-groupe d’indice fini dansG. On suppose que
V se d́ecompose comme une somme directe de sous-espaces vectoriels
V = ⊕

ḡ∈G/P Vḡ telle que pour tout́elémentg′ de G, on a g′(Vḡ) ⊂
Vg′g ∀ḡ ∈ G/P. On a alors une bijectionG-équivarianteV = IndG

P(V1̄).

Preuve du lemme:A un élément(vḡ)ḡ∈G/P on associe l’applicationf :
G −→ V1̄ telle quef(g) = g.vg−1. L’espace vectorielV est alors isomorphe
à l’ensemble des applicationsf : G −→ V1̄ telles que∀g ∈ G, ∀p ∈ P,
f(pg) = p. f(g). ut

D’après la proposition 13.1.3,n étant la multiplicit́e de o dans un
idéal I de A, on aM=h

I,o = Ind
GLd(Oo/m

n
o)

Ph(Oo/mn
o)
(M=h

I,o)1̄. Le Ql -espace vectoriel

H p
c (M

=h
I,ō, RiΨηo(Ql)) se d́ecompose en une somme directe⊕

ḡ∈GLd(Oo/mn
o)/Ph(Oo/mn

o)

H p
c ((M

=h
I,ō)ḡ, RiΨηo(Ql)).

Pour toutg′ ∈ GLd(Oo/m
n
o), g′(H p

c ((M
=h
I,ō)ḡ, Ri Ψηo(Ql)) est inclu dans

H p
c ((M

=h
I,ō)g′g, Ri Ψηo(Ql)). D’après le lemme ci-dessus,H p

c (M
=h
I,ō,

RiΨηo(Ql))est alors l’induite dePh(Oo/m
n
o)àGLd(Oo/m

n
o)deH p

c ((M
=h
I,o)1̄,

RiΨηo(Ql)). On obtient ainsi une bijectionGLd(Oo)-équivariante

lim−→
I

H p
c (M

=h
I,ō, RiΨηo(Ql)) = IndGLd(Oo)

Ph(Oo)
lim−→

I

H p
c ((M

=h
I,ō)1̄, RiΨηo(Ql)).

On a de plus une action dePh(Fo) sur lim−→
I

H p
c ((M

=h
I,ō)1̄, Ri Ψηo(Ql)). Le

résultat d́ecoule alors de la d́ecomposition d’IwasawaGLd(Fo) = Ph(Fo).
GLd(Oo). ut
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Corollaire 13.2.2. Pour tout entierh tel que1 ≤ h ≤ d − 1, pour toute
représentation irŕeductible admissibleτ∞ de(D∞

A
)× telle que(τ∞)o est une

représentation cuspidale deGLd(Fo) et pour toute repŕesentationl-adique

irr éductibleσo deWFo, les multiplicit́esλτ∞⊗σo

(
lim−→

I

H p
c (M

=h
I,ō, Ri Ψηo(Ql))

)
,

sont nulles, quels que soient les entiersp et i .

Preuve :Le résultat d́ecoule du lemme suivant dont une démonstration m’a
ét́e indiqúee par Henniart, et du fait qu’une cuspidale ne peut pas être le
sous-quotient d’une induite parabolique. ut
Lemme 13.2.3.Soit (π,V) une repŕesentation admissible deP alors la
restriction deπ au radical unipotentU de P est triviale.

Preuve :Soit L un sous-groupe de Levi deP (P = LU). Soientv un
élément deV et KP = KL KU un sous-groupe compact ouvert deP tel que
v appartienne àVKP. On choisit uńelémentz dans le centre deL tel que

z−nKPzn ⊂ · · · ⊂ z−1KPz⊂ KP ⊂ zKPz−1 ⊂ · · · znKPz−n ⊂ · · ·

et
⋃

n≥0 znKPz−n = KLU. Pour toutn et m, Vz−nKPzn
et Vz−mKPzm

sont
des espaces vectoriels de même dimension (ils sont isomorphes, un isomor-
phismeétant donńe parπ(zn−m)). Ainsi on ax ∈ VKP = VznKPz−n = VKLU

lequel est inclu dansVU . ut

13.3 Les contributions cuspidales se calculent aux points supersinguliers

Proposition 13.3.1. Pour toute repŕesentation irŕeductible admissibleτ∞
de(D∞

A
)× telle que(τ∞)o est cuspidale et pour toute représentationl-adique

irr éductibleσo deWFo, on a

(i) les multiplicit́es λτ∞⊗σo

(
lim−→

I

Hn(M I,sō
, RvΨηo(Ql))

)
sont, pour

tout v, égales à

λτ∞⊗σo

(
lim−→

I

Hn(M=d
I,ō, RvΨηo(Ql))

)
.

En particulier elles sont nulles pourn strictement positif.
(ii) les multiplicitésλτ∞⊗σo(H

n
ηo
) sont, pour toutn, égales à

λτ∞⊗σo

(
H0(M=d

I,ō, RnΨηo(Ql))
)
.
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Preuve :(i) A la filtration ∅ 6= M=d
I,o = M≥d

I,o ⊂ M≥d−1
I,o ⊂ · · · ⊂ M≥1

I,o =
M I,so est associée la suite spectrale

Ev;p,q1,I = H p+q
c (M=p−1

I,ō , RvΨηo(Ql)) H⇒ H p+q
c (M I,sō

, RvΨηo(Ql)).

D’après le corollaire 13.2.2, les multiplicitésλτ∞⊗σo(lim−→
I

Ev;p,q1,I ) sont nulles

pour (p,q) 6= (d + 1,−d − 1). On rappelle queλτ∞⊗σo est additive sur
les suites exactes courtes et est positive sur les représentations effectives de
sorte que, si pour un objetV deC(D∞)×,Wo, λτ∞⊗σo(V) est nulle, alors il en
est de même pour tout sous-quotient deV. Par ŕecurrence surr , Ev;p,qr,I étant

un sous-quotient deEv;p,qr−1,I , les multiplicit́esλτ∞⊗σo(lim−→
I

Ev;p,qr,I ) sont nulles

pour (p,q) 6= (d + 1,−d − 1). La suite(Ev;p,qr,I )r étant stationnaire pour

r assez grand, on a doncλτ∞⊗σo(lim−→
I

Ev;p,q∞,I ) = 0. Ev;n∞,I étant filtŕe par les

Ev;p,q∞,I pour p+ q = n, les multiplicit́esλτ∞⊗σo(lim−→
I

Ev;n∞,I ) sont alors nulles

pourn strictement positif. On a aussi l’égalit́e∑
p,q

(−1)p+qλτ∞⊗σo(lim−→
I

Ev;p,q1,I ) =
∑

n

(−1)nλτ∞⊗σo(lim−→
I

Ev;n∞,I ).

On en d́eduit donc queλτ∞⊗σo(lim−→
I

Ev;0∞,I )estégale àλτ∞⊗σo(lim−→
I

Ev;d+1,−d−1
1,I ).

(ii) On a la suite exacte des cyclesévanescents d’objets deC(D∞)×,Wo

(cf. 12.2)

Eu,v
2,I = Hu

c (M I,sō
, RvΨηo(Ql)) H⇒ Hu+v

ηo,I
.

D’après (i), les multiplicit́es λτ∞⊗σo(lim−→
I

Eu,v
2,I ) sont nulles pouru 6= 0 et

pouru = 0, elles sont́egales àλτ∞⊗σo

(
lim−→

I
H0

c (M
=d
I,ō, RvΨηo(Ql))

)
. Par

récurrence surr , Eu,v
r,I étant isomorphe àKerdu,v

r,I / Im du−r,v−r+1
r,I , le lemme

suivant montre que pour toutu, v, la multiplicitéλτ∞⊗σo(lim−→
I

Eu,v
r,I ) estégale

à λτ∞⊗σo(lim−→
I

Eu,v
2,I ). La suite(Eu,v

r,I )r étant stationnaire pourr assez grand,

on aλτ∞⊗σo(lim−→
I

Eu,v
∞,I ) = λτ∞⊗σo(lim−→

I

Eu,v
2,I ). Ces multiplicit́es étant nulles

pour u 6= 0, et En
∞,I étant filtŕe par lesEu,v

∞,I pour u + v = n, on a alors

λτ∞⊗σo(lim−→
I

En
∞,I ) = λτ∞⊗σo(lim−→

I

E0,n
2,I ). ut
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Lemme 13.3.2.SoientU,V,W des objets deC(D∞)×,Wo et f : U −→ V,
g : V −→ W des flèches deC(D∞)×,Wo. Si les multiplicit́esλτ∞⊗σo(U ) et
λτ∞⊗σo(W) sont nulles, on a alors l’égalit́e nuḿerique

λτ∞⊗σo(Kerg/ Im f ) = λτ∞⊗σo(V).

Preuve :La multiplicité λτ∞⊗σo est additive sur les suites exactes courtes
et est positive sur les objets effectifs. Ainsi pour tout sous-quotientV ′ de
U ou deW, on aλτ∞⊗σo(V

′) = 0. CommeV/Kerg est isomorphe à un
sous-espace deW, alorsλτ∞⊗σo(V/Kerg) est nulle, soitλτ∞⊗σo(Kerg) =
λτ∞⊗σo(V). On a de plus une surjection deU surIm f , d’oùλτ∞⊗σo(Im f ) =
0 et finalement l’́egalit́eλτ∞⊗σo(Kerg/ Im f ) = λτ∞⊗σo(V). ut

14 Uniformisation du complété formel le long de l’ensemble des points
supersinguliers

Le but de ce paragraphe est de décrire le compĺet́e formelM Î,Sing deM I,o

le long des points supersinguliers. De manièreéquivalente, cela revient à
décrire le compĺet́e formel deM I,o⊗Oo Onr

o le long deM=d
I,ō muni de l’action

du Frobenius eno.
Soit Go un Oo-module formel normal sur̄κ(o), de hauteurd. On note

Defdn son anneau des déformations universelles. Pour tout entierr , on pose
Defd,(r)n = Defdn ⊗Ônr

o ,α
Ônr

o où α est la puissancer -ième de l’inverse du

relèvement canoniquêOnr
o
∼−→ Ônr

o du Frobenius deκ(o). On rappelle (cf.
le paragraphe 2.3) queDefd,(r)n est l’anneau des déformations universelles
de Frobr

o(Go). L’action du sous-groupeP de GLd(Fo) × D̄×o × WFo sur
lim←−

n
Spf(Defdn), donńee au paragraphe 2.3, peut s’interpréter en disant que∐

r∈ZSpf(Defd,(r)n ) est munie d’une action deFrobZo ainsi que de corre-
spondances de Hecke pour leséléments deGLd(Fo), définies comme suit.
L’action deFrobo est donńee par les isomorphismes canoniques d’anneaux
(et non deÔnr

o -algèbre)

Spf(Defd,(r)n )
∼−→ Spf(Defd,(r+1)

n ) ∀r ∈ Z.
A tout élémentgo de GLd(Fo) et pour toutm ≥ 0 est associé une corre-
spondance

Defdn

Defdm

<<

c1
y
y
y
y
y
y
y
y

Defd,(r)m
oo_ _ _ _ _ _ _ _

cc

c′2

G
G
G
G
G
G
G
G
G

où r = − val(detgo) et n est tel que le noyau de×g−1
o : (Fo/Oo)

d −→
(Fo/Oo)

d est contenu dans(π−n
o Oo/Oo)

d et l’image de×g−1
o contienne
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(π−m
o Oo/Oo) (cf. le paragraphe 2.3). LeOo-module formelGo étant choisi

normal,(π−1
o ,1,Frob−d

o ) agit trivialement.

Proposition 14.1. Pour tout id́eal I de A, on a un isomorphisme

M Î,Sing
∼−→ D̄×\

[
(D̄∞,o

A
)×/K∞,o

A ,I ×
∐
r∈Z

Spf(Defd,(r)m )

]
, (14.2)

où m est la multiplicit́e deo dans I . Cette famille d’isomorphismes est
de plus compatible à l’action deFrobo et aux morphismes de restriction
du niveau. En outre pourg∞ ∈ (D∞

A
)× et pour J un idéal de A tel que

K∞
A ,J ⊂ K∞

A ,I ∩ (g∞)−1K∞
A ,I g∞, la correspondance ǵeoḿetrique de Hecke

sur M Î,Sing qui leur est associée, fournit via les isomorphismes (14.2) pour
I et J, la correspondance de Hecke suivante

D̄×\
[

(D̄∞,o
A
)×/K∞,o

A ,J

×∐r∈ZSpf(Defd,(r)n )

]

��

c1

))

c2

SS
SS

SS
SS

SS
SS

SS
S

D̄×\
[

(D̄∞,o
A
)×/K∞,o

A ,I

×∐r∈ZSpf(Defd,(r)m )

]
//___ D̄×\

[
(D̄∞,o

A
)×/K∞,o

A ,I

×∐r∈ZSpf(Defd,(r)m )

]

où n est la multiplicit́e deo dansJ, où c1 est induit parK∞,o
A ,J ⊂ K∞,o

A ,I et

Spec(Defd,(r)n ) −→ Spec(Defd,(r)m ), et oùc2 est induit parK∞,o
A ,J ⊂ K∞,o

A ,I ∩
(g∞,o)−1K∞,o

A ,I g∞,o
Ad(g∞,o)−→ K∞,o

A ,I et le morphismec′2 : Spec(Defdn) −→
Spec(Defd,(r)m ) donńe pargo (cf. ci-dessus).

Preuve :D’après le paragraphe 10.2, il existe un seul couple(F̃, Π̃) pour
les points supersinguliers,(F, Π̃F ) (cf. le proposition 10.2.1). Soit alors
(V, ϕ, λ), un ϕ-espace muni d’une action deD qui a (F, Π̃F ) pour ϕ-
paire. On noteY∞

A ,I = Y∞,oI × Yo (cf loc. cit.), l’ensemble, pour toutes les
placesx de F, desD x-réseauxMx de Vx muni d’une structure de niveau
αx,nx (I = ∏

xm
nx
x ), qui vérifient les conditions (i)-(iv) de la proposition

(9.3) de [17]. L’ensembleM=d
I,o(κ̄(o)) des points supersinguliers est alors

isomorphe àD̄×\Y∞
A ,I .

On fixe un point bases0 = (Mx(s0), αx(s0))x∈|X| deY∞
A ,I tel que leOo-

module formelGo assocíe auDo-réseauMo(s0) est normal. Le choix de ce
point base donne un isomorphisme

Y∞
A ,I '

(
(D∞,o

A
)×/K∞,o

A ,I

)
× Z.
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On note(Ē i (s0), j̄ i(s0), t̄i (s0)) leD-faisceau elliptique d́efini surκ̄(o), muni
d’uneI -structure de niveaūιI (s0), tel que pour toute placex deF,E 0,x(s0) =
Mx(s0) et ιx(s0) = αx(s0). Pour un point supersingulier̄s et s = (d̄∞,o, r)
un élément deY∞

A ,I dans la classe dēs, on a un isomorphisme

M Î,(s̄) −→ Spf(Defd,(r)m ),

donńe par le th́eorème de Serre-Tate en considérantM Î,(s̄) comme repŕesen-

tant les d́eformations de(d̄∞,o,Frobr
o)((Ē i (s0), j̄ i (s0), t̄i (s0)), ιI (s0)). On

obtient alors un isomorphisme∐
s∈Y∞

A, I

M Î,(s̄) −→
(
(D∞,o

A
)×/K∞,o

A ,I

)
×
∐
r∈Z

Spf(Defd,(r)m ), (14.3)

compatible à l’action deFrobo et aux morphismes de restriction du niveau.
L’action deD̄×o sur le membre de droite de 14.3 permet de définir une action
de D̄×o sur le membre de gauche de 14.3 de sorte que l’action deD̄× ⊂ D̄×o
ainsi d́efinie, relève l’action dēD× surY∞

A ,I . L’isomorphisme 14.2 d́ecoule

alors de l’isomorphismeM Î,Sing'
∐

x∈SingI (κ̄(o))
M Î,(x).

Vérifions la compatibilit́e de cette famille d’isomorphismes aux corre-
spondances ǵeoḿetriques de Hecke (cf. le paragraphe 7.3). Le résultat est
immédiat en ce qui concerne les correspondances associées aux́eléments de
(D∞,o

A
)× (cf. le paragraphe 10.2). Soitgo unélément deGLd(Fo)∩Md(Oo).

La correspondance de Hecke qui lui est associée sur le membre de droite
de 14.2 (resp. sur le membre de gauche de 14.2) donne pour toutr des
morphismesgdrt

o (r) (resp.ggch
o (r)) Spf(Defd,(r)n ) −→ Spf(Defd,(r+r ′)

m ) avec
r ′ = − val(detgo). Il faut vérifier que pour toutr , ggch

o (r) = gdrt
o (r). Un

point bases0 de Y∞
A ,I étant fix́e comme dans la preuve de la proposition

préćedente, soits = (d̄∞,o, r) l’ élément deY∞
A ,I , image du point base

s0 par (d̄∞,o, r). Soit ((E i , ji , ti ), ιI ) la déformation universelle, d́efinie
sur S= Spf(Defd,(r)m ), de (d̄∞,o,Frobr

o)((Ē i (s0), j̄ i (s0), t̄i (s0)), ῑI (s0)). On
note((E1

i , j 1
i , t

1
i ), ι

1
J ) le D-faisceau elliptique du paragraphe 7.3, image de

((E i , ji , ti ), ιI ) par g−1
o . Sur le point ǵeńeriqueη de S, (F 1

o)
∗ ×S η est iso-

morphe àKer[go]∗ ×Sη ⊂ F ∗o×Sη et leOo-module formelGro(F
1
o)×Sη

est alors isomorphe auOo-module formelGro(F o)Kergo ×S η (cf. les nota-
tions du paragraphe 2.3). On a alors, pour toutr , ggch

o (r)×Sη = gdrt
o (r)×Sη,

d’où ggch
o (r) = gdrt

o (r). ut

15 La représentation locale fondamentale revisitée

On reprend le caractère d’ordre finiξo de F×o et ξ ′o sa restriction àO×o .
Pour un objetV de C(D∞)×,Wo, on aV = lim−→

K∈4
VK , où 4 est un ensemble
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de sous-groupes compacts ouverts deD×o ' GLd(Fo), qui est un système
fondamental de voisinages de l’élément neutre etVK est de dimension
finie. On poseV(ξ ′o) = lim−→

K∈4
VK(ξ ′o), et on d́efinit V(ξo) comme le quotient

V(ξ ′o)/(πo− ξo(πo). Id)V(ξ ′o).
On rappelle que la représentation locale fondamentaleUd,i (ξo) (cf. 2.4)

est isomorphe à la somme directe
d−1⊕
r=0

lim−→
n

Ψd,i,(r)
n (ξ ′o) où Ψd,i,(r)

n est leQl -

espace vectoriel de dimension finie du paragraphe 2.2 pour laÔnr
o -algèbre

Defd,(r)n . L’action deGLd(Fo)× D̄×o ×WFo se d́ecrit comme suit. Pour tout
r , la limite lim−→

n
Ψd,i,(r)

n (ξ ′o) est munie d’une action du sous-groupeP défini

comme le noyau de l’application qui au triplet(go, δo, σo) ∈ GLd(Fo) ×
D̄×o ×WFo associe la classe modulodZ de− val(det(go) + val(rn(δo)) +
deg(σo). Soit τo ∈ WFo tel que son image dansF×o par le morphisme de la
théorie du corps de classe, estπo. L’ élémentτo induit des isomorphismes
Defd,(r+1)

n
∼−→ Defd,(r)n , pour 0≤ r ≤ d−2, de sorte que l’endomorphisme

assocíe àτd
o estégal àξo(πo)

−1 Id.

Proposition 15.1. Pour tout entieri positif,

(
lim−→

I

H0(M=d
I,ō, RiΨηo(Ql))

)
(ξo)

est isomorphe, en tant qu’objet deC(D∞)×,Wo, à l’espace vectoriel des ap-
plications f ′ : (D̄∞,o

A
)× −→ Ud,i (ξo) telles qu’il existe un id́eal I de A (qui

dépend def ′) pour lequel

∀γ ∈ (D̄∞,o
A
)×, ∀k ∈ K∞,o

A ,I , ∀δ ∈ D̄×, f ′(dγk) = do f ′(γ),

où do désigne l’image ded dansD̄×o .

Preuve :D’après la proposition 14.1, pour tout idéal I de A, on a

M Î,Sing' D̄×\
[
(D̄∞,o

A
)×/K∞,o

A ,I ×
∐
r∈Z

Spf(Defd,(r)m )

]
,

oùmest la multiplicit́e deodansI . La proposition d́ecoule alors du th́eorème
de Berkovich (cf. le th́eorème 12.3), en passant à la limite surI . ut

On poseC∞
D̄
:= C∞(D̄×\(D̄∞

A
)×).

Proposition 15.2. Pour tout entieri positif,

(
lim−→

I

H0(M=d
I,ō, RiΨηo(Ql))

)
(ξo)

est isomorphe, en tant qu’objet deC(D∞)×,Wo, à
[
C∞

D̄
⊗Ud,i (ξo)

]D̄×o
.
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Preuve :Soit f ′ une fonction comme dans la proposition préćedente. On
définit une fonction f : (D̄∞

A
)× −→ Ud,i (ξo) par la formule f(γ) =

γ−1
o f ′(γ o). On vérifie alors que pour tout́elémentd de D̄× et toutélément
δo de D̄×o , on a

f(dγδo) = δ−1
o γ−1

o d−1
o f ′((dγ)o) = δ−1

o γ−1
o f ′((dγ)o) = δ−1

o f(γ).

L’ensemble de fonctions de l’énonće de la proposition préćedente est alors
en bijection(D∞

A
)× ×WFo-équivariante avec l’ensemble des fonctionsf :

(D̄∞
A
)× −→ Ud,i (ξo) telles qu’il existe un id́eal I de A (qui dépend def )

pour lequel

∀δo ∈ D̄×o , ∀k ∈ K∞,o
A ,I , ∀d ∈ D̄× ∀γ ∈ (D̄∞

A
)× f(dγkδo) = δ−1

o f(γ). ut
Le Ql -espace vectorielC∞

D̄
se d́ecompose comme la somme directe⊕

τ̄ τ̄∞=1∞

m(τ̄)τ̄ , où m(τ̄) est la multiplicit́e deτ̄ dansC∞
D̄

.

Proposition 15.3. Pour toute repŕesentationτ∞ irr éductible de(D∞
A
)×

telle que(τ∞)o est une repŕesentation cuspidale deGLd(Fo) et pour toute
représentationl-adique irŕeductibleσo deWFo, les multiplicit́esλτ∞⊗σo(H

i
ηo
)

sont, pour toutn, donńees par la somme∑
τ̄∈A(τ∞,o)

m(τ̄)λ
τo⊗ˇ̄τo⊗σo

(Ud,i (ξo)),

oùA(τ∞,o) désigne l’ensemble des sous-représentations̄τ irr éductibles de
C∞

D̄
telles quēτo = τ∞,o⊗ 1∞.

Preuve :D’après la proposition 13.3.1 (ii) et la proposition préćedente,

λτ∞⊗σo(H
i
ηo
) estégale àλτ∞⊗σo

(
[C∞

D̄
⊗Ud,i (ξo)]D̄×o

)
. La proposition d́e-

coule alors du lemme de Schur. ut
Preuve du th́eorème principal 3.2.4Le corps local estFo et on indexe

par o toutes les notations de 3.2.4. Soitπo une repŕesentation irŕeductible
cuspidale deGLd(Fo) de caractère centralξo (d’ordre fini). La proposition
qui suit se trouve essentiellement dans [12] Appendice (A-4). La preuve
m’en aét́e indiqúee par Ioan Badulescu.

Proposition 15.4. (cf. [12] Appendice (A-4)) SoitΠ une repŕesentation
automorphe cuspidale deGLd(A) qui vérifie les hypothèses du lemme 11.3,
c’est-à-dire telle queΠo ' πo, Π∞ ' St∞, et Πxi est cuspidale pour
i = 1, · · · ,4. Il existe alors une unique représentation automorphe, à
isomorphisme près,̄τ de D̄×

A
telle que pour toute placev n’appartenant pas

à S, Πv est isomorphe à̄τv. On a alorsτ̄∞ ' 1∞ et pour toute placex de
S, en particulier pourx = o, τ̄x est isomorphe àJFx,d(Πx). En outre la
multiplicité m(τ̄) de τ̄ dansL(D̄×\D̄×

A
) estégale à1.
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Preuve :En utilisant la formule des traces simples de Deligne-Kazhdan,
exactement comme dans [12], on arrive à l’égalit́e∏

x∈S

ΘΠx =
∑

τ̄∈A(Π)
m(τ̄)

∏
x∈S

Θτ̄x,

où A(Π) est l’ensemble des représentations automorphesτ̄ de D̄×
A

telles
que τ̄S ' ΠS. Pour toutx ∈ S\{∞}, Πx est cuspidale, et d’après loc.
cit., la correspondance de Jacquet-Langlands locale donne l’égalit́eΘΠx =
(−1)d−1ΘJFx ,d(Πx). Le caractèreΘSt∞ étantégal à(−1)d−1Θ1∞ , on obtient
alors l’égalit́e suivante∏

x∈S

ΘJFx ,d(Πx) =
∑

τ̄∈A(Π)
m(τ̄)

∏
x∈S

Θτ̄x,

où d́esormais toutes les représentations qui interviennent sont des représent-
ations du produit

∏
x∈S D̄×x . La proposition d́ecoule alors de l’ind́ependance

des caractères sur
∏

x∈S D̄×x . ut
Soient doncΠ une telle repŕesentation deGLd(A)etτ ∈ L(D×F×∞\D×A ),

la repŕesentation donńee par la proposition 11.4 qui vérifie doncτx1,x2 '
Πx1,x2 (m(τ) = 1). D’après la proposition ci-dessus, l’ensembleA(τ∞,o) est
alors ŕeduit à un seuĺelément̄τ tel quem(τ̄) = 1. Pourσo une repŕesentation
l-adique deWFo, la proposition 15.3 s’écrit

λ
πo⊗ˇ̄τo⊗σo

(Ud,i (ξo)) =
{
λτ∞⊗σo(H

i
ηo
) si τo = JFo,d(πo)

0 sinon.

– Pour i = d − 1, le th́eorème 11.5 de Laumon, Rapoport et Stuhler,
montre que la multiplicit́e λτ∞⊗σo(H

d−1
ηo
) est non nulle si et seulement

si σo est isomorphe àLFo,d(τ
∞
o )⊗ | − | 1−d

2 . Elle est alorśegale à 1.
– Pour i 6= d − 1, le th́eorème 11.2 de Laumon, Rapoport et Stuhler,

montre que la multiplicit́e λτ∞⊗σo(H
i
ηo
) est nulle sii 6= d− 1. ut
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