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Introduction

On fixe un nombre premi¢mrinsi qu’une clotire akgpriqueQ, deQ,. Etant
donre un corps local non archisdien F et un entierd > 1, on dispose

de trois groupe$SLy = GLq4(F), He = D¢ 4, o0 Dg 4 est une algebre a
division centrale sufF d’invariant 1/d (unique a isomorphisme pres), et
WE le groupe de Weil dé-. On considére alors les ensembles de classes
d’équivalence de repsentations suivants:

— A2, estl'ensemble des classegquivalence de®,-repiesentation’s
irrédpuctibles, admissibles et cuspidalesGley(F), de caracteres cen-
traux d’ordre fini, o

— Ap, est 'ensemble des classesquivalence de§)-repésentation's
irréductibles, admissibles d&; ,, de caracteres centraux d'ordre fini,

— 6%d) est I'ensemble des classes d'isomorphie desésspitations

|-adiques (su@))!, irréductibles de dimensiahde W, de determinants
d’ordre fini.

Pour F d'égale caraétistique positivep differente del, Laumon,
Rapoport et Stuhler ([17]) ont proavia correspondance de Langlands

) BN . ) . I . . . . O ~
locale, c’est-a-dire I'existence d'une famille de bijectiahsg : Ag , —>

go(d), d > 1, pos€dant certaines pro@tes de conservation de facteurs
L ete (cf. le paragraphe 1.2 pour w@non@ pecis). En particulier pour
d = 1, £; ¢ estinduit par l'isomorphism&/2® ~ F* de la tfeorie du corps
de classe a@dien. Dans [12], Henniart aédnonté la correspondance de
Jacquet-Langlands locale, c'est-a-dire I'existence, pourdoutl, d’'une

1 On notera qu’en ce qui concerne ces &sgntations, la topologie @@ ne joue aucun
réle, de sorte qu’un isomorphisrlg ~ C étant fixe, on peut consiter ces refsentations
comme des repsentations complexes.
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injection Je g : AGL — 4An,, caracériee par legalie des caractéres sur
lesélements elllpthuesergullers semi-simples (cf. le paragraphe 1.1). Pour
d = 1, 31 r est I'application ident#.
Deligne et Carayol (cf. [5] et [4]) ont propesine galisation @onetrique
conjecturale de ces correspondances. Rappelons leur construction.
Soient@ I'anneau des entiers de etk une cldture algbrique du corps
residuelx de @. On fixe un@-module formel @&fini surk et de hauteud
(un tel ®-module est unique a isomorphisme pres). s;mfg 'anneau
universel de sesédormations;Defg est une algébre deeges formelles

end — 1 indetermirées sur le compté O™ de I'anneau des entiers d’une
extension non ramifie maximaleF" de F. Plus gareralement pour tout
entier positifn, on considére le revétement galoisi2efl — Defd défini
par les bases de Drinfeld de niveasur la ceformation umverselle Pour
variable, ces revétements s’organisent en un systeme inductif de groupe de
Galois, le groupe profinG Lq(O).

Pour chaque entier > 0, Spf(Defﬂ) est un scema formel suSpf(@”’)

qui est spcial au sens de [1]. Une cloturépmarable de=™ étant fixee,
Berkovich construit dans loc. cit. le fonctedr, des cycle&vanescents pour
le morphisme structurad™ — Defﬂ, ainsi que ses foncteur&uvés. Le
faisceauR‘—w, (Q)) sur la fibre spciale deSpf(Defd) (réduite & un point)
est unQ -espace vectoriel de dimension finie, muni d’une action\je
que 'on noteraly . L'action deGLy(0O) sur le systéme inductif deBefd
induit eévidemment une action d8Ly(©) sur le systéme inductidy des
Wy n. Pour tout caractérede F* d’ordre fini, notonsyy(§) le facteur direct
de W4 sur lequel le centr@* de GL4(©) agit par la restriction dé a ©*.
On notera encordy(§) la limite du systéme inductifiy(£). Cette limite
peut étre munie d’'une action du noyaude I'application

GL4(F) x Dfy x Wg — Z/dZ

(9, 8, w) — val(rn(8))— val(det(g)) + degw)
(modulod?Z),

ourn: Df 4 — F* estla norme&duite etdeg: Wg — Z est I'application
degg. Cette action estédinie de telle sorte que le centfe de GLy(F)
agisse par le caractéfe

La repesentation locale fondamentaiéy (&) définie par Deligne et
Carayol, est alors I'induite d8 aG L4 (F) x DF 4% WE de larepésentation
Wy (&). En particulieritlq(£) est une ref@sentation admissible d&Ly(F) x
Df 4 etle centreF* de GLq4(F) y agit par le caracterg.

Théoreme. (conjecture de Deligne-Carayol) Saite AGLd une repesen-
tation cuspidale iréductible deGL4(F) de caractere centrak. Pour p
une repesentation admissible igductible deD¢ 4 eto une repesentation
l-adique ireductible deWg, la multiplicite der ® p ® o dans Uq(E)
est non nulle si et seulement @i, o) appartient aAp, x g0(d) et est
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isomorphe au coupl€ir q(77), Lr.a(7)®|— |1;2d), ous estlarepesentation
contragéediente der. Dans ce cas, cette multipliéitestégale al.

Ce iesultat de nature locale est pr@upar voie globale en utilisant les
varietes de modules des faisceaux elliptiques de Drinfeld ou plutét leurs
variantes compactes dues a Stuhler. On choisit une courbe projéGtive
irréductible, lisse et@&pnetriguement connexe skt On fixe deux places
distincteso et oo de X que pour simplifier on supposera rationnelles sur
le corps des constantes On identifie@ au compéte de I'anneau local de
X en la placeo. On fixe une algebre a divisioD, centrale sur le corps
des fonctions deX, de dimensiord? ramifiee seulement en deux places
X1, X2 distinctes des places, o et telle queDy, (i = 1, 2) est une algebre
a division. On pose&X’ = X\{oo, X1, X2} et on choisit un faisceau d’ordres
maximauxd de D.

Pour tout ickal | de I'anneauA des fonctions &gulieres surX\{oco},
les D-faisceaux elliptiques &finis par Stuhler peuvent étre munis de
structures de niveaux. Pougfthir leurs vargétes de modules(, , au dessus
de Spec,), il faut pouro € V(I), utiliser la notion de base de Drinfeld.
Pourl décrivant 'ensemble deséadux deA, les sclemasMm , S’organisent
en un systéme projectif qui, via les correspondanéesgtriques de Hecke,
est muni d’'une action deD?°)*.

Pour tout icéal | de A, on considere la cohomologdieadique de la fibre
gérérique deM, , et plus particuliérement son groupe en degedian

Hd 1 . C’est un@Q, espace vectoriel de dimension finie muni d’une action

de WF Pour | variable, Iest 1 forment un systéme inductif. L'action
de (D$)* sur le systeme prolectlf ded o, induit évidemment une action
de (DY) sur la limite mduc'uveH,?0 1 des H%_ . Cette limite est une
repesentation globale deD?°)* x Wi dont la description est doéa en
termes automorphes dans [17].

On prouve leéquivalent du thoreme de Serre-Tate pour Bsfaisceaux
elliptiques, et on obtient en particulier que le coé#plde I'anneau dev( | o
en n'importe quel point supersmguller de sa fibrecale, est |somorphe
a IanneauDef déefini ci-dessus, oln est la multiplicie deo dans|.

On en eéduit alors a l'aide d’'un #oréme de Berkovich ([1]), que I'espace
vectorielUq (&), en tant que re@sentation d& Ly (F) x WE, est «contenu»
danst L. Le point essentiel de la preuve diétiéme est que la déffence
entre cés deux repsentations ne contient pas de esgntations cuspidales
deG Lqa(F).

Pour cemontrer ce fait, on est amera étudier plus en étail la fibre
speciale deM, .. On cEfinit une stratification de cette fibre telle que le
polygone de Newton soit constant en tous les poigtsngtriques d'une
méme strate. Pour tout entllettel gue 1< h < d, on obtient alors un sous-
sckema localement ferli o de pure dimensiod — h (résultat conject@

par Rapoport). En particuliet d est 'ensemble des points supersinguliers.
Cette stratification est compatible aux morphismes de restriction du niveau
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Mjo —> Mo, pourd C | des ickaux deA. On montre enfin que, pour
toutl<h<d-1,Ilim Mf'; est unk-schema «induit» sous I'action des

|
correspondances de Hecke@é4(F).
Décrivons brievement le contenu des éli#ints paragraphes.

La premiére partie est de nature locale. Aprés quelques rappels de nota-
tions sur les correspondances locales de Jacquet-Langlands (1.1) et de Lang-
lands (1.2), on introduit suivant Drinfeld les anneaux @édmnations uni-
versellesDefd d’'un @-module formel de hautewrsurk (2.1). La limite in-

ductive sun desQ,-espaces vectoriels de dimension fistig, définis via les
travaux de Berkovich (2.2), est munie suivant Deligne et Carayol, via les cor-
respondances de Hecke (2.3), d'une action du gr@iipea repesentation
locale fondamentale (2.4) est alors l'induite'#& GLy(F) x D 4 x WE

de cette re@sentation. La conjecture de Dellgne Carayol (3. 2 4) est ex-
primée en termes de multipliét(3.1) se calculant a partir d’'un sous-groupe
compact ouvert assez petit @d_q(F) x Df .

La deuxiéme partie de nature globale est coremauxD-faisceaux el-
liptiques de Drinfeld et Stuhler (4.1) ainsi qu’'a leurs structures de niveaux.
Leurs varéetes de modules\(;, , —> Spec®,) définies dans un premier
temps pouro ¢ V(I), sont munies de correspondancé&omgtriques de
Hecke (4.2). On calcule ensuite lesfdrmations dem , (5.1.4) et on mon-
tre que @former un point §onetrique deM, , estéquivalent a éformer
le ®,-module de Dieudorqui lui est assoei(5.3). En utilisant la thorie
du module de coordo@e de Genestier (6.1) reliant certaifsmodules de
Dieudonré aux®@,-modules divisibles, on montreguivalent du thoréme
de Serre-Tate pour le®-faisceaux elliptiques (6.3). Via la notion de base
de Drinfeld (7.1), les vaétes M, , sont cefinies pour arbitraire (7.2). On
étend alors les correspondances de Hecke (7.3) eet@éme de Serre-
Tate (7.4). On montre alors que le morphisme de restriction du niveau
ran: Myo—> Mo pourd C | deux ickaux quelconques d& est fini et
plat (7.5).

La troisiéme partie concerneétude de la fibre griale deM, . On
applique une constructioregerale sur leg-faisceaux (8) tout d'abord au
p-faisceau d’'ur¥-module divisible universel (9) puis aufaisceau assoei
a un D-faisceau elliptique dew(; ,. On cefinit ainsi une stratification de
la fibre sggciale deM,, par des sous-sémas localement feres Mf'c]

(1 < h < d) (10.1) de telle sorte que I'anneau local 4ig , en tout point
geonetrique de lah-ieme strate est dmérenparDefh On s'inresse dans

un premier temps aux point@gnetriques dem;d " dont on montre qu'il

en existe par la #porie de la multiplication complexe, et on en donne une
description adlique (10.2). Letude, donae par le teoréeme de Serre-Tate,

de Ia situation locale en un tel point permet alors (10.3) de montrer que
.Ml o est de pure dimensiah— h (résultat conjectd@ par Rapoport).

Le theoréme principal est proéyar voie globale dans la quatriéme par-
tie. On rappelle tout d’abord la description en termes automorphes d’'aprés
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[17] de la cohomologie globale de la fibrérgrique deM, , (11.5). Dans

le cas ou la multiplic# deo dansl est non nulle, on montre que les strates
Mf{,‘ pour 1< h < d — 1, sont induites sous I'action des correspondances
de Hecke de&5 L4(Fo) (13.1) de sorte que la contribution cuspidale de ces
strates a la suite spectrale des cy@eanescents est nulle. La contribution
des points supersinguliers a cette suite spectrale est ealguéice a un
théoréme de Berkovich via l'uniformisation du corég@l formel deM, , le

long des points supersinguliers (14). La kg@ntation locale fondamentale
apparait alors comme «inclue» dans la cohomologie globale (15.3) et méme
égale en ce qui concerne les reggntations cuspidales &d_4(F,) (13.2),

ce qui permet de prouver legbréme principal via une bonne globalisation
des donges (15.4).

Je remercie profor@ment Grard Laumon tant pour son aide math
matique @terminante que pour ses constants encouragements. Je tiens a
exprimer mes plus vifs remerciements a Henri Carayol, Michael Harris
et a Michael Rapoport pour leurs nombreuses remarques et corrections.
Ma gratitude va aussi a Alain Genestier et loan Badulescu pour leurs
enrichissantes discussions, ainsi qu’a Guy Henniart pour ses explications
précises et @cieuses.
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| Enoncé de la conjecture de Deligne-Carayol

Soient F un corps local non archiedien, dégale caraéristique p, @
'anneau des entiers dé, = une uniformisante ek le corps ésiduel de
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cardinalg. Notons I¢ le sous-groupe d’inertie d6r = Gal(F/F). Le
groupe de WeilWr de F est cfini par le diagramme a lignes exactes

deg

1 IE We Z 0
1 e Ge 7 0,

la topologie daVg étant telle quér, avec sa topologie de Krull, est un sous-
groupe ouvert d&Vg, et queWr /I ¢ est isomorphe Z muni de la topologie
discréte Dans toute la suité désigne un nombre premier difent dep.

1 Correspondances locales de Jacquet-Langlands et de Langlands
1.1 Correspondance de Jacquet-Langlands locale

SoitDg 4 «I»’algebre a division centrale suf, d'invariant 1/d. Soit Ag
(resp.Ay) I'ensemble des classesédjuivalence des repsentations com-
plexes admissibles, &ductibles deGLq4(F) (resp. deD¢ ;) de caractere

central d’ordre fini. On notet L, /& sous-ensemble dég |, constitle des
repiesentations cuspidales.

Soit 7 un élément deAg,. Pour toutélement f de l'algébre de
Hecke#¢, 'opérateurr( f) est de rang fini et admet donc une tragg( f).
Soit GLg(F)ss 'ouvert de GLg(F) formé desélements eguliers semi-
simples, i.e. deglements dont le polynbme caradstique est ieductible
et a racines (dans une cléture &igique deF) deux a deux distinctes. La
restriction de la distribution invariante — ©,(f) a cet ouvert est do@e
par une fonction invariante localement constante que I'on notera eégore

Soit p un élément deAy. L'espace sous-jacent @aest de dimension
finie et pour touglements de D¢ 4, on peut donc former la trace,(5) de
p(8).

On dira ques € D¢y correspond a urglement semi-simpley de
GLq(F) si le polynbme caraétistique eduit des coincide au polynéme
caracéristique dey. Siy est unélement semi-simple d&L4(F) qui cor-
respond & € D¢ g, il est alors automatiquement elliptique.

Par definition, on dit quep correspond ax par la correspondance
locale de Jacquet-Langlandsi pour toutlements de D¢ , et toutélement
y de GLq4(F);ss COrrespondant & on a

0,(8) = (=D 'O ().
Théoreme 1.1.1.(cf. [12] Appendice) Pour touélementr de A%Ld, il

existe un uniqueelementp de Ay qui corresponde & au sens de la
définition ci-dessus; on le notegg: 4().
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Remarque Un isomorphisme : @ — C étant fiXe, on notera encore
A%Ld (resp.4y) les ensembles de réggentations-adique correspondant

aux: tom o (resputopor)pours € AL, (resp.o € Ay). On notera
de mémeje 4 pour le compos: =t o Jrq o0t

Cette correspondance locale ne sera en fait qu’expéodans le contexte
global de la proposition 15.4.

1.2 Correspondance de Langlands locale

(cf. [14]) Pour tout entied > 1, on noteg®(d) 'ensemble des classes
d’'isomorphie des repsentations complexeséductibles de dimensioth
de W, de ceterminant d’ordre fini.

Pour tout entied > 1 et pour toutelementr € AgL,, Godement et
Jacquet dfinissent les facteurs(r) et e(xr) (le facteure dépend du choix
d’'un caractere additif d€). Jacquet et Piatetski-Shapiro associent a toute
paire(r, ') € AgLy X AcL,, les facteurd (7, 7') ete(rr, 7). De la méme
facon sio est unélement deg®(d) (resp.(o, o) € 4°(d) x ¢°(d)), on a
des facteurd. (o) ete(o) (resp.L (o, o’) ete(o, o')).

Théoréme 1.2.1.(cf. [17] theoréme (15.7¢orrespondance de Langlands
locale) Il existe une unique suite d’applications bijectives: 4)q de A% Ly
dansg®(d) telle que:

— pour toutw x 7' € AZ, X A, on aL (£ra(m) ® L4 r (7)) =
L(r®@7a');
— pour toutrr € A, , onaLe () = Lra(m).

Remarque £¢ ; est induit par I'isomorphism&/2° ~ F* de la tfeorie du
corps de classe aben.

Remarque Pour toute regigsentatior(o, V) de¢°(d), par continuié et par
le fait que le caractéere central est d’ordre finge factorise par un quotient
fini de sorte qu’un isomorphisme Q, — C étant fiXe,. " o o o1 €St une
repiesentation -adique, c’est-a-dire continue pour la toplologiadique
surc— (V).

Le theoréme ci-dessus est obtenu viatlide de la cohomologie du
sclema de module de®-faisceaux elliptiques (cf. le paragraphe 113.
correspondance de Langlands locale ne sera @glidans ce texte, que sous
la forme du tleoréme 11.5d0 a Laumon, Rapoport et Stulher.

2 La représentation locale fondamentale
2.1 Les®-modules formels et leuretbrmations

On reprend lesésultats de Drinfeld dans [7] 81 et 84n groupe formel
(commutatif) sur un anneaR est par @finition, une &rie formelle f €
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RI[x, y]] telle que f(x,y) = f(y,x), f(x,0) = x et f(x, f(y,2) =
f(f(x, y), 2. Un homomorphisme d'un groupe formélvers un groupe
formel g, est une érie formellep € R[[x]] telle quep( f(X, y)) = g(e(X),
¢(y)). Si R est de caraéristique p, on noter I'endomorphisme de Frobe-
nius qui correspond a l&ge p(x) = xP. L'anneau des endomorphismes du
groupe additif est alors 'anneau non commut&ifz}} muni de la loi de
commutatiorr.r =rP.z, pourtouglement deR.OnnoteD : Endf — R,
’'hnomomorphisme canoniqug — ¢'(0).

SoientRune®-algebre et : @ — RI'homomorphisme structural. Un
©-module formel sur R est un couplg f, v) ou f est un groupe formel
sur R et ¢y est un homomorphisme de versend f, tel queD o f = y.
On noteray, pour ¥(a). Une isogenie du groupe formel f, v/) est un
endomorphisme du groupe formelf qui véerifie ¥a(p(X)) = @(¥a(X)),
pour toutélementa € ©.

Soientk’ un sur-corps de et (f, ) un @-module formel suk’. Sig
est un endomorphisme non nul @& v), il existe un entieh et une &rie
formelle @ tels quep(x) = @(th). L'entier h est appet la hauteur de ¢.
La hauteur d’'un®-module formel suk’ est par éfinition la hauteur de
'endomorphismey,,.

Proposition 2.1.1. (cf. [7] 81) Il existe deg9-modules formels de hauteur
arbitraire et tous les@-modules formels de hautewr sur une cléture
separable dec sont isomorphes. L'anneau des endomorphismes d’un tel
©-module formel est isomorphe a I'anneau des entiegsy d’une algebre

a division centraleDg 4 sur F, d'invariant 1/d.

Un @-module formel suk de hauteud, est ditnormal si I'action de
la puissancal-eme du Frobenius de sur le groupe formelf estégale a
I'action dex. Dans la suite, tous le8-modules formels consegés seront
normaux (sur).

Unestructure de niveaun au sens de Drinfeld, sur ufrmodule formel
(f, ¥) surR, est un homomorphisme d&modules

n: (@ "0/0)¢ — R

ou R est muni d’'une structure dg-module via la formule.r = ,(r) pour
touta € O et toutr € R, tel quey, (x) est divisible par [, ,-19/0)d (X —
tn(@)). .

Soit O™ I'extension non ramiie maximale d® et O™ sa compétion.
On considére la cagorieC dont les objets sont le®™ -algébres locales
complétes noetiriennes, de corpgsiduel isomorphe @ = O™ /(x). Les
morphismes d€ sont les homomorphismes locaux@®-algébres. Soient
(f, ¥) un@-module formel suk, de hauteud, normal etR un objet deC.

Une déformation de (f, y) définie surR est un©@-module formel
(f, ¥) sur R tel que sa&duction modulo I'i@al maximal deR est(f, ¥).
Des deformations( f1, v1) et (f,, ¥n) de (f, ¥) définies surR sont dites



Mauvaise eduction des vagites de Drinfeld 581

isomorphes s'il existe un isomorphisme entre ces deumodules formels
sur R, induisant l'identié sur( f, v/).

Proposition 2.1.2. (cf. [7] 84) Le foncteur de la c&gorie C dans la
categorie des ensembles qui a un obRetde C associe I'ensemble des

déformations suR de( f, ¥), aisomorphisme prés, est ré&gseng par une
O™-algébreDefd isomorphe a 'algébre dessies formellesd™[[ty, - - - ,
ta—11l.

Une déformation de niveaun de( f, ), définie sur un objeRdeC, est
par cefinition une @formation( f, ) définie surR et munie d’une structure
de niveawn. En particulier,, est a valeurs dans.

Proposition 2.1.3. Le foncteur qui a un objeR de C associe I'ensemble
des @&formations de nivean sur R de (f, v/), & isomorphisme prés, est
représeng par une@™-algébreDefd telle que:

— Def? est egulier,
— pourm < n, le morphisme de restriction du nive@ef? — Def? est
un revétement fini, plat, galoisien de groupe de Galdlsy(O/(z")).

Remarque L’action de GL4(O) sur Defﬁ1 est dongée sur la structure de
niveaun par son action a droite sim"/9)%. De méme le groupe des
automorphismeD [ , de (f, ¥) agit naturellement subefd. Les actions
deGLq4(0) etdeDg 4 surDefd, commutent et sont compatibles aux mor-
phismes de restriction du niveziizefﬂ1 — Defﬁ (m < n). On remarque
alors que I'action d'urelement(z, z) € GLq4(09) x D¢ 4, pourz € O* vu
comme urelement du centre dé Lq(0) et deDy g, est triviale.

2.2 Cohomologi@vanescente

Pour chaque entier > 0, Spf(Defd) est un scema formel suiSpf(O™)
qui est spcial au sens de [1]. Fixons une clétuéparable~" de F™. Dans
loc. cit. Berkovich construit le foncteup, des cyclevanescents pour le
morphisme structurab™ — Defﬂ, ainsi que ses foncteurguvés. Le
faisceauR W, (Q)) sur la fibre spciale deSpf(Defﬁ) (réduite a un point) est
un @ -espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une actioMde que
I'on noteraw®!'. Suivant les notations de l'introduction, le groupe en éegr
maximalwd -1 sera naé Wy ,. On rappelle quéal(F"/F™) estisomorphe

aGal(F/F™). En particulieiGal(F / F™) agit naturellement sur 1§, -espace
vectoriel de dimension fini#d'. De plus, les actionsggnetriques deD¢ 4

et GLq(0) surDefd induisent une action d&L4(O) x DE 4 surwd! qui
commute a I'action d&al(F /F™).
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On fixe un caractere d'ordre figi de F* a valeurs dan§);, . On note
waiE) la _compgsante’-lsotyplque depd oq;’ est larestriction dé a©@*
et 0> est identife au centre d&Ly(0¥). Un élementz de O, vu comme
élement du centr@* C D¢ 4, agit alors sudi (&) via le scalaires’(2) 2.

i / H d,i , N ~ o . .
On posew?! (&) = I£n W' (€', ou les fléches de transition sont induites
n

par les morphismes de restriction du nivedafd —s Defd (m < n).
Le Q-espace vectoriel®! (¢) est muni d’une action du groupe produit
GL4(O9) x Df 4 x Gal(F/F") et pour tout entien, on a un isomorphisme
(GL4(09) x Df 4 x Gal(F /F”’))-'equivariant(\lld"(5’))Kd’” ~ Wdi£), ou
Kan := Ker(GL4(9) — GLg(O/(x"))).

2.3 Correspondances de Hecke

On fixe unélement T de Wg dont I'image dand=* est l'uniformisanter.
Soit le noyau de I'application

GLy(F) x Dé)d x Wg —> Z/dZ
(9,8, w) —> — val(detg)+ val(rn(s)) + degw)
modulodZ,

ourn: D¢y — F* désigne la normeéduite. Le sous-group$ contient
GL4(O9) x D4 x Gal(F/F"). Suivant Deligne et Carayol, on cherche a
prolonger I'action d&5 Lq(09) x Df 4 x Gal(F/F™) surw®i(¢), au sous-
groupe3. On commence par donner les actionslgments particuliers qui
forment un systemeéyérateur dep.

() Aux élements du typ€z;, z,, 1) pourzi, zZ, € F*, ou 'on identifie
F* respectivement au centre Gd_q4(F) et deD¢ 4, on associe I'endomor-
phismet(z;z,%) Id de W% (&").

Proposition 2.3.1. (cf. [7] §4) Soit R une @™ -algébre locale compléte de
corps tesiduel isomorphe@ Soit( f, ¥) un©@-module formel dfini surR et
muni d’une structure de niveay t,,. SoitP ¢ (7~ "©/0)% un sous-module.
On cEfinita(X) := ]'[pEP f(X, tn(p)). Il existe alors un uniqu&-module
formel (fp, ¥p) défini surR tel que

ao f(X,Y) = fpa(X),a(Y)) etVae 0, ao ya(X) = ¥pa(@(X)).
Sim est tel que le morphisme natuet (7=™9/0)¢ — (x"0/0)%/P

est injectif, alors 'homomorphismg o 6 de ("™ /©)? dans I'ideal max-
imal de R est une structure de niveam sur fp que I'on notetp .
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Soit g un élement deMqy(©) de ceterminant non nul. Pour tout > 0,
soit n tel que le noyau de l'applicatiorxg : (F/0)¢ — (F/0)Y est
contenu dangér " 9/0)¢ ettel que 'image dér " ©/0) parx g contienne
(=™ /09)%. On note(( f, ¥), 1) la deformation universelle de niveawde

(f, ¥) et soit( fkerg, Ykerg) 1€ @-module formel de la proposition ci-dessus,
assoce aKerg, muni de sa structure de niveay tkergm

(i) Soientg € My(0) N GLy(F) ets € Dg, tels queval(detg) =
val(rn(8)). A I'élement(g=%, 671, 1) est assoé une correspondance de

Hecke comme suit. La quasi-isegie (f, v) AN (f, ) — (fiergs
&Ke,g) est un isomorphisme. En con8rént( fxerg, ¥kerg, tkerg,m) COMmMe
une ctformation de niveam de (f, ), définie surDefﬂ, on obtient alors
un morphismee, : Defd, — Def?. La correspondance

ou c; est le morphisme de restriction du nivea@fidit, pour touti, un
endomorphisme d@ -espace vectorieb®! (') et donc un endomorphisme
dewdi(g).

(iii) Soit g € Mq(0) N GLy4(F) etr = val(detg). A I' élement(g™, 1,
77") est asso@ une correspondance de Hecke comme suit. La quasi-

t—r

isogenie (f, V)" = (f, %) —> (ferg> Vkerg) €St UN isOMOrphisme.
On obtient alors un morphismg : Defd — Def®®, ot Deft® est

la ®™-algébre assoee aux @éformations deg f, )™, c’'est-a-dire le pro-
duit tensorielDef], ® 5, O™ Oli est la puissance-iéme de linverse du
relévement canoniqu@™ —> O™ du Frobenius de. La correspondance

Defd
C’Z
Deff, . _ Defd" <—— Defd

ou c; est le morphisme de restriction du nivea@fidit, pour touti, un
endomorphisme d@?' (&').

Proposition 2.3.2. (Deligne, Carayol) Il existe une unique actionfesur
Wi (&) qui prolonge l'action deG La(0) x Df 4 x Gal(F/F™), de (i), (ii)

et (iii).

Preuve :Les élements de la forme (i), (ii) et (iii) formant un systéme
gererateur de)3, une telle action si elle existe est féroent unique. La
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vérification des compatibilits est laisse au lecteur. Remarquons simple-
ment que le®-module formel( f, v) défini suri (dont Defﬁ represente
les ceformations)étant choisi normal, I'action de la puissantééme du
Frobenius de sur f estégale &J,. L'action de(z 1, 1, t%) surDef? est
alors triviale. O

Les groupesGLq4(F) x {1} x {1} et {1} x D¢ 4 x {1} sont contenus
dansB. Un élementz du centreF* de GLq4(F) (resp. deD¢ ;) agit sur
Wi (£ par le scalairé(z) (resp.£~%(2)). Lespacew®! (¢') ainsi muni de
I'action des)3 sera naé Wi (£).

2.4 La repgésentation locale fondamentale

Le quotient(G L4(F) x D¢ 4 x W) /*B étant fini, on pose pour tout entier

U (&) = Indjy RN gl g,

Définition 2.4.1. Lareprésentatiori/®9~1(£) est appede la repésentation
locale fondamentale ass@& au caractére d’ordre fing; on la notera

Uq(§).

3 Enoncé du theoréme principal
3.1 Notion de multiplici

SoitG le groupeGLy(F) x D¢ 4. On fixe une mesure de Haar rationnelle
surG et on note¥ I'algebre de Hecke d&. Pour tout sous-groupe compact
ouvertK de G, on note# la sous-algébre dé¢, formée des fonctions
invariantes a droite et a gauche arSoitex = vol(K)™1.1x, ol I« estla
fonction caradristique deK.

Définition 3.1.1. On appellera repesentation admissible dé x W tout
(Q, ® #)-moduleM muni d’'une action d&Vg, tel qu’il existe une extension
finie E de Q, contenue dan§), pour laguelleM, muni de I'action deNg,
est I'image, par le foncteur d'extension des scalairesEl@ Q;, d'un
(E ® #¢)-moduleMg verifiant les proprétes suivantes:

(i) Mg est un(E ® #¢)-module non @gerere, c’est-a-dire que pour tout
m € Mg, il existe unéléementa € E ® # tel queam = m;

(i) pour tout sous-groupe compact ouvéttde G, e . Mg est de dimen-
sion finie Mg est admissible) et I'action dé/r y est continue.

SoitCg n,w la sous-cagorie pleine de celle dé} ® #-modules munis
d’une action daVg, dont les objets sont les regmentations admissibles de
GL4(F) x D¢ 4 x Wg. On introduit de méme pour tout sous-groupe ouvert

compactK de G, la caégorieCg, ,,,, en remplacant par #x dans la
définition deCg L, H,W-
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Lemme 3.1.2. SoientM et | des objets de la cagorie alelienneCg 1w
avecl irréductible. Pour tout sous-groupe ouvert compéate G tel que
ex.| estnonnuleg .1 estun objetiréductible d&€f, |, . Lamultiplicité de
ek .l dansex .M est alors un entier ingipendant d&, appeé la multiplicite
del dansM et nog A (M).

Preuve :Soit Jcx un sous-objet dex.l. Le moduleJ := #¢.J« est alors
un sous-objet dé tel quee.J = Jk. D’apres l'irreéductibilie del, J
est soit nul soitégal al, d'ou Jx = 0 ou Jx = ex.l. Les objets de
C&_ yw étant de dimension finie, la notion de multipleeiy a un sens.
L'indépendance par rapportka découle alors de I'exactitude du foncteur
CSLmw — CELnw Mk —> €. M. O

Proposition 3.1.3. Les objets iréductibleslT de Cs | 4 w Sont exactement
les produits tensorielsr ® p ® o, ou  (resp. p) est une repesentation
admissible ireductible deGLq(F) (resp. deD¢ ) définie surk eto est
une repeésentation -adique deWr, irr éductible et éfinie surk, ou E est
une extension finie (quieghend dd1) deQ, contenue dang),.

Preuve :Par admissibili¢ on est ramemen dimension finie ou leesultat
est connu (cf. Bourbak&léments de ma#matiquek O

3.2 La conjecture de Deligne-Carayol en termes de multigcit

Proposition 3.2.1. Pour touti, les repésentationd/®' (¢) sont admissibles
au sens de la&finition 3.1.1 et constituent donc des objets de |&gatie
CG L,HW-

Preuve :Montrons la lissié de 'action deDf .. Soitv € U%' (&). Il existe

un entiem assez grand tel queappartienne au' (&))Kan, On se raméne
facilement au cas otiappartient a%'. On noteH le groupe des automor-

phismes de 14®™)-algébre IocaIeDefﬂ et pour tout entiem positif, H,
le sous-groupe dél constitle des automorphismes tangents a l'idénéit
I'ordre m. La lissit de I'action deD¢ |, decoule des deuxesultats suivants.

Théoréme 3.2.2.(Berkovich) Il existe un entiem pour lequel touélement
de H, agit trivialement sunyd,

Une preuve d'apreés Berkovich de ceetlieme est dorae a la fin du
paragraphe 12. L'action dB¢ 4 sur Defd fournit un morphisme de groupe

p:DEy—> H.
Lemme 3.2.3. Pour tout entierm, p~2(H,) est ouvert dan® Fd-

Preuve :La preuve est essentiellement déendans I'appendice de [3]
(proposition 1). Onenreprend brievement les arguments. CofhigeH,y)
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est inclu dan$d,v, on se raméme a montrer gue'(H,) est ouvert dans

Df 4- On noteK; le sous-groupe d®¢ ; formé deselements congrus a 1

modulo I'idéal maximal deD¢ 4: Ky est un prop-groupe. L'image du mor-
D

phisme compas K, —p>/H—:‘> H/H; est unp-groupeA (cf. loc. cit.

lemme 5). SoienA™ les sous-groupes d& définis comme suitA® = A,
A™ = (A™ 1, A™ 1), CommeA est unp-groupe, AKX est trivial pourk
assez grand. Paecurrence sum, on voit queA™ est ouvert dan¥; et
donc quep~—t(H1) N K est ouvert dank;. O

Lalissite de 'action de&5 Ly (F) estévidente et'admissibilié de I'action
deGLq(F) x Df 4 résulte du fait quab?' est de dimension finie. i

Théoreme 3.2.4.Soient un caractére d’ordre fini dé& >, = une repésen-
tation irréductible admissible cuspidale @&_4(F) de caractére centraf,

p une repesentation ireductible admissible dey 4 eto une repesentation
irr éductiblel-adiqgue deWg. Alors la multiplici€é /\n®p®a(‘ud"(§)) de la
représentation ireductibler ® p ® o de GLq4(F) x D¢y x Wr dans la

représentationU®' (¢), est non nulle si et seulementisi d — 1 et (p, 0)
appartient aAp, x 69(d) et est isomorphe au coupl@r q(77), Lra(m) ®

| — |1;2d), ou 7= est la repésentation contragrdiente der. Dans ce cas,
cette multiplicié estegale al.

Remarque D’apres la @finition de I'action deGLq(F) x Dg 4 x WE sur

UL (£), Si Arepze (UL (£)) st non nulle pour un tripletr, p, ) comme
dans la tkoréme alors le caractére centrahd@esp. dep) ests (resp.£—1).

Il Rappels et compkments sur lesD-faisceaux elliptiques

SoientX une courbe projective, ieductible, lisse et@gpnétriquement con-
nexe, sur un corps firfiiq et F son corps des fonctions. On figeux places
00, 0 de F que I'on supposera, pour simplifiegtionnelles sur le corps des
constantes’, de X. Le compéte F, de F eno jouera le réle du corps local
de la premiere partie. Tous les §chas consigiés sont des sémas Suff,.
SiY, Z sont de tels s@mas,Y x Z désignera leur produit Stiy.

Fixons une algébre a division centrdlesur F de dimension finiel?,
ramifiee seulement en deux placgset x, distinctes des places, o, telle
queDy, (i = 1, 2) estune algébre a division,£t un faisceau d’ordres maxi-
maux deD. On poseX’ = X\{oo, X1, Xo} et on noteA = I'(X\{oc}, Ox).
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4 Rappels sur lesD-faisceaux elliptiques

4.1 D-faisceaux elliptiques et structures de niveau en dehors de la
caraceristique

Un D-faisceau elliptiqug€;, ji, tj) sur un scemasS est d’aprés [17] un
diagramme commutatif

i

..C 8¢
t

8i+1(

RN GRNG 7 N G N 7Y S,

ou:

— & est unDxs-module a droite localement libre de rang 1, et donc un
Oxxs-module localement libre de ramij;

— 7&; estégal a(ldx x Frobg)*&;;

— ji ettj sont des injection® x, s-linéaires;

— 8itd > Ei(00) 1= & Ry OUx(c0) etle compo8 & — Eiyg — -+ —
€i,q est induit par I'injection canoniqu@y <— Ox(co);

— (pre)«(&i/8&i_1) est un@s-module localement libre de ramjou prs :
Xx S— Sestlaprojection canonique. De maniégpiivalenteg; /&;_1
est isomorphe a I'image directeao)*(l“oo,i)vd’un Os-modulel; lo-
calement libre de rand, par la sectioo: (iy,) : S— X xS S
(00, 9);

— I'image directe deCokert; est un®s-module localement libre de rarnl
Le support deCokert; est disjoint de{oo, X1, X2} x S, De maniére
equivalenteCokert; est isomorphe a I'image directe;).(I'o;) d’un

. L~ io,i.id
Os-modulel’y ; localement libre de randy par la sectioftio;;) : S('(Lf)

X x Sinduite par un morphismig; : S— X tel queig;(S C |X'].

Remarquekesinclusiong; <— &, étantdesisomorphismes s\ {co})
x Set le support deokert; étant disjoint dexo x S, on en @duit que la
donree des morphismes;); estéquivalente a la dor@e d’'un seul;. Les
morphismed; sont incependants d& on le noteig, le morphisme car-
aceristiqgue duD-faisceau elliptique.

Soient(&j, ji, tj) un D-faisceau elliptique &fini surSet | un idéal de
Atel queV(l) Nig(S = ¥. Une | -structure de niveasur (&, ji, tj) est un

isomorphisme deD, ,s-modules a droite}; : O, X Og > &|,stel que
le diagramme suivant est commutatif

fixs

"Elxs Elxs
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4.2 Varétes de modules et correspondances de Hecke

Onnote¢ll x o | la cagorie fibee sur la cagorie de&',-sctemas, dont les
objets sont legD-faisceaux elliptiques munis d’urlestructure de niveau.
Les morphismes de€llx 5 (S sont les isomorphismes entre deux tels
objets. Le morphisme cara&rtstique @finit le morphismeérode caégorie
fibree: €llx o1 —> X'\V(l). Laumon Rapoport et Stuhler montrent (cf.
[17] 84) quetll x 5 | estun champ algprique au sens de Deligne-Mumford,
lisse de dimension relative — 1 sur X"\ V(1) que I'on note€ll x 5 | et qui
est un scema dés qué est different deA. Le morphisme de restriction
du niveaury; : €llx o3 —> Ellx o1, pourJ C | deux ickaux deA,
est fini etétale au dessus d¢'\V(J). Le groupeZ agit suréllx 5, par
[n](gi’ ji’ tl) = (8:’ J|/’ t|/) avecgi/ = 8i+n’ ji/ = ji+n1 t|/ = ti+n-

Proposition 4.2.1. (cf. [17] 86) Le morphismé&&ll x .1 /Z) —> X\V(I)
est propre.

SoientA 'anneau des adeles @feet D := D* @ A. Lafibre gerérique
de la limite projective€llx 5 := lim €&llx p; est munie d’'une action
|
de (DY)*. A niveau fini, pourKg® un sous-groupe compact ouvert de
(D)*, I'action d'unélementg™ de(D3°)* se decrit par la correspondance
geonetrique

Ellx o/(KS N (g®)IKEg®)

SpecF)

ou le morphisme; (respc,) estinduit par I'inclusion KN ()t K2°g™)

C K (resp(K* N (™) 1K g™) Ade® K2°) (cf. [17] 87). En particulier

on noteK{’, le noyau de(DF)* — [y Dx ®o, Ox/M3*, 0UNy est
la multiplicité dex dansl. On agll x.0/K =€Ellxo..

Dans la suite, on considera restriction M, de (€llx o./Z) a
Spec®,) de sorte que pour toutédl | de A tel queo ¢ V(1), M|, —>
Spec,) est propre et lisse de dimension relative 1. La limite projective
sur tous les idaux! de AdesM, , ®¢, Fo est alors munie d’'une action de
(D) * définie via les correspondances de Hecke.
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5 Déeformations desD-faisceaux elliptiques et de leurg9,-modules de
Dieudonné

5.1 Deformation desD-faisceaux elliptiques

SoientS e spectre d’'un anneau loc® artinien etS = SpecR avecR le

quotient deR par un ickal m de caré nul. Soit(&;, i, i) un D-faisceau
elliptique cefini surS, de caradtristiqueio : S— Spec,); Rest donc une
O-algébre telle que limage de, est nilpotente. On note le morphisme

= (io,id) - . .
S(°—> X x S On a alors la suite exacte suivante

0—> 8o -2 &1 —> (ig)u(F0) —> O (5.1.1)

ou T, est unR-module libre de rang. On cherche a releveg;, j;, t) en
un D-faisceau elliptiqueé;, ji, tj) defini surS. On montrera en fait que ce
probléme revient a relever la suite exacte (5.1.1).

Proposition 5.1.2. Il n’y a pas d'obstruction a relever 1& X @g-module
a droite localement libre de rang, ;. L'ensemble des relevements est un

torseur soufxtf@mg(éi, & ®gm).

Preuve :D’aprés les esultats de [15], I'obstruction a relever 8, o
module a droite localement libre de rangél, se trouve dans le groupe

Extfog(gé(éi, € @z m). Lorsque cette obstruction est nulle, 'ensemble des
relevements est alors un torseur sous le grrﬁmgmé(é’i, € ®zm). La
proposition @coule alors du lemme suivant. O

Lemme 5.1.3.Le groupeExtf@mg(éi, & ®zm) est trivial.

Preuve :Le (D X Og)-module€; étant localement libre, leBXt},, (&i,

& ®g m) sont nuls poum > 1. Le sctema X x S étant de dimen-
sion 1, la suite spectrale locale-globale pour 4", donne la nullié

dEEXtéggé(él, él ®Rm) O

Proposition 5.1.4. Il n'y a pas d’obstruction a relever leD-faisceau ellip-
tique (&, i, ) ci-dessus, en um-faisceau elliptique(&;, ji,t;) defini

sur SpecR. L'ensemble des reléevements est un torseur sous le groupe
EX%%&OS(FO’ €10 ®g m), lequel, aprésequivalence de Morita, est iso-

morphe éExt(l%m(R (0o ® R ®zm).
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Preuve (i) Commem? = (0), l'image d’'unélement deRparle morphisme
Frobenius ne @pend que de sa classe modulo En d’autres termes, le
morphismeFrobs : S— Sse factorise pa&:

s Frobs S

Frobsk* T
S

Ainsi pour touti, les?&; d’un éventuel relévemerst; de&;, sont don@s par

les faisceauxldy x FrObss)*(éi) et de mémeji = (Idx x Frobg 9)*(ji).
(i) Consicerons la suite exacte longue asgeci au foncteur

Hompwo, (e, 61 ®zm) eta la suite exacte courte-8-> €g —> &; —>

(i)« (To) — O;

0 — Hompmo, ((i:o)*(f‘o), €1®g m) — Hompre (€1, €1 @gm) —
— Hompro,("€o, £1®5m) — Exthy, ((0).(Fo), &1 @5m) —
— EXtho, (61, €1 ®gm) > EXthie, (€0, E1@gm) —

— Ex o, ((0:(Fo), 105 m).

La condition récessaire et suffisante pour I'existence d’un diagramme com-
mutatif

0—>t5°0®§m 1’80 Téo 0
fll ft fol
0—=&1®zm € &, 0

est qu'il existe une extensiofy, de &, par &, ®g m telle que I'extension
€1 % fo de "€y par &; ®z m estégale af; x "&,. L'obstruction a cette
existence estéie a la non surjectivétde

Ex%ggé(élv él ®|§ m) — EX%@@S(TQO’ él ®|§ m)

et se situe donc dans le grouﬁgtfomg ((i:o)*(f‘o), &1 ®r m) . Le méme
argument que celui de la preuve du lemme 5.1.3 donne la éudit
Exti)ggg((i_o)*(f‘o), 6105 m) et montre queExtolomé((i_o)*(f‘o), E1®@gm)

est isomorphe &i° <X x S @}f)mé ((izo)*(l'“o), €1®4 m)) Le faisceau
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(i0)+(To) eétant concenérau poinb, on en @duit que ce dernier est isomor-
phe éEth(_Dog@é(Fo, 810 ®R m)-

(iii) On a donc construi€, ainsi que I'applicatiorty : “6o — &1 qui
releve I'applicationty. En outre pour touit, on connait lesD x . s-modules
*€; et les applicationsj;. Les place® et oo étant distinctes, il existe alors
un unique diagramme commutatif

Ji

8i+1(
t

...%rgigjgrgiﬂg...

. . . i .. . to
qui contienne laligne-- & — &1 - - - ainsi que la diagonal&sy —
&,. Clairement pour tout, &; est undx,s-module a droite localement
libre de rang 1 efj, tj sont des injection® x . s-linéaires. La condition de
périodicite €4 =~ & ®p, Ox(c0) découle de la eriodicite des &;. Pour
touti, on a une suite exacte courte-® & — &1 — Fi — Oetdaprés
le lemme de Nakayamdprs).(¥) est unR-module libre de rangl, soit
Fi= (To)*(l“o,i) ouTl,; estunR-module libre de rand. De la méme fagon
on a pour tout, une suite exacte courte-8 & — &i;1 — §; — Oou
(prs)«(%;) estunR-module libre de rang, soitg; = (Too)*(l“oo,i), oul'w;
est unR-module libre de rangl. Finalement, le diagramme;, ji, tj) est
un D-faisceau elliptique qui est uné&fbrmation de(&;, i, f).

(iv) Calculons I'espace des relévements. Tout d’abord I'ensemble des
classes d’'isomorphie des extensiéhgdelles ques, « fo = fyx "Egestun
torseur sous

EXtiL@gOS <(i:0)*(f‘o), &1 Qr m) /1m <H0m@®03(ré0, &1 Qg m)) .

L'extension &, étant fixe, 'ensemble des classes d'isomorphie tes
&9 — & est

Hom@g@g(féo, él ®|§ m)/ Im <H0m@®@g(é1, él ®|§ m)) .

Cet ensemble est isomorphdarﬁ(Hom@mS(féo, €1 Q4 m)). Ainsi I'en-
semble des relgvements dufaisceau elliptiqugé€;, ji, tj) est un torseur
sousExt}@mg ((i_o)*(f‘o), 61 ®5 m), qui d’apreés ce qui fcéde est isomor-
phe éExt}Domé(l_“o, €10z m). o
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Corollaire 5.1.5. L'application tangente au morphisrnié o .—> Spec,)
en un point ferré de sa fibre sgciale est don@e par le morphisme

Extho,((0)+(Fo), €1 8 m)—Exthgo ((0)+(Fo). (o). (Fo) @ m)
(5.1.6)

Ce morphisme est surjectif 8, —> SpecO,) est lisse de dimension
relatived — 1. L'anneau local deM a , en un point @onétrique de la fibre
speciale est alors isomorphe(ég'[[tg, coo ]l = k(O)[[te, - - - L tg]], outy
est une uniformisante d@f".

Preuve :En appliquant le foncteddom,, . < ((i_o)*(f‘o), o) ala suite exacte
0— "Eo®zm —> &1 ®@zm —> (i0).(To) ®zm —> 0,

onen @duitque le conoyau de (5.1.6) estun quotierﬁxié)mg ((izo)*(l_“o),

"0 ®g m). Par un argument identique & celui du point (i) de la preuve de
la proposition 5.1.4, on montre que ce dernier groupe est nul. O

5.2 Deformations de®-modules de Dieudoi@n

Dans la suite9 désigne I'anneau des entiers d’un corps local (la plupart du
tempsO® = O,), k son corpsésiduel de cardina etz une uniformisante.
Soit B une@-algebre locale d’idal maximakm nilpotent.

Définitions 5.2.1. —Un @-module de Dieudoréde rangd sur B est un
(0O®,B)-moduleM, libre de rangd, muni d’'un morphisme de Frobenius
F : (Idy ®, Fron)*M — M tel queCokerF ~ I',(w) oU w est un
B-module libre de type fini.

— Le FrobeniusF sera dit topologiquement nilpotent s'il existe un entier
pour lequelF" : (Idy ®, Fro))*M/7M — M/ M est le morphisme
nul.

— Soit Mod 8(B) la sous-cakgorie pleine de celle de®@-modules de
Dieudonré sur B, telle queCokerF ~ I',(w) oU w est unB-module
libre w de rang inérieur al.

Soit (M, F) un objet de la cé&gorie Mod B(k); M est alors und™-
module libre, muni d’un Frobenius : (Id . ®; Froh,)*M — M. SoitR
une®"-algébre locale compléte noétiienne, de corpgsiduel isomorphe
ak, telle que le morphisme structural: @ — R est un homomor-
phisme local de9™-algébresUne ceformation(M, F) sur R de (M, F),
est un(@”i@k R)-module libre M, muni d’un morphisme de Frobenius
F : (Idgn Q¢ Frob,)*M — M, tel que la eduction de(M, F) modulo
I'id éal maximal deR estégale A M, F).
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Proposition 5.2.2. SoientB une@-algébre locale artinienneB le quotient
de B par un iceal m de care nul et(M, F) un ®-module de Dieudorin
défini surB. Il N’y a pas d’obstruction a éformer(M, F) en un@-module
de Dieudong cefini sur B. L'espace des relévements est alors un torseur

sousExt(19®KB (N, M ®5 m) lequel est isomorphe a
Hom(9®’(g(r,\7|, M ®B m)/ (HO%@KB(M, '\7' ®B m)) o If

Preuve :On a la suite exacte courte 8> ‘M ——> M —s N —s 0 ouN

est de la formé", (@) aveca un B-module libre de type fini. On applique le
foncteurHom,, 5(e, M ®5 m) & cette suite exacte. Le reste de la preuve
est semblable a celle de la proposition 5.1.4. O

5.3 @,-module de Dieudornasso@ a unD-faisceau elliptique et
équivalence de leursafiormations

SoientS le spectre d'un&9,-algébreB locale artinienne eé;, ji, ti) un
D-faisceau elliptique sub de caradtristique donée par le morphisme
structural®, — B. Le (O, ® B)-module&; ® O, est incependant de;
on le note&,. Un isomorphismeD, >~ My(O,) étant fixe, soit F, le
(0o ® B)-module libre de rangl défini par E; 1.€,, ou E; ; est I'idem-
potent deMy(O,) asso@ au premier vecteur de la base canonique. Par
équivalence de Morita, on a un isomophis@g-equivarianté, ~ ?d
Les morphisme§ induisent alors un morphisnig: *¥, — %,. Le (90
module de Dieudorinsur B assoceé a (€&, ji, tj) est le couplgM,, F,) ou
M, est le(0o&y o) B)-module libre de rang, o ® o,e, 0 8) (Qo®x(0) B) €t

Fo : (Ide, ®(0) Frob)* My —> M, est le morphisme de Frobenius induit
part/. L'image directe deCokert] étant unB-module de rang 1(M,, Fo)
est un objet dd&lod B(B).

SoientSle spectre d’'un@,-algébreR locale, artinienne, € = SpecR
avec R le quotient deR par un ickal m de caré nul. Soit(&;, ji, ) un
D-faisceau elliptique &ffini surR, de caradristiquei, : S — Spec0,).
NotonsDefr(&) 'ensemble des&formations éfinies suRde (&, i, f;) et
Defr(M,, Fo) 'ensemble des &ormations éfinies surR du (0,&®,o) R)-
module de Dieudor(M,, F,) assod a ceD-faisceau elliptique.

Proposition 5.3.1. L'application qui a und -faisceau elliptique associe son
9,-module de Dieudor@ induit une bijectioefr(§) — Defr(M,, Fo).

Preuve :On a la suite exacte 8 6y —> &1 —> (i:O)*(l_“o) — 0. On fixe
une céformation(&?, j2, t%) et soit(M?, F) la deformation de&M,, F,) qui
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lui correspond. Par rapport a ces points bases gsmations dé&;, |, )
(resp. d&(M,, Fy)) sont en bijection avec

Exth o, ((i_o)*(l_“o), E1@am)  (resp.Extl _ (CokerFo, Fo@gm)).

L'application de la proposition induit alors le morphisme canonique (local-
isation,équivalence de Morita puis congion)

Exthmo, ((i_o)*(l'“o), & ®§m> — Extl__.(CokerFy, 7o ®gm),
qui est un isomorphisme. O

6 Theoreme de Serre-Tate sans niveau
6.1 Rappels sur le module de coordées d'un®-module formel

Dans ce paragraph® est une®-algebre dans laguelle I'image de est
nilpotente Tous les groupes formels coneiés sont lissede dimensionl
(cf. 2.1). On reprend lesesultats de ([10] 1) dans ce cadre. Potrun
©-module formel sumB, on considére |8-moduleMy = Hom(X, G, g)
lequel est muni par fonctoriaditd’une action d&. SoitFrok, : B — B
le morphisme de Frobenius dexaalgébreB (x — x9), et rq I'isogénie
de Frobeniuss, g — Froly, . G, g. La multiplication a gauche pay, sur
My estFroh,-semi-linéaire etinduit donc un morphisnfre: Frol:g My —
Mx. Via F, on peut consierer Mx comme unB[[zy]]-module localement
libre de rang 1 £ dim X). Le B[[r4]]-module Mx est de plus locale-
ment libre de rang 1, et s’identifie a la limite projective d@gnodules
CokerFgm =~ B[[rq]]/B[[rq]].rg‘. Il résulte du fait que I'image de € O
dansB est nilpotente, que l'action de ® 1 € O ®, B sur CokerFgm
est nilpotente. Le&@aké compéte 9®,.B de ® ®, B pour la topologie
(r ® 1)-adique, agit donc encore shity.

Définition 6.1.1. Le foncteur module des coordaras surB est le fonc-
teur Mg qui & un @-module formelX sur B, associe le(O®, B)-module
My ®o,B) (O, B) muni du Frobenius-.

On notei le morphisme structural de @-algébreB etI" : 9®, B —
B le morphisme dfini par I'(a®b) = i(a).b. Soit Mod@(B) la sous-
cakégorie pleine de celle de®9®, B)-modules localement libres munis
d’'un FrobeniusF : (Idy ®, Froky)*M — M, formée des objets tels que:

— il existe unB-module localement libre de rang a,tel queCokerF =
[y (w);

— ilexiste un entientel que le morphisme" : (Idy ®, Frotg)*M/nM—>
M/zM est le morphisme nul.
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Théoréme 6.1.2.(cf. [10] théoreme 2.2.6) Le foncteur module des coor-
donreesMg, de la caégorie des9-modules formelsdim X = 1) sur B,
dans la cakégorieMod C(B), est une antequivalence de cagories.

Remarque La preuve est la méme que dans loc. cit. dans le cas particulier
ot dimX = 1. Il suffit simplement de remarquer que dans [20} est un
B[[rq]]-module localement libre de rang celui @ekerF. Le B-modulew

est dong par(Lie X)".

Proposition 6.1.3. (changement de base cf. [10] 2.2.10) Soightin ©-
module formel suB, C uneB-algébre etX®g C, le @-module formel su€
obteny par extension des scalaires, on a alors I'isomorphistpéX ®g C)
= ((9®KC) ®((9®KB) MB(X)-

Remarque Le foncteur quasi-inverse eSi; tel que pour touB-algébreR:

Ge(M, F)(R) = {g € Homg(M, R) / g(F(m)) = g(m)“, ¥Ym € M}.

6.2 ¥-module de Dieudorasso@ a un®@-module divisible

Définition 6.2.1. (cf[7] §4 C) Un ©@-module divisible sur uné&™-algébre
locale R, compléte noettrienne de corpsésiduel isomorphe &, est un
couple (G, ¥ ou G est un scema formel en groupe suR, muni d’'un
homomorphism& : © — EndG, tel queG® est un@-module formel sur
R de hauteuh etG/G® ~ Spf R x (F/0)'.

Surk, un@-module divisible est caraetie a isomorphisme prés par le
couple(h, j); on le noteraz"J,

Proposition 6.2.2. Le foncteutMg induit une antiequivalence de cagorie,
de lacakgorie des9-modules divisibles suB, dans la caégorieMod B(B)
qui prolonge léquivalence du #oréeme 6.1.2.

Preuve :Cette proposition est unegeralisation simple du #oréme 6.1.2
de Genestier qui s'obtient paédssage des parti€tales et connexes.

Lemme 6.2.3. Soit(M, F) un @-module de DieudorinsurB. |l existe des
©-modules de Dieudos@nsurB, (M8, F&Y), (M€, F°) et une suite exacte:

0— (M®, F® — (M,F) — (M, F®) — 0

tels queF® : (Idy ®, Froh,)*M® — M¢® est bijectif, etF¢ : (Idy &,
Frob)*M® — MF est topologiquement nilpotent.
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Preuve :Dans le cas oB est un corps, leésultat est connu et la suite
exacte est alors scigé (cf. [18] proposition 2.4.6). Soient donc= B/m

et(M,F) = (M, F) ®g B/m qui est alors un®-module de Dieudori
surx’. On aM = M® @ M, le morphisme de Frobenius étant dona
—_ _C -
dans une certaine base, par une maiiate la forme('g A‘?et) ol A¢t est
inversible etA® topologiquement nilpotente. Hiest une matrice de passage,

la matrice deF dans la nouvelle base est alors deamparP~1Q(*P). Le
resultat @coule alors, parécurrence sur l'indice de nilpotencede m

(R= R/m'™%), du lemme suivant. o

Lemme 6.2.4. SoientR une®-algébre locale artinienne &R le quotient de
R par un iceal m de carte nul. On suppose gu'il existe une baseMigelle

- _ _ AC
que lamatricecQrRdeF g RdansM®rR, estde la form< Aé’“ A%) ,

ol A est inversible efA° topologiquement nilpotente. Il existe alors une
matrice de passage de la formdd + P’ ou P’ est une matrice a coefficients

C
dansm, telle queP~1Q(*P) est de Iaforme( :gxt A?e‘) avecA®inversible
et A® topologiqguement nilpotente.

Preuve :Commem est de cag& nul, pour toute matric®’ a coefficient
dansm, la matrice*(l4 + P’) est la matrice iden& Onécrit Q sous

la forme (8: 82) , ol la matriceQ, est inversible. En prenar®’ =

0 1
forme cesiiee. O

Lemme 6.2.5. (cf. [10] 2.1.5) SoieniG;, G,, G3 desSpecB-sctemas en
groupes finis, plats, de psentation finie, qui, localement pour la topologie
f.p.g.c. sur SpecB, se plongent dan@gB, pour un certain entieN. On
suppose que l'on a la suite exacte

-1
1-Q2Q, ) P = lg+ P/, la matriceP~1Q("P) = P1Q est de la

1—)G1—U>Gz—U>G3—>1

(ce qui signifie quer est un noyau de dans la caégorie des sdmas en
groupes affines commutatifs et quest plat surjectif). On a alors la suite
exacte

0— MG3_> MGZ—> MGl_)O-

Ainsi d’aprés le teoreme 6.1.2, pour montrer la proposition, il suffit
de montrer queMg établit uneéquivalence de cegorie des9-modules
divisibles étales suiSpecB (G° = 0), dans la c&gorie des9-modules
de Dieudong (M, F) tels queM® = 0. Le resultat @coule alors de la
proposition suivante. O
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Proposition 6.2.6. (cf. [18] proposition (2.4.11)) Les foncteurs contravari-
antsG,. et M- entre la caégorie deg9-modules de Dieudo@{M, F) sur

k' tels queCokerF est de dimension iéfieure 1 (en tant quex’-espace
vectoriel), et la catgorie des®-modules divisibless sur «’, sont quasi-
inverses I'un de l'autre. De plu§, (M, F) estétale (resp. connexe) si et
seulement sM¢ = 0 (resp.M® = 0).

Remarque Un @-module divisible suk’ est ici un@-module divisibleG
surx’ au sens de [18], tel que &i° est non nul alors il est de dimension 1;
ce qui explique la condition sugghentaire sur la dimension @okerF
par rapport a Enoné tel que I'on peut le trouver dans [18].

6.3 Theoréme de Serre-Tate

On noteST I'application qui a toutD-faisceau elliptique @fini sur une®,-
algébre locale artinienne, fait correspondré&lemodule divisible assoei
par la proposition 6.2.2 afl,-module de Dieudortnde la proposition 5.3.1.
Des @sultats de 6.2.2, de 5.3.1 et du fait gug, — Ma, estétale si
o0 ¢ V(l), on a le tleoréme suivant dit de Serre-Tate.

Théoréme 6.3.1.(Serre-Tate en dehors de la caradstique) Soitz un
point geonetrique de la fibre spciale deM o, pour | un ideal de A tel

gue o n'appartienne pas &/(1). On notew/Dz le compéte formel de
M o enz. L'application ST ci-dessus induit un isomorphisrtE{To)Z =
Spf(Defg’j), ou Defg’j représente les@formations du,-module divisible
=i (cf. [7] § 4 C).

On rappelle (cf. loc. cit.) qu@efg’0 est I’anneaLDefB de la premiére
partie et que pouj > 1, Def! est isomorphe ®efi[[d?, - - - . d.

7 Etude de la mauvaise eduction

Le but de ce paragraphe est d&fidir desmg-structures de niveau sur les
D-faisceaux elliptiques da(, , (0 ¢ V(1)) et de prolonger le€sultats des
paragraphes predents.

7.1 mg-structures de niveau: bases de Drinfeld

SoientSun sclema et(&;, ji, ti) un S-point deM, , pour | un ideal deA

tel queo ¢ V(). Soient(¥ o, t;) le couple construit au paragraphe 5.3 et
pour toutn > 0, ¥, I'image directe deF, ®g, (Oo/ (7)) relativement

a la projectionSpec,/(n])) x S — S. On note Gr(F o) le fibré
vectoriel assod@ a I'ensemble deslementsu de 77 | tels queu(t; (X)) =
u(x)4vx € o, out; , estle Frobenius induit paf.
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Lemme 7.1.1. Pour tout entiern, Gr(¥, ) est unS-schema fini d’ordre
q"Y, en®,-modules et on a la suite exacte Sescléemas er9,-modules

0 —> GI(Fon) — GN(Fons1) —> GH(Fons)-

Si P est unR-point d'un sclemay, on note[P] le sousR-sctema de
Y qu'il définit. Pour(PR,) une famille finie de tels points, on no}e[R ]
le sous-scbma deY défini par le faisceau d’iglaux produit des faisceaux
d'idéaux dfinissant le$P;].

Définition 7.1.2. Une mJ-structure de niveau su€;, ji, tj)/Sest un ho-
momorphisme dé,-modulesy, , : (OO/mQ)d —> Gr(Fon)(S tel que le
sous-schma Z [t6.n(2)] de GI(Fo,n) coincide avedsr(Fon).

z€(Oo/mP)d

Pour toutélementz de (Oo/m3)?, ¢, ,(2) est unélement defF . tel
que ¢} (1, n(2)) = 1, (29 Le morphismer,, fournit alors un homo-
morphisme de9,-modules(@,/mM? — F 5. qui aprésequivalence de
Morita, donne un homomorphisme d&,-modulesn : Don —> €, tel
gue le diagramme ci-dessous commute

lo,n *
c(DO,I’I go,n
‘ﬂz,n
Tlo,n

"€on

Soit S est I'ouvert comg@mentaire ddagl(Spem(o)).

Proposition 7.1.3. Si le morphisme, , est unemg-structure de niveau,
alors i, , ® s Os(S°) induit un isomorphisme dé,-modules

(Oo/mY?H O5(S) —> (Fon ®os Os(S))".

Preuve :Le morphismey, , étant unemg-structure de niveauddinie surs,

le sous-scma Z [ton(D] xs S deGr(Fon) xs S coincide avec
2e(Oo/m)d

Gr(Fon) xsS. Le sclemaGr(F,,) xs S étant finiétale surs®, on en

deduit que lest;, ,(2) ®os O5(S)) z¢(0,/mpye fOrment une base deF o n ®os

Os(S°))*, d'ou la proposition. O

Proposition 7.1.4. On suppose qué est un schma intégre et ques’
est un ouvert non vide d& Si 'lhomomorphisme d€&),-modulesi,, :
(Oo/mD)? —> GI(Fon)(S induit un isomorphisme;, | ®os Os(S) :

(Oo/mDIROK(S) —> (Fon®0s0s()*, alors, , estunen)-structure
de niveau.
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Preuve :On noteX le faisceau d’anneaux d8r(¥,,) etJ le faisceau
d’'idéaux de2l sous-jacent als-sctema Z lto.n(2)]. Par hypothese

z€(@o/mp)d
J ®ps O est le sous-faisceau nul 8eR o, O et commeSest integre on
en ceduit qued est le sous-faisceau nul @e O

7.2 Varietes de moduled(, , pour | arbitraire

Lemme 7.2.1. SoientSun sclema,Z/SunS-sctemafinietPy, - - - , Py des
S-points deZ. Il existe un sous-sé@ma fern@ S de Svérifiant la condition
suivante: pour tout morphismg — S, le sous-sohmaZiN:l[Pi xg S]de
Z xs S coincide ave& x s S, si et seulement si le morphisme8aansS
se factorise pas,.

Preuve :PourS — Sun S-sclema, 'ensemble des familles de sections
Py, -, Py de Z(S) telles queZiN:l[P,] en tant que sous-sema dezZ
coincide avecZ, forme un faisceau sur le gros siéale (Schy Se. On
se ramene donc a supposeke= SpecR affine etZ libre surSpecR et a
ne consiérer que desS = SpecR affines. On choisit un isomorphisme
7 >~ R et on noteld I'id éal de®, définissant le sous-sémaZiN:l[P.]
de Z. On choisit un systéeme deerateurs fi) du sousR-module deR™
sous-jacent al. Pour R une R-algébre, le sous-sémaZiN:l[H xr R
coincide ave@ x g R si et seulement sil'idalJ@r R de@®@7z ®r R est nul.
Celaéquivaut au fait que toutes les composantesfdaient une image nulle
dansR'. La conclusion du lemme est donc satisfaite par le sousrsaly
de Sdéfini par I'ideal engendr par les composantes dgs |

Proposition 7.2.2. Pour tout n et pour tout ickal | tel queo ¢ V(I),
le morphisme€llx p may — €llx o, est relativement ref@sentable et
méme affine.

Ainsi d’apres le paragraphe 4.2, pour tougadll de A, €llx o | /Z est
un champ de Deligne-Mumford s@pec®,) que I'on note encorey | .

7.3 Prolongement des correspondancésmgtriques de Hecke

Au paragraphe 4.2, nous avons ragpebmment Laumon Rapoport et
Stuhler associaient a to@émentg> de (D%°)*, des correspondances
géonetriquesc; etc, sur les vates .M o, definies au dessus @pecF,).

L'objet de ce paragraphe est de montrer que ces correspondances peu-
vent étre prolonges surSpec©,). On poseS = M, = IiLn Mo et

|
S = S®p, Fo- L élementg™> définit d’apres loc. cit., un morphisme
S — & et donc un morphism& — S. On veut montrer que ce mor-
phisme gue I'on not¢g™1° se prolonge en un morphismg™] : S— S.
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Le sctema S étant ouvert dans§ réegulier, il y est dense et un tel pro-

longement est foement unique. Il suffit alors de montrer que pour tout

recouvrement ouve® = UU;, le morphismdg>]° x U? : U? — U; se

prolonge en un morphisnig>]; : U; — Ui, la condition de recollement

étant automatique d’apres l'unigitiu prolongement. Soit doht = SpecR

un ouvert deSet R° le locali$ deR correspondant @°. Le sclemaSétant

regulier, R est integre et s'injecte dari®’. On note((&;, ji, ti), ™) le D-

faisceau elliptique universel siR. On reprend ce qui est fait dans [17] en

veillant a ce que les morphismes que I'on construit, soiéfing surR.

— L'action naturelle dgD>)* sur((&;, ji, ti), t*°) est ck&finie surR.

— Limage de((&i, ji, ti), ) par unélement dePicy est le couple((gil,
jitth, b ot (&1, ji, th) et:=%1 sont comme dans loc. cit. g est

donrée paréquivalence de Morita pap’ = lim i, lequel est éfini
n

comme suit. Lisomorphism&, , —> &3 , définit pour toutn positif un
isomorphisme de&s-sctemasGr(¥,,) — Gr(F2,) et:l est alors
définie par la commutativ@t du diagramme
Gr(Fon(U)
‘é),n

)
1/ T

(Oo/mD)? —"> Gr(FL ) (U)

D’apres la proposition 7.1.3, , ®r R° est un isomorphisme; il en est
donc de méme pou@;;'n ®r R° et d’'aprés la proposition 7.1.R(Etant
regulier),.l, est unem?-structure de niveau sq€;, ji, tb).

— Sig™ est unélement dg D>)* tel queg, est trivial, les morphismes;
etc, de loc. cit. sont alorséfinis surR. Soit doncg, € DX N D,. Le
morphisme, = lim ¢, , fournit un diagramme commutatif

n

DR R—> &
. J{té‘
lo

‘L’g*
(0]

tel que d'aprés la proposition 7.1.3®r R°: Do X R° — &} @r R° est
un isomorphisme. Comme dans loc. cit., @fidit 'endomorphismég,|*
de &; ®r RO tel que le diagramme suivant est commutatif

tg®RR0

Do X R =

\LXQO l[go]*
donR0
Do R — 2 gr @ R.

& @R RO
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Soitr unélement deRtel que[g, ®r1* est céfini suré}. On cfinit'image
(&1, j1 th, ) de((&i, ji, ), ) par gy * par les produits

(& ——=¢&;

Bi l l[%@r]*

g — ~¢&:

Le morphisme; induit un isomorphismé. %) —> F % et pour toutn,
on cefinit ik, : (Oo/mP? — (F73,)* comme l'application induite par le
compo (a; ®1d)org . Le morphisme;, , xr R° étant unisomorphisme,
ilen estde méme dén x rR°. Ainsi d'aprés la proposition 7.1.41,;’n estune

md-structure de niveau su€?, j1, th). Le fait ques! ®r RC estisomorphe

a celui don@ dans loc. cit., @coule du lemme suivant.

Lemme 7.3.1. Soient&; etéi' donreés par les diagrammes suivants

éi/—>8i,o gi/—>8i,o
O R L
& —E&io & —=E&io

ouU &; est unOxspecr-Module localement libre de rang fini et gest un
morphisme d& x specr-modules. Alorss; etéi/ sont isomorphes.

Preuve :On aé; ~ Img C &, é’,’ ~Img C & etimd ~r.Img.
L'anneauR étant intégre, pour tou?x . specr-module localement libre de
rang fini#, le morphismef — r.%, mr— r.mestunisomorphisme
de F surr.¥, d’ou le lemme. O

7.4 Treoréme de Serre-Tate et structures de niveaux

On reprend lesésultats de Drinfeld dor@s dans [7] 84, dont on pourra

trouver une pesentation dans [2]. SoieRtune®™-algébre locale compléte,
noetlerienne, de corpesiduel isomorphe aet G un @-module divisible
(G est de dimension 1) sUR de hauteud = h + j (i.e. le @-module
de Dieudong asso@ (M, F) est de rangl et (M€, F°) est de randh (cf.
6.2.2)). On notd5,,, le SpecR-sctema en groupe des points gé-torsion.

Définition 7.4.1. Une base de Drinfeld de niveausur G est un homomor-
phisme de9-modules

tn: (m"/O0)" — Gy(R)
tel que le sous-sé@ma Z [tn(2)] de G, coincide ave&, (m = ().

ae(m~—n/@)d
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— Dans le cas otz = (f, ¥) est un@-module formel suR (de dimen-
sion 1) de hauteun, la donrée d’une base de Drinfeld de niveasurG
est la donge d’'un homomorphismg : (m™"/O)" — N = G(R) ol
N est I'ideal maximal deR muni de la structure d&-module céduite
de G, tel que les sries formelles), (X) et ]‘[ae(m,l/(g)h(x — in(@)) se
déduisent I'une de I'autre par multiplication par une ardeR[[ X]]. En
particulier siR = &, un tel homomorphisme est f@ment trivial.

— Dans le cas greral, G est une extension dd-/©)! par G°. On a ainsi
une suite exacte

0 — GS(R) — Gp(R) — (m™"/0O)!.

Le morphismey, est alors une base de Drinfeld si et seulement si les
deux conditions suivantes sorénfiées:

— le compog (m™"/©)I*h L5 G,(R) — (m™"/0)! est surjectif; son
noxauK est alors un facteur direct dans"/0)9, isomorphe &m—"/
o

— larestricition de, a K est une base de Drinfeld sGt.

SoitC la cakgorie dont les objets sont 188" -algébres locales complétes
noetteriennes dont le corpgsiduel est isomorpheia Les morphismes de

C sont les homomorphismes locaux @& -algébres.

Théoreme 7.4.2.(cf. [7] 4.5) SoitG un @-module divisible suk, de hau-

teurh + j (h > 1 étant la hauteur dé5°), muni d’'une base de Drinfeld
de niveaun, t,. Le foncteur qui a un objeR de C associe I'ensemble
des @formations suR du couple(G, ) est repésentable par I'anneau
Def® = Def"). L'anneauDef™! est egulier et pourm < n, le morphisme
naturel Def:) — Defl") est fini et plat.

Dans la proposition 2.1.3, on donm@ef® dans le cas oG est un
Oo-module formel. Dans ce cas on note cet anrBeff ot h est la hau-
teur deGC. LanneauDef!l est egulier et les morphismeSpegDefll) —
SpecDef) (m < n) sont finis et plats. Drinfeld montre alors qDef’
est isomorphe ®ef[[d], - - - |, di].

Lemme 7.4.3. SoientSle spectre d'un@, algébre artinienne et(&, ji, t;),
1) un S-point deM o. Le morphisme, , : (mg"/0o)? —> Gron(F o), Ol
n est la multiplicie deo dansl, est alors une structure de niveauwsur le
Oo-module divisibleGry(F ).

Preuve il suffit de remarquer quér,(F o) est done par la limite inductive

surn desS-sclemasGr(F o). O

L'application ST du paragraphe 6.3 se prolonge donc avecnigs
structures de niveau et ledbréme 6.3.1 seageralise.
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Théoréme 7.4.4.(Serre-Tate) Soiz un point geonetrique de la fibre e
de M, o, pour | un idéal quelconque dé. On noten la multiplicité deo

dansl et Q/%/T@Z le compéte formel deMm, , enz. L'application ST induit
alors un isomorphismem ), —> Spf(Def)).

7.5 Proprétés locales des( ,

Soit I’ un idéal deA tel queo n'appartient pas &(1"). Soientx un point
géonetrique de la fibre fiale deM, , ety un point de la fibre griale
M7 .mp,0telS QUE | my 11 (Y) = (X). ONNOtE(M 17,0) ) (rESP (Mi".mp.0) ) 1€

compkte formel deM,. o enx (resp. deM  mp 0 €Ny). D’apres le tkoreme
de Serre-Tate ci-dessus, on a un diagramme commutatif

(Mi"mg.0) ) ——> Spf(Defld-")

lrlﬁmg,l’ l

(M17.0) y —— Spf(Deff*™")

ou h est la hauteur d&r$(F o).

Proposition 7.5.1. Pour tout ickal | de A, M, , est regulier et.M, , —
Spec,) est propre. Pour tous les &ux! c J de A, le morphisme de
restriction du niveau ;, : M, —> M, estfini et plat.

Preuve :La régularié deM , découle du tBoréme 7.4.2 et du#oreme de
Serre-Tate. Le morphisme de restriction du niveiéi, — M a o €tant fini,

la propreé deM | , — Spec©,) résulte de celle d( 5, — SpecV,). En
ce qui concerney, le résultat se éduit du tleoreme de Serre-Tate et du
fait qu’un morphisme d’anneafd — B est plat si et seulement si pour tout
ideal premier de A et tout iceal premierP de B au dessus d#, Bp est

un Ap-module plat. O

Il Stratification de la fibre sp éciale deM o
8 p-faisceaux sur une base et stratification de S

Soit (V, ) un ¢-faisceau sur un sémas, c’est-a-dire queV/ est unOs-
module localement libre de rang fimj muni d’'une applicatio®s-linéaire
¢ : FroblgV — V. Soit S = U, SpecR¢ un recouvrement affine d&
tel queV ®e R est libre. Soient(vi)1<j<n Une base d&/ ®qs R« et
M = (m; j)1<i j<n la matrice dep ® g R« dans cette base,

n
(p(Zri®vi>= Z mi,jri“vj, Viri € Re
i=1

1<i,j<n



604 P. Boyer

Pour tout entieh tel que 1< h < n, on cEfinit MP = M("M)--- (fh*lM).

Pourg < n, on notef ! 'ensemble des partiesggelements dé1, - - - , n}.

Pourl et J deuxélements deF et M une matrice ca& d’ordren, on note
M), la matrice caie d’'ordreq extraite deM, constitiee deslementsm; ;

pouri € | etj e J.

Proposition 8.1. Pour tout entieth tel quel < h < n, soitREh le quotient
de R par l'idéal engende par tous les mineuredet M), ; d’ordre (n —

i + 1) des matricesM", pour tous les tels quel < i < h. Cette @finition

estincependante du choix de la bagg)1-i<, deV ® o4 R«. Pour tout entier
h tel quel < h < n, on peut donc &finir le sous-sobma ferné S=" de S,

par recollement deSpec th). Le sclemaS=" est un sous-sé&ma fernd

de SSM-1 (S0 = 9) et on poseS=" = SN\ =+,

Preuve :Soient deux baseQi)i<i<n €t (v))1<i<n deV ®os Rc et M, M’
les matrices d@ ®q R« relativement a ces bases. On nétda matrice
de passage d@i)i<i<n a(v))1<i<n. On a alorsM’ = P-IM(*P). On note
J (resp.7’) les ickaux deR, engendes par le€lementsdetM"), ; (resp.
detM"), ;) pour 1<i < netl, J e F17'*1 Le lemme suivant montre
alors qued = 7. O

Lemme 8.2. (formule de Cauchy-Binet) Sakun anneau commutatif. Pour
tous X, Y € M, (A), pour tout entierg < n et pour tousL, H € £, on a
I egalite

det(YX)LH = Z detY k. detXkH.

Ke?’ﬂ

Remarque :On notera queS™" est le lieu ol pour tout entidrtel que
1<i <h,¢': (Frobh)*V — V est de rang irérieur ouégal an —i.

En particulier en tout point fersSpeac — S, ¢ x s Spear est de rang
inférieur auegal an — h.

9 Application & I'anneau universel des @formations d’'un @-module
divisible

9.1 Le®-module de Dieudorindu®@-module divisible universel

Soit(M, F) un objet de la cégorieMod B (i), de rangh+ j olih > 1estle
rang deM®. D’apreés la proposition 6.2.2 et leéssultats de Drinfeld (cf. [7], la

déformation universelle deM, F) est dfinie surDefg’j ~ Deff[[d?, - - -,
d%1], otiDeff ~ @™[[ay. - - - , ay]] repiésente leseformations deM®, F°).

Proposition 9.1.1. La déformation universelle deM , F) surla®™-algébre
Def)’, est le couple(Myniv. Funiv), Ol Myniy €st un(@"&@:O"[[ay, - - -
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an+jlD-module libre de randy + j (anyi = d® pourl <i < j), munidu
FrobeniusFyniyv : (Idgn ®z Frob)*Muniv —> Muniv. dont la matrice dans
une certaine base est

(O---n’@l—l@f[/ 0 ..- 0
- o ) )
0-- any1 D11--- by
0... aj+h bj,l”’ bj,j

ol 7’ est une uniformisante d@™ et ol la matrice desby|)1<ki1<j €st un
reléevement de la matrice inversible &&.

Preuve :Le morphisme structural: O®" —> R étant un homomorphisme

local de®""-algébres, par contington peut supposer quest artinienne
et on raisonne paeécurence sur 'indice de nilpotencele son i@al maxi-
mal M. Pourr = 0 (i.e. R = k), la proposition est exacte cardemodule

de Dieudong (M€, F°) étant cyclique, on peut choisir une base\dgelle

— C
gue la matrice dé- dans cette base soit de la forr‘(eAO ;‘) avec A®t

0.-.. 7
inversible etA = | 1 -. 0 |, oun’ est une uniformisante d@". Par
0.0

hypothése deacurence, pouR = R/M' 2, il existe une basbdeM ®r R
dans laquelle la matrice deR g Rest de laformeé@siee. Le esultat écoule
alors de la proposition 5.2.2 et du fait suivant. L'ensemble des matrices as-

sockes awelements dédom,; (M ®r R M ®g M) o (F ®r R) dans la
baseb, est I'ensemble des matrices telles que toutes les composantes de la
h-ieme colonne sont divisibles paf ® 1, c’est-a-dire que dansétriture

> o T ® ay, le termeng est nul.

Il ne reste plus qu’a justifier le terme®1—1®7’. Celui-ci peut s&crire
sous la former’ ® 1 — 1® o oll« est unélement ded™[[ay, - - - , anyjll de
sorte queCokerF estisomorphe 8™®: O™ [[ay, - - - , @, 11/ (7’ ®1—1®
). Par hypothés@okerF estisomorphe B, (w) ouT" : O"®:O"[[ay, - - - ,
antjll — OM[ay, - - - , @n+j]] est don@ parl'(a&b) = a.b (cf. la céfini-
tion 5.2.1). Le@"®;O™[[ay, - - - , any;]]-module, CokerF étant t& par
7®1-1Q«, onadonax = n’. ]
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9.2 Definition des anneaux quotierBef /="

Soit (M, F) = (Mh,1, Fn1) @ (M0, Fj0) le ©-module de Dieudorssur
& tel que la matrice d€ dans la base canonique Ne= (@™)9, s’ecrit

0.--70... 0
1°-.0: :
0-.00.---0
0...01 0
: 20 .

0---000 l

La deformation universelleMS,,,, F&,) de(Mh 1, Fn 1), définie suDef} ~
O™[[ap, - -- , ay]], est telle queMS,,, est un((9”r®KDefB) module I|bre de

rangh, muni d'un morphisme de Frobenit, : (Idgn ®: Frob)*M¢S,,

— M¢,;, dont la matrice dans une certaine base (que I'on n@&era; <p),

est
0 0 7®1-1Q®~n
. 10 ... a
Auniv = 0. -
0.-- 1 an
La déformati(_)n universelléMyniv, Funiv) de (M, F), définie sur IaDefB-
algébreDef)! ~ Defl[[d?, - -- .d7]], est telle queMyny est un(O"®;
Defg’J)-moduIe libre de rand—h, muni d’'un morphisme de Frobeni&g,iy
dont la matriceA,nyy dans une certaine base (que I'on not@a<i<nhy ;)

est(A“”'V . ) , 0U Agy; a toutes ses colonnes nulles saufilame qui est
xt

A1
égalea| , (@4n:=d® 1<i < j).Pourtout entien, on pose
8j+h

(Muniv,n, I:univ,n) = (Muniv, Funiv) ®(@”Y®ED6fS’j) <(A9nr/(7tn)®,zDefg’j>

(Munlv n» un|v n) — (MUFIIV’ unlv) ®((9”f® Defh (@nr/(nn)®?Def8> .

On considere aloréMuniv.1, Funiv.1) (resp. (Mg, 1> Finiv.1)) COMme unp-
faisceau surDefhJ (resp. surDef! o) de rangh + j (resp.h). Pour tout
entierh’ tel que 0O< h’ < h, on noteraDefh =i (resp. Defh >h) 'anneau
(Def =" (resp.(Deff))="") défini au paragraphe prcedent
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Proposition 9.2.1. Pour tout entieth’ tel que0 < h’ < h,ona

Def?) h=0

Def= Defl @gn © h=1
(Defd @ £)/(@2, -+ ,aw) 2<h <h
0 h' > h.

Preuve :La matrice (A7, D' assodee aF¢

univ, 1’

dans la basée ® g

K)1<i<h, €St de Iaforme(oihhhh/ *) De plus la(h — h’ + 1)-éme colonne
a

de (A, )™ est la matrice colonng : | (a1 = —1® x). Il suffit alors
an

de remarqguer que pour tous les entiergtels que 1<i < h’' < j < h,
le coefficient de la-eme ligne ef-eme colonne déAS,,, )™ appartient &
l'id éal deDeff) engende paray, - - - , &. ]

Proposition 9.2.2. Pour tout entieth’ > h, Deffy 12" est nul et pouD <
h' < h, Deff="" est isomorphe Def}" Opefy Defh =~ peff="[d?,
. d?]]. En particulier Deffy /! estegal aDefﬂ ® g K-

Preuve :Pour touth’, la matrice(Auniv’l)’h/, dans la basée ® g €)1<i<htj,

c h L
est de la forme[ Punv)” O} Ajns; Def[‘,’J’—h est nul pourh’ > h
xth
et pouri < h" < h, demander la nullé de tous les mineures d'ordre
h+j—i+1de(Aumiv1)" estequivalent a demander la nudile tous les
mineures d'ordrér — i + 1 de (A5, )", d’oll la proposition. i

Pour touth’ tel que 0< h’ < h, on pose

! — ! h _h
<Munr||vv FunIi'lv) = (Muniv, Funiv) ® (6", Defl)) ((9nr®,(Def 2k ).

o Fa

univ> ' univ

Corollaire 9.2.3. Pour tout entierh’ tel que0 < h' < h, (M="
admet le évissage

=h’ =h’ h h’
0 — (M A et) - (M UnIVC’ I:unlvc

univ. > ' univ ) o

:h/
univ? univ) ? (M

ou Mz et (resp. Mh ) est un((9'"®KDefh ="y module libre de rang
constantégal aj +h — h' (resp.h’) et F,®" est bijectif (respF,© est

X X univ’ univ
topologiqguement nilpotent).
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. '.: /
Preuve :Le resultat @coule de laforme de la Matriégniy @ p . Defg"’ h
0
. . , I / . .
donree ci-dessus et du fait qu&kmentay 1 de Defg’J’ " est inversible.

I suffit en fait de montrer qu'il existe une matrice de passégee la
forme lj;h + 7 ® PL + --- telle que p-1 hh‘i(,:h ("P) est de la forme
AL A
Az Ay
inversible. On calcule leB, de proche en proche. PoBy, montrons que Si
on poseP = < Ic;‘ nIF)l), la matriceP—L AL (*P) est de la forme &siee
j
modulozx?. Cela revient & montrer qu'il existe une matriega coefficients

dansDefB’j;:W telle queA; + A1 (FPy) — Py A4 est nulle. La matricé\; étant
cycligue nilpotente modula, et la matriceA, étant inversible, on calcule
les lignes deP; de proche en proche. O

Entermes d&-modules divisibles, la situation séctit comme suit. Soit

GMi le 9-module divisible universel sBpec Def’. Pour tout entieh’ tel

que 0< h < h, soitGM =" |a restriction d&&" | au fernéSpegDef] ")
TN Spec{Defg”). Sur l'ouvert Spec(Defg’“:h/) SN Spe((Defg’“zh/),

Ghii=n' — ghi : SpecDef =) admet le @vissage

, oU A, est nulle, A; est topologiquement nilpotente &4 est

XSpec(Defg’j’h/
ie—h i-—h’ i-—h
0 (Gh,J,_h )C Gh,j,_h (Gh,j,_h )et 0

ol (GMI:i=M)et est étale et(GMI*=")¢ est, en tout point feré de Spec
(Defg’“:h ), un @-module formel de hautedr.

9.3 Les composant&pecDef :=") , pourn > 0

Pour tout entien positif, on cefinit Def=" et Def =" par changement
de base

hi=h' . _ h: >h’ h hji=h' . _ h.ji=h _ h,j
Def=" := Defy ™" ®pen Defy, Defy := Def Bpef! Def .

Pourtoun, Def, entant qu®eff-algébre, estisomorphéief[[d?, - - -
d"]] et doncDefl =" estisomorphe ®ef="([d], -, dM].

Remarque Avec ces notations onef 1> = Def?) @ ;. k =~ (Defl® 4 k)
[[dn’ ) d?]]

Lemme 9.3.1. Pour tous les entiers positim, n tels quem < n, le mor-
phisme de restriction du niveggpe¢Def1:=") — SpegDefl1:=") est
fini et plat.
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Onmunit(M, F) d’'une structure de niveay, tel que le noyaw\;_.,, C
(m~"/©)"1 de, est engendr par lesh-premiers vecteurs de la base
canonique. Aprés le changement de Uae(%J — Def',}’J, (Muniv, Funiv)
est muni d’'une structure de niveawniverselle ., yniv qui relever,. Pour
toutélementz de (m™"/0)" 1, 1, univ(2) est unélementm* de (Myniv.n)* tel
guem*o Fyniy = (M*)9 (la condition de Drinfel'd s’exprime sur l@-module
divisible universel assog). On considére alors le morphismjé

(m™"/0)"™ x SpecDel =" — (m* e (MM eh* | m*

univ,n

o Fan, ot = (m")),

quiaurélementzde(m~"/©)"*! associe la restriction dg iy (2) AMZh €.
, < - = / —
D aprés le corollaire 923{,m* c (Munr?v’,?'lt)* | m* o FU”TV et _ (m*)Q} est

un faisceau e-modules suSpec Del1:=", de fibre(m"/@)"1-", La

condition sur, yniy d’étre une structure de niveay entraine que;[‘m?\,‘

est surjectif (cf. le paragraphe 7.4) et que le noyadetgﬂme\} est un sous-

(©/mM-module facteur direct de ramydansm—"/©)" x Spec Def1:="
contenu dang\;_,,. Sih’ > 1, K est donc de la forme

1] {A} x SpecDef =",
AeB(h+j.h".n,A1.h)

oUuPB(h+j, h’, n A1) estl'ensemble des facteurs directgae” /©)" 1 de
rangh’ contenu dang\;_.,,. On rappelle que pour tous Ies< t, I'ensemble
des facteurs directs den—"/0)' de rangs est en bijection avec I'ensem-
ble quotientGL(@/m")/P.sn OU P.sn est le sous-groupe parabolique
de GL{(@®/m") assodk auxs premiers vecteurg,---, e de la base
canonique. Cette bijection associe aélementg de GL{(O/m")/Psn,

le (9/m")-module engendr par lesg.g~! pour 1< i <'s, olig est un
element quelconque deL:(®/m") dans la classe dg En ce qui concerne
Def =" un élementA de GLn(©O/m")/ Py, st consiéré comme un
sous-module dé\;_x

Proposition 9.3.2. Pour tous les entiers, j eth’ telquel <h’ < h,ona

SpeeDefy! ™) = ||  SpeeDefp/ ™),
AcGLp(O/m")/ P, 1y

De plus tous leSpecDef =) , sont isomorphes et sont perrastsous
I'action naturelle deP, (@ /m").

Proposition 9.3.3. Pour tout élementz de (m™"/©)I*", dansDefl1:="
ona

nh
helz) = 0 <= (@)@ =0.
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Preuve :Pour 0< k < n — 1, soit fyi,x = (7 ® 1)&, ol (&)1<i<j+h
est la base dMun.v adapée aFyniv (cf. le debut du paragraphe guedent).
La matrlceAumV . deFh dans la baséf;)1<i<njn de Munh,vn, est de la

forme <é %) ou B est inversible de rang(j + h — h") et A" est nulle

(cf. le corollaire 9.2.3). De méme Cﬁ‘CI’Ith ' (2) sous la forme | B).

La matrice ligne assoge a(.>") @™ estaloregale &a | B)(AZH)"™M =
(BC' | pB"™). o

Lemme 9.3.4. Soienh) < h,desentiers ety unélementdé&s Ly (9/m")/
P o POUT Ay € GL(O/m")/Phpy o, SpeeDefy /2, est dans I'ad-
hérence deSpec(DefE’“:hll)A1 si et seulement sk C A,.

Pourj = 0, en accord avec les notationggrdentes, on pog®ef="") 5 =
(Def%=") o. LisomorphismeDefy =" ~ Defy="[[d], - d"]] et la
decomposition de la proposition 9.3.2, donnent la proposition suivante.

Proposition 9.3.5. Pour toutélementA deG Ly (©/m")/Ph 1.0, ON &

SpecDef =), = Sped( (Def=") ax & ([d], - -, d]]) .
n n J

10 Application a M o

On applique ce qui @céde au cas deB-faisceaux elliptiques. Po@viter
les problemes de champs, on supposera dans la suite oee I'ide A est
tel queV(l) contienne au moins un point fegndistinct deo. On noteM ¢,
la fibre sgciale deM| ;.

10.1 Definition des stratesi(;

SoientS le sclemaM, , et (€;, ji,ti) le D-faisceau elliptique universel
défini surS, muni de sd -structure de niveay . Pour touti, les fibresg; o
sont isomorphes et apréguivalence de Morita, I'applicatioty : *F, —>
F o permet de consgter¥ , ® o, k(0) comme unp-faisceau suSde rangd.

Définition 10.1.1. Pour tout0 < h < d, on cEfinit M?Q et Mfg‘ comme
respectivement le sous-gcha ferne S" et S=" introduit dans la proposi-
tion 8.1.

>1

Avec les notations introduites, onﬁfg = Mfg etMio= M-
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Proposition 10.1.2. Pour toutl <i < d, 'ensemble des pointsegnetri-
ques deM7, est le sous-ensemble des poinéngetriques de la fibre
speciale deM, , pour lesquels le polygbne de Newton est de la forme
suivante

c’est-a-dire tels que la partiétale (resp. connexe) d@,-module de Dieu-
donre est de rangl — h (resp.h).

Preuve :D’apres la remarque de la fin du paragraphe 8§si ji, ti, t1)
est le D-faisceau elliptique universel sui, , muni de sal -structure de

niveau universelle, alors pour tout 1< h < d, M,ZQ est le lieu ou pour tout
1<i <h, (tg,)’i . " ¥, —> F, estde rang iréfrieur ouégal ad —i. En
particulier pour tout point fer@Speac(0) — .Mfg, (t(’,)!d X, SPEeac(0)
est de rangl — h. Le noyau det] étant de dimension 1, on obtient que le
sous-espace propre as$ai0 est cycliqgue de dimensibn O

10.2 Etude des points supersinguliers

Soitc(0) une cléture algbrique dec(0). Dans cette section, cgtudie les
points geonetriques derg. On montre que de tels points, dits supersin-
guliers, existent et on en donne une descriptiogliqde compatible aux
correspondances de Hecke.

On noteD, «I»'algébre a division centrale s&rdont les invariants sont

. —1/d  six=o0
invy(D) = 1 1/d Six=0
invy(D) pourx # oo, 0

Proposition 10.2.1. Pour tout ickal I, .Mfg(k(o)) est non vide et corres-
pond a une unique classe d'isamgje.

Preuve :

— D’apres [17] 89, pour montrer I'existence de points supersinguliers il
suffit de montrer qu'il existe une-paire (F, IT) telle queF ®¢ F., et
F ®F F, soient des corps, quiegso)so(IT) = —[F : F]/d, ol est
I'unique place deF divisantoo et quex(IT) = 0, pour toutk # 5o, 6,
ou 6 est 'unique place d€ divisanto (cf. loc. cit. proposition 9.9 avec
h = d dans (iv)). Les points de la jacobienne Hea valeurs dans un
corps fini,étant tous d’ordre fini, soiin un entier strictement positif tel
quem.[o — deg0)oc] = 0 (degoo = 1). Il existe alors urglementf de
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F tel queco(f) = —dego)ym, o(f) = metx(f) = 0 pour toute place
x de F distincte des placesetoo. On posdlr = f ® 1/ dego)mdde
sorte que le coupléF, IT) convient.

— D’aprés loc. cit. proposition 9.13, pour montrer I'uniitle la classe
d’isogénie, il suffit de montrer que le coupl€, IT) ci-dessus est le seul
qui convienne. Soit don¢F, IT) un tel coupleF, ®¢ F est un corps et
si 6 est I'unique place dé& divisanto, on adeg6)6(I1) = [F : F]/d
et 6 est 'unique placex de F telle quex(IT) # 0. Ainsi on peut
consicérer F comme uneF-sous-algébre dB. L'algébreA de loc. cit.
assocke &F, IT), est une algébre a division centrale Butte dimension
(d/[F : F])? dont les invariants sont doés dans loc. cit. On identifie
alors A au centralisateur d€ dansD. Montrons queF = F et donc
queA = D. Soito un F-automorphisme dE et soitN un entier tel que
ITN appartient & *. Commed et o sont les seules placé@sle F telles
queX(ITV) # 0 et commer () = & eto(6) = 6, lesélementsIIN et
o(ITN) de F* ont les mémes valuations en toutes les pl&adsF . Ainsi
[N /o(T1N) appartient & et est une racine de I'uéit Il existe donc un
entierN’ > N tel quelIN = o(TTV) et doncF = F[IIN] = F[IIV] et
o estl'identi®. LextensionF /F étant €parable, on endtluitF = F. O

Proposition 10.2.2. 1l existe pour tout i@al | de A, une bijection de
M;3(%(0)) avec le quotienD*\ [(DXO"’)X/KK;O X Z] , le Frobenius §o-

métrique eno agissant par la translation de valedrsur la composant&.

De plus si(:M;,, C1, C2) est une correspondance de Hecke gdr, as-

socke a unélementg™ de (D)* (J est donc tel queK™° C K*°n

(@) ~1K*°g>°), la correspondance induite par ces bijections est

D*\[(D}*%)*/
KK”JO x 7]

/ K
D*\[(D}%)*/ _ DX\[(DFO)</
le’o x 7] KK’I’O x 7]

ol c; est induit par linclusionKg’y c Ki°}° et olic, est induit par la

multiplication a droite de(g°>°)~* sur (Dj’g”o)X et la translation de valeur
— val(det(g,)) sur la composanté&..

Preuve :Par rapport a[17] 89 et 8§10, le seul pointé&ifier est I'action d’un
élementg, de G L4(F,). Clairementg, n'agit que sur la composani Le
groupe PSL4(F,) étant simple, 'endomorphisme dkeassoc ag, est la
translation de valeurk. val(det(go)), pour un certain entiek. De plus si
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Jo est I'eélement du centre,, alors d'aprés l&,-linéarie de la structure de
niveau et d'aprés la proposition B.10 de [17], on obtiert 1. O

10.3 Preuve d’'une conjecture de Rapoport

Proposition 10.3.1. Soit z un point gonétrique derQ. L'entier h est
alors la hauteur du ,-module formeGr¢(F ,) assoce et pour tout entieln’

tel queO < h’ < h, 'isomorphisme du toréme de Serre-Tate! | ), =
Spf(Def 4~ oun est la multiplicie deo dansl, induit un isomorphisme

/; ~ Ji=h
(M7g), ~ SpfDefy =N,
D’aprés le lemme 9.3.1, on a le corollaire suivant.

Corollaire 10.3.2. Pour tous les iéauxl, J de A tels qued C I, le mor-
phisme de restriction du niveau surteieme strate ;| : M§2 — M,ZQ
est fini et plat.

Théoréme 10.3.3.(Conjecture de RapoportPour tout entierh tel que
l1<h<d,les stratestg sont non vides, purement de dimensiba h
et lisses suk(o) sio & V(I).

Preuve :Pour touth, M?Q contienLMT—g qui est non vide d'aprés la propo-

sition 10.2.1. Soient alorsun point geonetrique deMle eth’ > h tel que

—

z appartient aMlz[,‘ D’aprés la proposition 10.3.1, 'anneau Iocjaltfg‘)z
est isomorphe &pegDef?4~":=") oiin est la multiplicie dex dansl, et
Deffl-4-":=" est de dimensiod — h. O

10.4 Les composanteslfg‘)A pouro e V(l)

Soientn la multiplicité deo dansl et , la mg-structure de niveau uni-

verselle surS = M ,. Pour toutz € (m?/0,)¢, ty n(2) est unélementm*

de 73, tel quem* o F, = (m*)9. La proposition 9.3.3 motive laédinition
suivante.

Définition 10.4.1. Soit A un élément deG Lq(Oo/my)/Pynn. ON cEfinit
le sous-scema ferné (M;0)a de M7, comme le lieu d’annulation des

. h - .
sectlonSL;,,n(a)qn deF;, xsS™, pouradécrivantA.

La proposition 9.3.3 et le #oréme de Serre-Tate donnent la proposition
suivante.
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Proposition 10.4.2. SoientA, un élément deG Ly(Oo/mg)/Pynn €tz un
point geonétrique de(M;T) a,. Pour tout entierh’ tel queO < h’ < h et
pour toutéléementA de GLp(Oo/mg)/Pa . (0N considéereA comme un
sous-moduleﬂé\\h), l'isomorphisme de la proposition 10.3.1 induit l'iso-

morphisme (M ) a), ~ Spf(Def4-"="") , On a alors la @&composition

de lah-eme strate

=h =h
eMl,o = ]_[ (M"O)A'
AeGLg(Oo/my) /Py hn

Ces dfinitions sont compatibles aux morphismes de restriction du
niveau, c'est-a-dire que pour > n’ et Ay € GLd((DO/mQ’)/Pd,h/,n, on
a

-1 —h _ —
F g 1y <(Ml/mg/,o)A0) = ]_[ (Mg 0) A

Ac®B(Ag,n)

ou B (Ao, n) estl'ensemble desléementsA deG Ly(Oo/mg)/ Py rv.n qui ont
pour imageA, modulom?'.

Lemme 10.4.3.Soienth; < h, des entiers efA; un élement deG Lq(Oo/
mp)/Pan,.n. Pour Ay un élement deGLgy(Oo/my)/Pyn,n, le sclema

(.Mfg‘z);\2 est dans 'adkrence de(erhl)A1 si et seulement $h; C A,.

IV Preuve de la conjecture de Deligne-Carayol

Rappelons les hypothéses faites Bugt D au ceEbut de la deuxieme partie.
Les placeso, o de F sont rationnelles sur le corps des constatfitede X,
et F, est le corps local de la premiére partie. L'algébre a dividbmrest
ramifiee seulement en deux placgset x, distinctes des places, o, telle
que Dy (i = 1, 2) est une algebre a division. Dans la suitest un ical
de A tel queV(l) contienne une place de autre queo de sorte que les
M o Sont des sddmas.

Nous allons dans un premier temps rappeler éssiltats de [17] (15-
12, 15-13, 15-17) qui &kcrivent la cohomologie de la fibreegerique des
schkemas de modules(, ,. A partir de cesé@sultats de nature globale, nous
étudierons la cohomologie des cycles proches assadia spcialisation de
Mo, Notamment lorsque € V(I ). Nous montrerons que la r&gsentation
locale fondamentale intervient dans ces cycles proches et qé@su#at
global de [17] permet de&trire sa partie cuspidale.

De maniére analogue a 3.1, on considére l&gmie Cpw)x v, des
repesentations admissibles @B8>)* x W, ou W, désigne le groupe de
weil de F,. La notion de multiplicié y est alors éfinie selon un processus
similaire.
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11 Cohomologie globale de la fibre gnérique d'apres
Laumon-Rapoport-Stuhler

Soientn = SpecF le point gerérique deX et F une cloture algbrique de
F. On considére les groupes de cohomoldeaelique

Hnl = H" ((8||X@|/Z) X X/ SpeCF Q|

Pour toutn > 0, H”I est unQ-espace vectoriel de dimension finie, nulle
pourn > 2d — 2, et qui possede un@-structure. On a une action de
Gal(F/F) sur H,', définie surQ; et continue pour la topologie de Krull
sur Gal(F/F) et Ia topologiel-adique surH,. On choaisit une cl6ture

algebriqueF, de F, contenantF et on considére un diagramme

c Fy D 0y — k(0)
U u U
C Fo D Oy — «(0)

mC T

ou O, est la normalisation dé, dansF, etk (0) est le corpsésiduel de9,.
On noteraH,;‘ la repeésentation du groupe de WeNg, de F,/F, sur

- SoitH,\ Ia limite inductive sur tous les @ux| de A desHn . Les
correspondancesegrretrlques de Hecke du paragraphe 7.3 mduisent une
action de(DCX’)X sur Hn définie surQ, et commutant a l'action dgVg,.
Pour toutl, H! | = (H”) 21 est muni de I'action de¢?° induite par celle
de > surHn CommeHn , estde dimension finie, on eiduit le lemme
suivant.

Lemme 11.1. La représentationH,’ de (D3’)* x W, est un objet de
C(Doo)x WO

Pour z* une repesentation admissible &ductible de(D)* et o,
repesentation -adique iréductible deWr,, on notexroo®ao(H”) la mul-
tiplicité det™ ® o, dansH; . Soit St,, la repésentation de %telnberg de

DX.

Théoréme 11.2.([17] théoréme 14.12) Si* est une repgsentation ad-

missible, iréductible d&D$°)*, de dimension infinie, pour laquelle il existe

un entiern et une repesentatiorl-adique irféductiblec, de W, telle que
Arego(H ) # (0) alorsn = d — 1 et Sty ® ™ est une repésentation

automorphe dé} /n

Soitm, une repeésentation ieductible, cuspidale d L4(F,), de carac-
tere central d’ordre fini.
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Lemme 11.3. (cf. [17] lemme 15.10) Il existe une sous-répentation cus-
pidale IT de Lcus GLa(F)FX\G L4 (A)), telle quelly, =~ St, Iy = o,
et Iy, est cuspidale, ieductible, admissible pour= 1, --- , 4, oU Xz, X4
sont deux places distinctes des placeso, X1, Xo.

Proposition 11.4. (cf. [12]) Soit IT un élement deL s GLg(F)FX\
GLg(A)) vérifiant les hypothéses du lemme ci-dessus. Il existe alors un
et un seul a isomorphisme préémentr de L(D*FX\Dj}) tel que pour
toute placey # X1, X, Ty est isomorphe &l,. De plus la multiplicie m(z)

det dansL(D*FX\Dj) estégale al.

Théoréme 11.5.(cf. [17] 15.14) Soitr comme dans la proposition ci-
dessus. La multiplio?etktoo®ao(H,§‘o‘1) est non nulle si et seulementogjest

isomorphe &g, 4(70) ® | — | 5 , 0ULE, 4 désigne la correspondance locale
de Langlands (cf. le paragraphe 1.2). Dans ce cas, ellégale al.

12 Les cycles proches poum | , —> Spec©,)

On reprend les notations(,, = (€llx p.1/Z) xx Spea’, et M, s, Sa
fibre sgeciale. On posel s, := M s, Qo) K(0). D’apres le tikoreme de
changement de base propl=i.i',o’I est canoniqguement isomorphe en tant que
Q-repesentation d&Ve, & H"(M o ®speco,) SPEEF,), Q). Pour tout ce
gui concerne les rappels suivants, on&fénera a [23].

Les sclemasM , sont de type fini et propres sBpea®,. On considere
le complexe des cycles prochB¥,, (Q)) € D(M; s, Q)) SUrM, s, muni
de son action daVg, qui releve I'action du Frobenius eo sur M, c.
Pour tout point gonétriquez de M, s, on noteraR ¥, (Q)); la fibre de
R \Ilno(@) en ce point. On rappelle que pour toukld < d, la dimension
du support d&R ¥, (Qy) estinfrieure oegale &l —1—i. OnposeEV, | :=
H' (M, 5, R¥,,(Q))). Le morphisme de séma.M,, — Spead, étant
propre, on en @duit un isomorphismeVg, -equivariant

H | ~EV,. (12.1)

no,1 —

LesEV,, sont munis d’une action d&"* que I'on cefinit comme suit.
Si(M 3,0, C1, C2) €St UNE COrrespondancéaneétrique SuM | , assodée a un
element de#(°, c; etc, sont finis et la correspondance cohomologique as-
socke est éfinie par lacompde des trois applications ci-dessous obtenues
d’aprés les propéites de fonctorialé deRW,, :

- ¢iRY, (Q) — RVY, (ci(Q)), par changement de base;

- R\I!,,o(c*l‘(@l)) — R\I!,,O(C’z(@)), gue I'on obtient par fonctoriakt de
Rv,, a partir de I'adjointe de la fleche

Q —> 1. (Q) = c1.(Q).
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En effet, commeM , estlisse de dimensiahsurSped,, son complexe
dualisants'Qy, olie : M|, —> SpedF est le morphisme structural, est

canoniquement isomorpheQa(d)[2d] (cf. [20] expo€ XVIII). Comme
on atrivialement o ¢; = ¢ o Cp, ON obtient un isomorphisme canonique

entrecy (Q) = ci¢' (@ (—d)[-2d]) etcy,(Q) = cye' (@ (—d)[—2dD);
- RY, (6,(Q)) — c,RY, (Q)), par changement de base.

Cette action esté&finie surQ, et commute a l'action d&Vg,. L'iso-
morphisme 12.1 est aloi®° x We,-équivariant. La limite direct&€V, =

lim EVC',’ sur le systéme |nduct|f pard@té par les i@éaux| de A, les mor-

plhismes de transitiogtant induits par les morphismes de restriction du
niveaur ; |, est alors munie d'une action d€>, définie surQ, et commu-
tant & I'action deWg,. Les morphismes de transitidestant injectifs, pour
tout ideal | de A, on considéreEVi comme un sous-espace vectoriel de
EV! et on aEV) g = = (EVHX&, ou Iactlon dest° surEV, |, correspond

a l'action mdwte de#t° sur Ies vecteurs d&V; invariants sousk, .
L'isomorphisme 12.1 fournit un isomorphisn®?°)* x W, -equivariant
H! ~ EV,. Pour tout i¢al I, les Q-espaces vectorielEV}  étant de
dimension f|n|e onale

Lemme 12.2. Pour tout entieii, EV} estisomorphe &, , en tant qu'objet
de la caégorie C pw)x w,-

Le compkte formeLMI (2 deM o enun point @onetriquez de sa fibre
speciale est un s@ma formel suSpf(@”f) qui est sgcial au sens de [1].
Pour toutk positif, le falsceaLRk\Il,70 (Q)), construit par Berkovich dans loc.
cit., sur I_aflbre spciale deM, @ (réduite & un point), sera rmR"\Ilno(@
c’est un@Q,-espace vectoriel de dimension finie.

Théoreme 12.3.(Berkovichcf. [1] theoréme 3.1) Pour tout entigpositif,
il existe un isomorphisme canoniq@wy, (Q)); — RW, (Q).

Proposition 12.4. Le support deR' ¥, (Q)) est contenu dans lia+ 1-éme

strateeM>'Jrl de M, s,. De plus siz est un point gonétrique deM; pour

i <h< d, la fibre deR' W, (Q)) enz est(GLq(O0) x W,)-isomorphe au
Q -espace vectoriel de dimension finid' défini au paragraphe 2.2 pour
la O"-algebreDef!, otin est la multiplicié deo dansl .

Preuve :Pour tout entier, on a dimSuppg R ¥, (Q)) < d—1—i. D'aprés
le theoréme de Berkovich ci-dessus, pour tout poégdrgetriquez derQ,

lafibre deR' W, (Q)) enzne cepend que du compie formelM, , . D'apres
le theoréme de Serre-Tate, ce dernier est isomorphe au spectre formel de
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Defﬂ@k(o)k(o)[[tl, -+ ,t4_n]]. Cette fibre ne @pend ainsi que de la strate
a laquellez appartient. Les strateafg etant de dimensiod — h, on en

déduit que le support dB' ¥, estinclu dansvtﬁio“. En outre d'apres [1],

les cyclestvanescents dEépf(Def',}@k(o)/Z(o)[[tl, -+, tg_n]]) sontégaux a
ceux deSpf(Def!). O
Preuve du thoreme 3.2.2Soit | un idéal deA tel quen est la multiplicié
deo dansl. D'aprés la proposition ci-dessuf| , est un scema de type
fini sur Speco,) tel que la fibre deR \D,,O(@l) en un point supersingulier,
est isomorphe @31, Le theoréme écoule alors de [1] #oréme 4.1. O

13 Calcul des multiplicitési g, (H, ), pour 7, cuspidale

Soit M une repesentation admissible d®%°)* x W, . Pour toute ref@sen-
tation admissible iductibler, de GLq(F,) et pour toute ref@sentation
l-adique iréductibleo, de We,, on noterai,, s, (M), la multiplicite de
7o ® 0, dans la restriction d& & GLy(F,) x WE,. On a alors Egalig
numérique

Irogas(M) = D" A (M), (13.1)

M €A (7o)

OU Agiy(To) €st I'ensemble des reggentations admissibles éductibles
I1°° de (DY) telles que(IT™), ~ mo. En particulier s, g, (M) est nul
alorsine~gg, (M) est nul pour touélementl1* de Agiob(To)-

13.1 Les strates non supersinguliéres sont induites

On a vu que la stratification de la fibre&pale M, ¢, introduite dans les
deux paragraphesguedents, est compatible aux morphismes de restriction
du niveaur ;. En ce qui concerne les correspondances de Hecke, on a les
deux propositions suivantes.

Proposition 13.1.1. Pour toute correspondanceégnetrique de Hecke
(M 3.0, C1, C2) SUr M0, les sous-s@mas ferras deM ; o, cz‘l(MTjg‘) et
¢ (M) sontegaux am;h.

Preuve :Soientg™ un éléement de(D)* et (M ;,0, C1, C2) la correspon-
dance @onetrique qui lui est assaee pour un certain &hl J de A (cf.
le paragraphe 7.3). On rappelle qagest le morphisme de restriction
du niveau et que sié&;, ji,t) est le D-faisceau elliptique universel sur
8lly o 3, alors(&l, j1, th) = c((&), ji, 1)) estisomorphe &, ji, ti). La
proposition @coule alors du lemme 10.1.2. O
On note P, le parabolique de5L4 assod auxh-premiers vecteurs.
Avec les notations @edentes, on & nn = Ph(Qo/my).
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Proposition 13.1.2. Pour toutélémentA de GL4(Oo/mY)/Pan.n, les cor-
respondances de Hecke as&®s auxelements deA‘lPh(Fo)A agissent
sur (M7 Ma (I =mll" aveco ¢ V(I’)) c’est-a-dire

GHMD =c MDA = [[ M,

AeB(Am)

ouJ = I'm{' avecm assez grand (cf. la preuve) et (A, m) est 'ensem-
ble deséléementsA’ de GL4(Oo/my)/Pyn.m qui ont pour imageA mod-
ulo mg.

Preuve :Soit g, un élément deG Lq4(Fy) N My(O,). Le morphismec, du
paragraphe 7.3, qui correspond a I'actiorggé, est &fini comme suit. Les
ideaux! etJ sonttels qud = I'mg etJ = I'm]' aveco ¢ V(I'), oum est
tel que le noyau de l'applicatiog, : (Fo/00)% — (Fo/00)¢ est contenu
dans(m;M/0,)? et 'image de(m;™/9,)¢ par g, contient (my"/0,)".
Soit (8i univs Ji.univs ti.univ) le D-faisceau elliptique universel s& = M ;,
muni de samm-structure de niveau universellg, .- Il existe alors un
recouvrement ouvert d8par des ouverts affinépecR, et destlements;
de R, tels que I'on a le diagramme commutatif

4 ;
o,m,univ

(mgm/(%)d Fomuniv® R
gol J{[go@m]
‘:),m,univ
(mgm/(%)d F o.muniv ® R.

Le D-faisceau elliptiqueé;, j/, t') défini par le morphisme; (cf. le para-
graphe 7.3) est tel qu&, xs SpecR est isomorphe a I'imagég, ®
ri1(F o.univ X s SpecR)) et la structure de niveausur (&, j/, t/) est cfinie
sur chaque ouvef@pecR;, par la compaose

(m5"/00)" x R —> (m;"/00)" x Speck — F,,® R

ou la premiére application est dd parg, ® r; et la deuxieme appli-
cation, par la restriction dg muniv Xs SpecR; a (mg”/@o)d x SpecR;.

La proposition se @duit alors imnédiatement de cette description et de la
proposition 10.4.2. O

Proposition 13.1.3. Soiento une place deX'. Pour toutl < h < d,

I'action de GLq4(F,) sur .M se decrit a partlr de celle deP;,(F,) sur

(M™M= lim(M7$); comme l'induiteM" = (M5™;1 Xy GLa(Fo)
|

que l'on notera par la suiténdg 2 (MG");.

Preuve :Le sous-espacem; 0)1 est stable sous I'action d& (9,/mJ), oun
estla multiplicie deodansl . D’apres les propositions 10.4.2 et 13.1A/2§2
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estisomorphe au prodLﬂJMfQ)i X P (0o/mp) G Ld(Oo/myg). La stratification

étant compatible aux morphismes de restriction du niveau, en passant a la
limite on obtientM5" = (M5M); xp 0, GLa(O0). L'action de Py (Fo)

sur (.Mjh)i et la cecomposition d’'lwasaw& Ly(Fo) = Ph(Fo)GLg(Oy),
donnent alors legsultat. ]

13.2 Les strates non supersinguliéres ont une contribution cuspidale nulle

Proposition 13.2.1. Pour toutl < h < d—1, on a une bijectiorG Ly(F,)-
équivariante

lim HP(AGS, R, (@) = Ind5[¢ 7 lim HP((MH)1, R Wy, (@),
| |

Preuve :On commence paramontrer le lemme suivant.

Lemme 13.2. SoientV un k-espace vectoriel muni d’'une action d’un

groupe G et P un sous-groupe d'indice fini danG. On suppose que

V se cecompose comme une somme directe de sous-espaces vectoriels

V = @Dy p Vo telle que pour touttlementy de G, on ag'(Vy) C

Vgg V0 € G/P.Onaalors une bijectiors-équivarianteV = Ind‘,;’(Vi).

Preuve du lemmeA un élément(vg)gec/p ON associe I'applicationf :

G — Vjtelle quef(g) = 9-vgT- L'espace vectorieV est alors isomorphe

a I'ensemble des applications: G — Vj telles quevg € G, Vpe P,

f(pg = p. f(9). m
D’aprés la proposition 13.1.3) étant la multiplicie de o dans un

PP = GL4(0O n — - .
idéal | de A, on aM;] = Ind%(‘zg(o/%g‘))(MrQ)i. Le Q -espace vectoriel

Hcp(MfQ, RW, (Q)) se cecompose en une somme directe
ay) HE (Mg, R W, (@)).
9eG La(@o/mf)/ Ph(Go/mp)
Pour toutg € GLg(Oo/mY), g’(Hcp((Mfg)g, R, (Q)) est inclu dans
Hcp((e/\/tfg)@, R, (Q)). Daprés le lemme ci-dessusHE (M

1,6°

R W,,(Q)) estalors 'induite dé (9/mf) G Lg(Oo/mD) deHE (M7 D)1,
R v, (Q))). On obtient ainsi une bijectio Lq(9,)-équivariante
fim HPCMG. R, @) = IndR 560 lim HP((MG D)1, R0, @),
| |
On a de plus une action de,(F,) sur ILme((MfQ)T Rw, (@Q)). Le

|
résultat @coule alors de lagtomposition d'lwasaw& Ly(F,) = P (Fo).
GLg(Oy). O
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Corollaire 13.2.2. Pour tout entierh tel quel < h < d — 1, pour toute
représentation ireductible admissible™ de(D3°)* telle que(r*), est une
représentation cuspidale deLq(F,) et pour toute repesentatiori-adique

1,67

irr éductibler, deWr,, les multipliciesi ;« g, | lim HP (M, R \Il,,o(@l))),
|
sont nulles, quels que soient les entiprsti.

Preuve :Le resultat @coule du lemme suivant dont unendonstration m’a
été indigwee par Henniart, et du fait qu’une cuspidale ne peut pas étre le
sous-quotient d’'une induite parabolique. O

Lemme 13.2.3.Soit (7, V) une repésentation admissible de alors la
restriction derr au radical unipotent) de P est triviale.

Preuve :Soit L un sous-groupe de Levi dé (P = LU). Soientv un
element deV et Kp = KKy un sous-groupe compact ouvert Beel que
v appartienne & ¥P. On choisit urélementz dans le centre de tel que

n

Z"Kp"Cc---czKpzc KpczKpz - - Z"Kpz " C -

et U,-o2"Kpz ™" = K_U. Pour toutn et m, VZ "KrZ" et vz "Kpz" sont
des espaces vectoriels de méme dimension (ils sont isomorphes, un isomor-
phismeétant doné parr(z"™™)). Ainsi on ax € VKp = VZ'Kpz " — yKLU
lequel est inclu dany'V. i

13.3 Les contributions cuspidales se calculent aux points supersinguliers
Proposition 13.3.1. Pour toute repésentation ireductible admissible*>
de(DY°)* telle que(r™), est cuspidale et pour toute regsentation-adique
irr éductibles, de WE,, on a

(i) les multiplicitts ;=g (Iim HY (M s, R”wno(@|))> sont, pour

|
toutv, égales a

Mg, (Iim H (M5, R”\IJ%(@'))) :
|

En patrticulier elles sont nulles pour strictement positif.
(ii) les multiplicites A<, (H," ) sont, pour toun, égales a

hea, (HOMES, R, @)))
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Preuve :(i) A la filtration ¥ # M7 = MTS C .ijgfl C-CMie=
M, s, €St assoéie la suite spectrale

EY P9 = HPFIM P R, (@) = HEFIM g, ROV, (@).

D'aprés le corollaire 13.2.2, les multipligs A .~ g, (IiME; ) sont nulles

|
pour (p,q) # (d+ 1, —d — 1). On rappelle qué.,~g,, est additive sur
les suites exactes courtes et est positive sur legseptations effectives de
sorte que, si pour un obj&t de C pe)x w,, Aregqs, (V) €st nulle, alors il en

est de méme pour tout sous-quotienMiéar Ecurrence sur, E;"% étant
un sous-quotient d&;" %, les multlpllcnesktoo@%(hm E; ™% sont nulles

pour (p, q) # (d+ 1, —d — 1). La suite(E;" "%, etant stationnaire pour
r assez grand, on a dongxg,, (IMEZN") = 0. EX) étant filté par les
|
EP9pourp+q=n, les multlpllcnesxroo@%(hm E..")) sont alors nulles

pourn strictement positif. On a aussebalie

Z( 1P, oo, (I|m EypY) = Z(—l)”kroo&m(”m Ex)-
. i

p.q

Onen @duitdonc qué .~ g, (Iim EVC 1) estegale & . g, (IMEY i0+1,—0-1y
v T

(if) On a la suite exacte des cyclésanescents d’objets d&p«)~ w,
(cf. 12.2)

Eg = (M| ) R’ \pno(Ql)) - H’;J:‘IU

D’apres (i), les multiplici&s A= g, (lim E;:l”) sont nulles pouu # 0 et
|

pouru = 0, elles sonégales & ;«g,, (IimT HO(QMI g R”\D,,o(@))) Par

recurrence sur, E;"\ étant isomorphe Eerd'’/Imd-;"*~"**, le lemme

suivant montre que pour tout v, la muItipIiC|te Arocmo(llm Eu ”) estégale
I

é.)\.too®ao(|im E;:,”). La suite(Er””,”), étant stationnaire pourassez grand,
I
on ax,oo@%(llm Eoo ) = A,%%(Ilm E, ) Ces multiplicies étant nulles

pouru =# 0, et El,. etant filte par IesEu ", pouru+ v = n, on a alors

)\'TOO®0'0(IIm Eoo,l ) — )‘TOO®00 (Ilm E(ZJ,P) =
| |
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Lemme 13.3.2.SoientU, V, W des objets d&px)x w, €t f : U — V,
g:V — W des fleches d€px)x w,. Si les multiplicies A,xg.,(U) et
Arege, (W) sont nulles, on a alors &galitt nunérique

Arogo, (Kerg/Im f) = Areoge, (V).

Preuve :La multiplicité A,~g,, st additive sur les suites exactes courtes
et est positive sur les objets effectifs. Ainsi pour tout sous-quot€rte

U ou deW, on ai.;=g. (V') = 0. CommeV/Kerg est isomorphe a un
sous-espace d@, alorsi;~g,,(V/ Kerg) est nulle, soitk ;~g,, (Kerg)

Arege, (V). Onade plus une surjection desurim f, d’0U A xgq, (IM )
0 et finalement Bgali€ A ;g (Kerg/Im f) = Aoz, (V).

ol

14 Uniformisation du complété formel le long de I'ensemble des points
supersinguliers

Le but de ce paragraphe est decdre le compte formel M, g, de M o
le long des points supersinguliers. De maniggeivalente, cela revient a
décrire le compite formel deM , ®q, 95" le long derg muni de I'action
du Frobenius eo.

Soit G, un O,-module formel normal sug (o), de hauteud. On note
Defd son anneau destbrmations universelles. Pour tout entieon pose

Defy® = Deff @y, @5 0l « est la puissance-iéme de linverse du

reléevement canoniqué[‘,r — @gf du Frobenius de (o). On rappelle (cf.

le paragraphe 2.3) qLDefﬂ’(” est 'anneau deséalormations universelles

de Frol,(G,). L'action du sous-group& de GLg4(F,) x Dg x W, sur

IiLn Spf(Defd), donree au paragraphe 2.3, peut s'intéter en disant que
n

[ 1,7 Spf(Def®™) est munie d'une action derok’ ainsi que de corre-
spondances de Hecke pour &ements des Lq(F,), définies comme suit.
L'action deFroh, est donge par les isomorphismes canoniques d’anneaux

(et non ded@"-algebre)

Spf(Defd ™) — Spf(Def* 1) vr e Z.

A tout élementg, de GLq4(F,) et pour toutm > 0 est assoéi une corre-
spondance

our = —val(detg,) etn est tel que le noyau deg;? : (Fp/00)¢ —
(Fo/00)? est contenu dangr;"9,/0,)¢ et 'image dexgs?! contienne
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(75 "O00/O,) (cf. le paragraphe 2.3). L&,-module formelG, étant choisi
normal,(no—l, 1, Frobgd) agit trivialement.

Proposition 14.1. Pour tout ickal | de A, on a un isomorphisme

M,;mg — DX\ [(D;’f"’)x /KO x ]_[Spf(Def‘r’ﬁ(”):| . (14.2)
rez

ou m est la multiplicie deo dans|. Cette famille d'isomorphismes est
de plus compatible a I'action dEroh, et aux morphismes de restriction
du niveau. En outre poug™ e (DY°)* et pour J un ideal de A tel que

K&, CAK N(g>®)~ 1KA1|g°° la correspondance &pnétrique de Hecke

sur M, sjng qui leur est assoéie, fournit via les isomorphismes (14.2) pour
| etJ, la correspondance de Hecke suivante

N X ) /KOOO
D \[x ]_[reZ Spf(Defd “b}

L

N X ) /KOOO _ . ) /KOOO
o |: X ]_[reZ Spf(Defd (r))i| D™\ |: X ]_[reZ Spf(DEfd (r))i|

ou n est la multiplicie deo dans J, ouc; est induit parK KK’I et
SpegDefd ") — Spet{Defd M), et ouc, est induit parK°°J° c Ky

(g0 1K’ g0 Al K°°° et le morphismeg, : Spec(Defﬂ) —
SpecDefe ™) donre parg, (cf ci-dessus).

Preuve :D’aprés le paragraphe 10.2, il existe un seul couplelT) pour
les points supersinguliergF, I1g) (cf. le proposition 10.2.1). Soit alors
(V, ¢, 1), un g-espace muni d'une action d@ qui a (F, I1g) pour ¢-
paire. On notey°, = Y*° x Y, (cf loc. cit.), 'ensemble, pour toutes les
placesx de F, des;Dx-reseauxM de V, muni d’'une structure de niveau
axn, (I = [T, my), qui verifient les conditions (i)-(iv) de la proposition

(9.3) de [17]. L’ensemble%fg(k(o)) des points supersinguliers est alors
isomorphe &>\ Y, .
On fixe un point basaj = (Mx(%0), ax(S0))xeix| de Y%, tel que le®,-

module formelG, assoa auD,-reseauM,(S) est normal. Le choix de ce
point base donne un isomorphisme

Y, ~ ((DKO’O)X/Kg;O) x 7.
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On note(§;(sp), Ji(S0), fi (s0)) le D-faisceau elliptique &fini surk (o), muni
d’'unel -structure de niveal (), tel que pour toute placedeF, & x(S) =
M, (So) et ix(S) = ax(Sp). Pour un point supersinguligrets = (d*°, r)
unélement dey?’, dans la classe d& on a un isomorphisme

M, o —> Spf(Deft:®),

1,(5)

donre par le tikoreme de Serre-Tate en corsahtM (s comme repgsen-

tant les @formations de(d>°, Frol)((&; (), Ji(So), fi (S0)), t1 (S0)). On
obtient alors un isomorphisme

[ Mo — ((DXO"’)X /K§§;°) x | [ SpfDef®),  (14.3)
seyfgI rez
compatible a I'action d€roh, et aux morphismes de restriction du niveau.
L'action deD} sur le membre de droite de 14.3 permet éfrdr une action
de DX sur le membre de gauche de 14.3 de sorte que l'actidd’de Dy
ainsi cefinie, reléve l'action d®* sury?’, . L’|somorph|sme 14.2 @coule

alors de I |somorph|smeM| sing =~ [ xesing (o) M, X"

Veérifions la compatibilé de cette famille d’isomorphismes aux corre-
spondanceseg)netrlques de Hecke (cf. le paragraphe 7. 3) esultat est
immeédiat en ce qui concerne les correspondances @esoainelements de
(DY %)% (cf. le paragraphe 10.2). Sajs unélement deG Ly (Fo) N"Mg(Oo).

La correspondance de Hecke qui lui est assoaiur le membre de droite
de 14.2 (resp. sur le membre de gauche de 14.2) donne pour tiag

morphlsmesgg“(r) (resp.gd(r)) Spf(Def® ) — Spf(Def:+) avec

r' = —val(detgy,). Il faut verifier que pour tout, ggCh(r) = gg“(r). Un
point bases; de Y77, étant fie comme dans la preuve de la proposition
précedente, soits = (d°>°,r) I'élement de¥yy,, image du point base
S par (d°>°,r). Soit ((&;, ji, ti), 1) la deformation universelle, &finie
sur S = Spf(Def ), de (d*-°, Frol)((&i (o). Ji(S0). fi (%)), 71 (S0)). ON
note((&l, ji, th, ) le D-faisceau elliptique du paragraphe 7.3, image de
((&i, ji,t), 1) pargyt. Sur le point @rériquen de S, (?'(1,)* X g7 est iso-
morphe &Ker[go]* xsn C F§ xsn etle®y,-module formeIGro(JTg) Xgn

est alors isomorphe a,-module formelGry(F o)kerg, x s 7 (cf. les nota-

tions du paragraphe 2.3). On a alors, pour tog€®"(r) x sn = g&(r) xs7,
d'our g8'(r) = gd"(r). o

15 La représentation locale fondamentale revisie

On reprend le caractere d'ordre figy de F* et £ sa restriction a97.
Pour un objetv de Cpxyx w,, On aV = IiLn VK, o0 I estun ensemble
Kel
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de sous-groupes compacts ouvertdje~ GLq(F,), qui est un systéme
fondamental de voisinages de&lément neutre eV X est de dimension
finie. On poseV(&)) = Iim VK (&), et on cfinit V(&) comme le quotient
Kel
V() / (o — &o(70). Id)V(EY). .
On rappelle que la repsentation locale fondamentalé"' (&,) (cf. 2.4)
d-1

est isomorphe a la somme dire@ limwd-O gy ou WO est leQ;-
r=0 n

espace vectoriel de dimension finie du paragraphe 2.2 pabffalgébre

Defd®, ’action deGLqg(Fo) x D x W, se decrit comme suit. Pour tout

r, la limite lim w0 (/) est munie d'une action du sous-groupedéfini

n
comme le noyau de I'application qui au tripl@,, 8o, 0o) € GLg(Fo) x
DX x W, associe la classe modult?. de — val(det(g,) + val(rn(s,)) +
dego,). Soitt, € W, tel que son image darfs’ par le morphisme de la
théorie du corps de classe, est L' élementz, induit des isomorphismes

Defd+D _—, Def®® pour 0<r < d— 2, de sorte que I'endomorphisme
assock atd estégal 8, (o)t 1d.

Proposition 15.1. Pour tout entief positif, {lim HOMS. RW,, (@) (¢o)

|
est isomorphe, en tant qu’objet @kp~)x w,, & 'espace vectoriel des ap-
plications f' : (DY°)* — U% (&) telles qu'il existe unidal | de A (qui
depend def’) pour lequel

Vy € (D39, ke K% V8 e DX, f/(dyk) = do f'(»),

ol d, désigne I'image del dansD;;.

Preuve :D’aprés la proposition 14.1, pour toutdl | de A, on a

My sing = D™\ {(DX"’)X/K&" x ]_[Spf(Defﬂ;(r))} :
rez

oumestlamultiplicie deodansl . La proposition écoule alors du #oreme
de Berkovich (cf. le thoreme 12.3), en passant a la limite bur O

On poseC?y := C*(D*\(D)*).
Proposition 15.2. Pour tout entier positif, (I@ HO(Mfg, R \Ilno(@))) (&)
|

. B
est isomorphe, en tant qu’objet @gpw)x v, & [G%" ® U (%‘o)] .
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Preuve :Soit f/ une fonction comme dans la propositiore@dente. On
définit une fonctionf : (D)* — U% (&) par la formule f(y) =
Yo L1/(y°). On \Erifie alors que pour tow@lémentd de D* et toutélement
sodeDX,ona

f(dydo) = 8517 Mdy M F/((d)°) = 85y, T F((AY)°) = 551 ().
L'ensemble de fonctions degdhon& de la proposition j@edente est alors
en bijection(D°)* x W -eéquivariante avec I'ensemble des fonctidns
(D) — U (&) telles qu'il existe un idal | de A (qui depend def)
pour lequel

V8, € D}, Vk e K%, vd € D* ¥y e (D) f(dykdo) = 8, (). O

Le Q-espace vectoriel’:"l’jo se cecompose comme la somme directe
@ m(z)Z, olim(%) est la multiplicié det danse?.

T Too=1oo

Proposition 15.3. Pour toute repésentationt> irr éductible de(DY°)*
telle que(r™), est une repesentation cuspidale d8Lq(F,) et pour toute
representatiom-adique iréductibleo, deWk,, les multiplici€si .« g4, (H, )
sont, pour toun, donrées par la somme

Z m(f))\'tg®%o®ao (‘ud’i (60)),

TEA(000)

ou A(7°°) désigne I'ensemble des sous-repentationg irr éductibles de
C3 telles quer® = 1°° ® 1.

Preuve :D’aprés la proposition 13.3.1 (ii) et la propositionépedente,
Arogo (H) ) estégale dh g, ([(9%0 ® U (go)]'jg) . La proposition é-
coule alors du lemme de Schur. O

Preuve du tBoréme principal 3.2.4.e corps local esE, et on indexe
par o toutes les notations de 3.2.4. Seif une repésentation ieductible
cuspidale de5 L4(F,) de caractére centrg (d’ordre fini). La proposition
qui suit se trouve essentiellement dans [12] Appendice (A-4). La preuve
m’en aét indiguee par loan Badulescu.

Proposition 15.4. (cf. [12] Appendice (A-4)) Soifl une repésentation
automorphe cuspidale deL4(A) qui verifie les hypothéses du lemme 11.3,
c’'est-a-dire telle quell, >~ m,, I, =~ St, et Iy est cuspidale pour

i = 1,---,4. Il existe alors une unique repsentation automorphe, a
isomorphisme preg, de Dg telle que pour toute placen’appartenant pas

a S, I1, estisomorphe &,. On a alors7,, >~ 1., et pour toute place de

S, en particulier pourx = 0, 7y est isomorphe &g, 4(I1y). En outre la

multiplicité m(z) dez dansL (D*\Dj) estégale al.
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Preuve :En utilisant la formule des traces simples de Deligne-Kazhdan,
exactement comme dans [12], on arrive&ghlie

[[On= Y m®]]s,

XeS TeA(IT) XeS

ou A(IT) est 'ensemble des regsentations automorphésde Dg telles
que 75 ~ TIS. Pour toutx e S\{oo}, I, est cuspidale, et d'aprés loc.
cit., la correspondance de Jacquet-Langlands locale dcegedie O, =
(=D)941Oy,, 4y . Le caractér®s, etantégal a(—1)%~'©,_, on obtient
alors I'egalie suivante

1_[ O3, a(m) = Z m(z) 1_[ s,

XeS TeA(IT) XeS

ou cesormais toutes les reggentations qui interviennent sont des @&spnt-
ations du produif [, Dy . La proposition écoule alors de I'inépendance
des caracteres sfif, s D). O

Soientdondl une telle repgsentation d& Lq (A) etr € L(D*FX\DJ),
la repésentation dorge par la proposition 11.4 quéxifie donct**2 ~
[1*+*2 (m(7) = 1). D’aprés la proposition ci-dessus, I'ensemAle*-°) est
alors eduit a un seuwdlementr tel quem(z) = 1. Pouro, une repésentation
[-adique déW,, la proposition 15.3 €crit

. d,i . )\‘TOO®(TQ(HiO) Si To = 3Fo,d(770)
A ro@iogoe (U (§0)) = {0 " sinon

— Pouri = d — 1, le tieoreme 11.5 de Laumon, Rapoport et Stuhler,
montre que la multiplicé Arocmo(H,‘,‘o‘l) est non nulle si et seulement

Si o, est isomorphe &g, ¢(7°) ® | — |1;2d. Elle est aloregale a 1.
— Pouri # d — 1, le tteoreme 11.2 de Laumon, Rapoport et Stuhler,
montre que la multiplicé A.~g,,(H, ) estnulle si #d — 1. O
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