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Chapitre 1

Enoncé d’une conjecture de
Deligne-Carayol.

Soit { un nombre premier. On fixe une cloture algébrique Q de Q.

1 Le groupe de Grothendieck des représenta-
tions de GL;(F) x Dy, x Wp sur Q.

1.1 Rappels sur les représentations lisses, admissibles.

Soit E un corps de caractéristique nulle. Soit G' un groupe topologique unimo-
dulaire, localement compact, totalement discontinu et séparé. On fixe une mesure
de Haar, dg, sur GG, que 'on supposera rationnelle sur QQ, c’est-a-dire telle que
pour tout sous-groupe compact ouvert K de G, on a vol(K) € Q. On note H
I’algebre de Hecke de GG, c’est-a-dire la Q-algebre de convolution pour la mesure
de Haar dg sur G, des fonctions localement constantes a support compact sur
G et a valeurs dans Q. On note Hy la sous-algebre de H, formée des fonctions
invariantes & droite et & gauche par K. L’élément ex = vol(K) '.1g, olt 1x est
la fonction caractéristique de K, est un idempotent de H. La sous-algebre Hx
est égale a Hix = ex. H.ck, et ex est une unité de Hg.

Soit (V,m) une représentation de G sur un F-espace vectoriel.

Définition 1.1.1 Un vecteur v € V est dit lisse si son stabilisateur

{9€G | 7(g9)(v) =v}

est un sous-groupe ouvert de G. La représentation (V, ) est dite lisse si tous ses
vecteurs sont lisses.

Soit Repp 4(G) la catégorie des représentations lisses définies sur E. La caté-
gorie Repy 4(G) est abélienne.



Pour toute Q-algebre A, on note Modg(A) la catégorie abélienne des (E®.A)-
modules a gauche. Un objet V' de cette catégorie sera dit non dégénéré si, pour
tout v € V, il existe un élément a de E®.A tel que v = a.v. On notera Mod g nq(.A)
la sous-catégorie pleine de Modg(.A) dont les objets sont les (E ® A)-modules &
gauche non dégénérés.

Soit (V,7) un objet de Repg ((G). Pour tout v € V' et tout f € H, l'intégrale

w(f)(v) = foo = / £(9)7(9)(v)dg

se ramene a une somme finie; elle est donc convergente. L’application

H — End(V)
[ (),

ainsi définie, munit V' d’une structure de (£ ® #H)-module a gauche. De plus si
a: (Vi,m) — (V2,m) est un morphisme de Repg(G), alors a : Vi — V5 est
clairement (E ® H)-linéaire.

On obtient donc un foncteur

Repg s(G) — Modg(H) (1.1.2)
qui induit une équivalence de catégories entre Repg ((G) et Modg na(H).

Définition 1.1.3 La représentation (V, ) est dite admissible si elle est lisse
et si pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, 'espace VX des vecteurs de
V' invariants sous K est de dimension finie.

On note Repy ,(G) la sous-catégorie pleine de Repy ((G) dont les objets sont
les représentations admissibles de G. La catégorie Repy ,(G) est abélienne. Le
foncteur (1.1.2) induit une équivalence de Repg ,(G) sur la catégorie Modg aq(H)
des (E ® H)-modules admissibles, ¢’est-a-dire des (E ® H)-modules a gauche M
non dégénérés tels que, pour tout sous-groupe compact ouvert K de G, ex.M est
un E-espace vectoriel de dimension finie.

On a un foncteur exact

MOdE,nd(fH) — MOdE(HK) (1.1.4)

M— MK =ex.M

qui envoie Modg »q(#) sur la sous-catégorie pleine Modg aa(Hx) de Modg(Hk),
dont les objets sont les (E ® H)-modules de dimension finie sur E.



Proposition 1.1.5 (i) Le foncteur (1.1.4) induit une bijection de l’ensemble des
classes d’isomorphie d’objets irréductibles M de Modpg.q(H) tels que ME est
non nul, sur ’ensemble des classes d’isomorphie des (E ® Hg)-modules ¢ gauche
irréductibles.

(ii) Si M est un objet irréductible de Modg .a(H) avec M*™ non nul alors
I’homomorphisme naturel

EndE®H(M) — EIldE®'HK (MK)
est bijectif.

Preuve : (i) Si M est irréductible et si N¥ est un (E ® H g )-sous module de M%,
I’application

H.ex @y N — M, fem—s n(f)(v)

est non nulle car en considérant les vecteurs invariants sous K, on retrouve I’inclu-
sion N¥ < M¥. Comme M est irréductible, 'application ci-dessus est surjective.
D’apres I'exactitude du foncteur invariant sous K, on obtient N¥ = M%; MK
est donc irréductible.

Soient Ni un (F ® Hg)-module irréductible et N : = H.ex ®3, Ni. On
considere Ny : = {n € N | ex.H.n = (0)}; il s’agit du plus grand sous-(F ® H)-
module de N qui ne possede pas d’éléments invariants sous K. Soit N' un sous-
module de N. Comme N est irréductible et engendre N, nécessairement N' = N
ou bien N’ C Nj. Ainsi N, : = N/Nj est irréductible et (No)® = Ng.

(ii) Soit M un (E ® H)-module irréductible tel que M* # (0); M* est donc
un (E ® Hk)-module irréductible. Tout élément non nul de Endggy (M) et de
Endpgyu, (MX) est inversible, et 'homomorphisme naturel

EndE®H(M) — EIldE®'HK(MK)

est injectif. De plus tout endomorphisme du (E ® Hy)-module, M¥ | induit un
endomorphisme du (F ® H)-module M' : = H.ex @y, MX, lequel stabilise le
sous-module M| défini comme ci-dessus, et donc induit un endomorphisme du
(E @ H)-module M'/M] ~ M. Cette construction définit un inverse a droite a
I’homomorphisme injectif ci-dessus; c¢’est donc un isomorphisme.
O
Soit Z un ensemble de sous-groupes ouverts compacts de G, qui est un sys-
teme fondamental de voisinages ouverts de I’élément neutre. Pour K C K’ deux
éléments de Z, on a un morphisme de (E ® H g+ )-modules

T MK — MK

m — ) Sy K'mdk!

1
vol(K',dk’



ol Hy agit sur M5 A travers I'inclusion Hx C Hg. Le morphisme Tr, k induit
alors un isomorphisme de (E ® Hg)-modules

~ !
exr ME "M
Si K € K' C K7 sont des éléments de Z, on a
’ﬂ'K::’K = ’/TK::,K/ @) 7'('KI,K.

Proposition 1.1.6 (i) Le foncteur M — (M* 7y k)i xrer induit une équiva-
lence de la catégorie Modg aa(H) sur la catégorie

2- Li_IIl MOdE,ad (H[()
K

définie comme suit. Les objets de 2-1im Modg .a(Hx) sont les systémes projectifs
K
(Mg, i k) ou, pour tout élément K de I, Mg est un objet de la catégorie

Modg ada(Hk), ou, pour toute inclusion K C K' d’éléments de I, g i - Mg —
My est un morphisme de (E @ Hg:)-modules, Hy: agissant sur My a travers
Uinclusion Hxr C Hy, tel que si K C K' C K” sont des éléments quelconques
deZ, on a

T K = TK”K' © TK' K

et ot on suppose que Tk g induit un isomorphisme de (E ® Hgr)-modules
€K/.MKL>MK/.

Les fleches de 2-1im Modg .q(Hi) sont les systemes compatibles de fleches des
K
catégories Modg aa(Hr)-

Un foncteur quasi-inverse est donné par

(M) ker = lim My
K
ot la limite inductive est prise sur les inclusions My ~ exr. Mg C Mg associées
auz inclusions K C K' dans T.
(ii) Si M est un objet non nul de Modg a.a(H) qui correspond & un systéme
projectif (Mg )xer dans 'équivalence précédente, alors M est irréductible si et

seulement si My est irréductible en tant qu’objet de Modg aqa(Hrk), pour tout
élément K de T tel que Mg # (0).

Preuve : (i) Soient M un objet de Modg aq4(H) et m un élément de M. Comme
M est non dégénéré, il existe un sous-groupe ouvert compact K tel que m est un
élément de M%; d’ott M ~ lim M¥ . En outre pour tout élément m de lim M, il

K K
existe K € T tel que m € M*; d’ou (lim Mg)" ~ M.
K
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(ii) D’apres la proposition 1.1.5, si M est irréductible alors tous les M% qui
sont non nuls, sont irréductibles. Réciproquement soit N un sous-module de M
admissible et soit K, un sous-groupe ouvert compact tel que N¥° est non nul.
Pour tout K C Ky, N¥ est alors non nul et est un sous-Hg-module de M¥, de
sorte que NX = M¥X_ Orona M = U M¥E et N = U NE d'on N = M.

KCKy KCKy

O
Pour deux corps E C E' de caractéristique nulle, on a un foncteur d’extension
des scalaires

MOdE,ad(H) — MOdE’,a,d(H) (117)

MEI—>MEI: :E,®EME
(w: My — ME)— (Idg ®gu: B' ®g My — E' ®@p M2).

Dans la suite, E désignera une extension finie de Q) contenue dans Q. On intro-
duit alors la catégorie Mod,q(H) comme la sous-catégorie pleine de Modg, ,q4(H)
dont les objets sont les objets M de Modg, ,q(#H) pour lesquels il existe une ex-
tension finie £ de Q, dans @ (qui dépend de M), telle que M est I'image d’un
objet Mg de Modg .q(H) par le foncteur d’extension des scalaires de E & Q.
Pour chaque extension finie £ de  dans Q, on a un foncteur

MOdE’ad (H) — MOdad (H) .

Cette famillg de foncteurs est comEatible aux foncteurs d’extension des scalaires
car Mp ®p Q = (Mg ®g E') ®g Q. On obtient donc un foncteur

2- lg}n MOdE’ad (H) — Mod,gq (H) (1.1.8)

E

Lemme 1.1.9 Le foncteur (1.1.8) est une équivalence de catégories.

Preuve : Par définition de Mod,q(H), (1.1.8) est essentiellement surjectif. Pour
montrer que (1.1.8) est pleinement fidele, on commence par démontrer le lemme
suivant.

Lemme 1.1.10 Pour toute inclusion de corps £ C E' (éventuellement de de-
gré infini) dans Q, le morphisme naturel pour deur objets Mg et Mg de

MOdE,ad(H)
Hompgy (M g, Mo g) ®p E' — Homprag (M g, Mo 1)

est un isomorphisme.
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Preuve : Soient M g et M, g des objets de Modg .q(H). D’apres la proposition
1.1.6 (i), un élément de Hompgy (M g, Mo ) (resp. de Homprgy (M g, Mo gr))
correspond a la donnée d’un systeme projectif

QOE"K E HOIIIE®7.[K(M1{(E, MQI,(E) (resp. E HOIIIE/®7{K (MII,(E/, MZI,(E/)) K E I

Il suffit donc de vérifier que pour tout K € Z, le morphisme naturel
Hompey, (M{y, My'y) ©p E' — Homprag, (Mg, Mys)

est un isomorphisme. On munit Homp (M{%;, My;) et Hompg: (M, MJ;,) d'une
structure de Hg-module via la formule: (h.p)(my) = h.p(h™'my). On a alors

Hom g (MlKEa MZKE) = (HomE(MII,(Ea MQKE))%K

et
HOHIE’@'HK(M{(E’? M2[,(E’) — (HOHIE’(MII,(E/, MZ{(E/))%K

Le résultat se déduit du fait suivant. Pour Vg un E-espace vectoriel de dimension
finie muni d’une structure de Hg-module si on pose Vg : = Vg ®g E' alors
la fleche naturelle V' @5 E' — V< est un isomorphisme. Elle est clairement
injective. Pour la surjectivité, soit vg un élément de V;K qui s’écrit comme une
somme finie vy = Y, v @ A ol les A sont des éléments de E'. On considere
une base (\;)i1<i<n du sur-corps de degré fini de E engendré par les A et on écrit
VEr = Z?:l VE,i & )‘z Ainsi on a Vg = h.UEI = Z?:l(h'vE,i) & )\z Les éléments
Ai pour 1 <7 < n formant une famille libre sur £, on a bien h.vg; = vg;, pour
tout 7 tel que 1 < i < n; d’ou le résultat.
O
Soient deux objets M et My de Mod,q(H). On choisit une extension finie F de
Q dans Q telle qu’il existe deux objets M, g et My i de Modg ,q4(H) pour lesquels
M; = M; p ®p Q pour i = 1,2. Soit alors u un élément de Homg, g (M1, My).
D’apres le lemme précédent pour £/ = Q, on a

Hole®H(Mla My) ~ Hompgey (Mg, Mo r) ®F Q.

Ainsi il existe une extension finie E' de E dans Q) telle que u appartienne a
HOInE’@?—L(MI,E’a MZ,E’)-
O

1.2 Représentations [-adique de Wp.

Soit F' un corps local non archimédien, d’égale caractéristique p, pour p un
nombre premier différent de [. Soient O 'anneau des entiers de F', m une unifor-
misante, k son corps résiduel de cardinal ¢ et |.| la valeur absolue de F' normalisée
par |r| = 1/q. Notons Ir le groupe d’inertie de Gp = Gal(F/F). On rappelle
qu’alors W est défini par le diagramme a lignes exactes
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deg

1 I Wg 7 0
1 I Gr 7 0,

la topologie de Wy étant telle que Ir, avec sa topologie de Krull, est un sous-
groupe ouvert de Wg, et que Wg/Ip est isomorphe a4 Z muni de la topologie
discrete. On fixe un élément Fr de Wy tel que deg(Fr) = 1.

Pour F une extension finie de @ dans @, on note Ry (E) la catégorie des
représentations continues de Wyr sur un FE-espace vectoriel de dimension finie,
GL(Vg) étant muni de la topologie [-adique. Pour E C E’ une extension de
corps, on a un foncteur d’extension des scalaires de F a E'

Rw(FE) — Rw(E")
Ve — Vg : =VgQgFE.

On introduit la sous-catégorie pleine Ry, de la catégorie des représentations
de W sur un Q-espace vectoriel de dimension finie dont les objets V; sont ceux
pour lesquels il existe une extension finie £ de Q dans @ (qui dépend de V}),
telle que V; est I'image d’un objet Vi de Ry (F) par le foncteur d’extension des
scalaires de E & . Les objets de Ry sont par définition les représentations
l-adique. Pour chaque extension finie E de ( dans @, on a un foncteur

Cette famille de foncteur est compatible aux foncteurs d’extension des scalaires
et on obtient un foncteur

E

Lemme 1.2.2 Le foncteur (1.2.1) est une équivalence de catégories.

Preuve : Par définition de Ry, le foncteur (1.2.1) est essentiellement surjectif.
Pour deux objets Vi; et V5; de Ry, soit E une extension finie de Q dans Q
telle qu'il existe deux objets Vi g et Vo g de Ry (E) avec Vi g @ Q = V;,; pour
i =1,2. Comme V;; est un espace vectoriel de dimension finie, on peut reprendre
la démonstration du lemme 1.1.10 et on obtient:

Homp,, (Viy, Vay) ~ Hompy, () (Vi,g, Va.r) @5 Q.

Ainsi pour tout élément u de Hompg,, (V1,, V2,), il existe une extension finie E’
de E telle que u soit un élément de Homp,, (z(V1,5/, Vo, ).

[

Soit F une extension finie de @ dans Q;, d’anneau des entiers Op. Soit

(0g, Vi) une représentation continue de Wy sur un FE-espace vectoriel Vg de

13



dimension finie. On cite un théoreme de Grothendieck dont on pourra trouver
une preuve dans [31].

Théoréme 1.2.3 (Grothendieck) Il existe un sous-groupe ouvert U de Ig, dis-
tingué dans Gal(F/F), tel que la restriction de og a U est unipotente.

Corollaire 1.2.4 Sila représentation o est irréductible, il existe un sous-groupe
owvert U de I, distingué dans Gal(F/F), tel que la restriction de op a U est
triviale.

Preuve : D’apres le théoreme 1.2.3, soit U un sous-groupe ouvert de I, distingué
dans Gal(F'/F), tel que la restriction de o & U est unipotente. Pour tout élément
u de U, soit V}, le sous-espace propre de og(u). De I'égalité pour tout élément w
de WF,
op(u)op(w™) = op(w op(u)™ ",
on en déduit que V}, est un sous-espace stable de Vp. D’apres l'irréductibilité de
og, on a alors Vi, = Vg. Ainsi pour tout élément u de U, og(u) est la matrice
identité.
O

Si Vg est de dimension n alors A"og est un caractere continu de Wr que 1’'on
peut considérer comme un caractere &g du plus grand quotient abélien W2 de
Wp. D’apreés la théorie locale du corps de classe abélien, W2° est isomorphe & F*.
Le caractere g : F'* — FE est appelé le caractere central de og. La donnée de g
est équivalente a la donnée du couple (£,&g(m)), out {f : = &pjox : O = B~
est continu et, d’apres le corollaire 1.2.4, est d’ordre fini. Le caractere &g est donc
d’ordre fini si et seulement si g(7) est une racine de I'unité.

Proposition 1.2.5 Soit o une E-représentation continue de Wg, irréductible
et de caractére central d’ordre fini. Il existe une base (€;)i=1,..n, de Vg et un corps
de nombre Ey, tels que pour tout élément w de Wi, la matrice de op(w) dans la
base (€;)i=1,..n est a coefficients dans Ey.

Preuve : Soit U un sous-groupe ouvert de I distingué dans Gal(F/F) tel que
la restriction de o a U est triviale. Le groupe Ir/U étant fini, une puissance
du Frobenius, Fr'™, y agit trivialement par conjugaison. L’élément Fr'™ de Wg
est donc central dans Wy /U et d’apres le lemme de Schur, og(Fr'™) est scalaire:
op(Fr'™) = p.Id. En prenant le produit extérieur n-eme, on obtient p™ = &g(m)™
et p est une racine de l'unité. Il existe donc un entier m' tel que UE(Frm,) est
trivial. Ainsi la représentation oy se factorise & travers (Wy/U)/(Fr™ )%, qui est
fini d’apres la suite exacte

0— Ip/U — (Wg/U)/(Fr™): — Z/m'Z — 0.

14



Or pour un groupe fini, toute représentation de dimension finie est définie sur un
corps de nombre, d’ou le lemme.

O

Soit (o¢, Vi) une représentation complexe continue de dimension n de Wr. On

définit comme précédemment son caractere central {¢ : F* — C*. La donnée de

&c est équivalente a la donnée du couple (§¢,&c(m)), ot §¢ @ = Egox : OF — C*

est continu et se factorise donc par un quotient fini. On définit 1’élément s(o¢) de

C/ 1(2)%) par &c(m) = ¢#(¢). Le caractere &c est alors d’ordre fini si et seulement

si s(oc) appartient a fgg%(Q/Z).

Proposition 1.2.6 Si la représentation complexe oc est irréductible et de carac-
tere central d’ordre fini, il existe une base (e;) de Vi et un corps de nombre Ey
tel que pour tout élément w de Wg, la matrice de oc(w) dans la base (e;) est a
coefficients dans Ej.

Preuve : En effet par continuité il existe un sous-groupe ouvert U de I distingué
dans Gal(F/F) tel que la restriction de o¢ & U soit triviale. Le reste de la preuve
est identique a celle de la proposition 1.2.5.
O
On fixe un isomorphisme de corps: ¢ : @y — C. On peut, via ¢, passer des
représentations [-adique aux représentations complexes. En effet, on a la propo-
sition suivante qui résulte des propositions 1.2.5 et 1.2.6.

Proposition 1.2.7 L’application qui a une représentation l-adique p; associe la
représentation complexe 1o py, établit une bijection de ’ensemble des classes d’iso-
morphie de représentations l-adiques irréductibles de Wy, de caractere central
d’ordre fini, sur l’ensemble des classes d’isomorphie de représentations complexes
continues irréductibles de Wg, de caractére central d’ordre fini.

Remarque : Pour une représentation complexe o¢ de Wg et un nombre com-
plexe s, on note o¢(s) la représentation |.|°c¢. Le caractere central de pc(s) est le
caractere {c(ns) associé au couple (&, s(§c) +n.s), de sorte que la représentation
oc(—sc/n) est de caractere central d’ordre fini. Quitte & tordre les représenta-
tions complexes par un caractere, on peut donc toujours se ramener au cas des
représentations de caractere central d’ordre fini.

Dans la suite de ce chapitre, on pose I' : = Wp.

1.3 Représentations admissibles de G x I'.

Dans cette section, on va combiner les définitions et les résultats de 1.1 et 1.2
pour définir la notion de représentation admissible de G'x I'; ol G est un groupe
du type de ceux de (1.1) et I" est comme en (1.2), le groupe de Weil du corps F.
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On reprend les notations de (1.1) et de (1.2). On désignera par £ une extension
finie de ) contenue dans une cloture algébrique fixée Q; de Q.

Définition 1.3.1 On appellera représentation admissible de G x I' sur E toute
représentation I1 de G x T' sur un E-espace vectoriel Vi telle que:

- (I, Vi) est admissible en tant que représentation de G;

— pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, l'action de I sur le E-espace
vectoriel de dimension finie (Vg)X est continue au sens de 1.2.

Soit Cha(FE) la catégorie dont les objets sont les représentations admissibles de
G x I' sur F et dont les morphismes sont les morphismes entre E-représentations
de G x I'. La catégorie Cyoq(F) est abélienne.

Remarque : D’apres le paragraphe 1.1, la catégorie Coq(E) est équivalente a la
catégorie des (E ® H)-modules admissibles Mg, munis d’une action de I compa-
tible a la structure de (F ® H)-module, tels que, pour tout sous-groupe ouvert
compact K de G, la représentation de I' sur le E-espace vectoriel de dimension
finie ex.Mp, est continue. On notera encore Cyq(E) cette nouvelle catégorie et on
utilisera pour désigner les objets de Cyq(E), la notation Mg ou (II, Vi) selon que
I’on se place du point de vue des modules ou des représentations. On introduit
de la méme maniere la catégorie Chq (F) des (E ® Hp)-modules non dégénérés
de dimension finie en tant qu’espace vectoriel sur E, munis d’une action continue
de I' compatible & la structure de (E ® H g )-module.

Comme au paragraphe 1.1, pour K C K' deux éléments de Z, on a un mor-
phisme de (E ® Hg)-modules qui commute a Paction de T

. K K’
T‘.K’,K'ME —>ME

1
m W fK’ klm.dkl

ol Hx agit sur Mg a travers l'inclusion Hx» C Hg. Le morphisme mx x induit
alors un isomorphisme de (£ ® Hg)-modules qui commute a l’action de I'

exr ME MK
Si K ¢ K' C K7 sont des éléments de Z, on a
Tk” K —TK”K'OTK! K-
Proposition 1.3.2 (i) Le foncteur
Mg — (ME, mx 1)k rcrer
établit une équivalence de catégories de Coq(FE) sur la catégorie

2-1im Cyq i (E)
K
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définie comme suit. Les objets de 2-1imCyq i (E) sont les systemes projectifs
K
(Mg g, Tk k) K Ker 00, pour tout élément K de I, Mgk est un objet de la

catégorie Cya i (E), ou, pour toute inclusion K C K' d’éléments de I, mgr i :
Mg g — Mgk est un morphisme de (E @ Hgr)-modules qui commute a l'ac-
tion de I', Hgr agissant sur Mgk a travers linclusion Hgr C Hg, tel que si
K C K' C K7 sont des éléments quelconques de I, on a

TK” K = TK” K' ©OTK' K
et ot on suppose que Tk g induit un isomorphisme de (E ® Hyr)-modules
eK’-ME,KL)ME,K’a
qui commute a 'action de I'. Un foncteur quasi-inverse est donné par

(Mp,k)ker — lim Mp g
K

pour les inclusions Mg o ~ exr.Mp g C Mg k associées ¢ K C K'.

(ii) Si Mg est un objet non nul de Coq(FE), alors il est irréductible si et seule-
ment si M5 Uest pour tout élément K de T tel que ME est non nul.

(iii) Pour tout élément K de I, lapplication Mg — MY induit une bijection
de l’ensemble des classes d’isomorphie d’objets irréductibles de Coq(E) tels que
ME est non nul, dans lensemble des classes d’isomorphie d’objets irréductibles
de Cad,K(E)-

(iv) Si Mg est un objet non nul, irréductible de Coq(E), et si K est un sous-
groupe ouvert compact élément de T tel que ME est non nul, alors Endc,, (g (Mg)
est isomorphe a Endcad,K(E)(Mg); c’est donc une algebre a division de dimension
finie sur E.

Preuve : (i) C’est exactement la méme preuve que celle de la proposition 1.1.6.

(ii) Soit Mg un (E ® H)-module muni de 'action de I, qui ne possede pas de
sous-(E ® H)-module stable sous I'action de T et soit ME le (F ® Hx)-module
muni d’une action de I' qui lui correspond. Soit alors Nx un sous-(E ® Hg)-
module de ME stable sous I’action de I'. Ainsi N : = H.Ng est un sous-(E ® H)-
module de My qui est stable sous I'action de I et tel que N¥ = Ng. Ainsi N est
soit nul soit égal & My et donc Ng est soit nul, soit égal & MK,

(iii) Soit Nx un (E ® Hg)-module muni d’une action compatible de T, ir-
réductible. Soient N : = H.ex @, Nk, N1 : = {n € N | e, H.n = 0} et
Ny : = N/Nj. Soit N' un sous-(E ® #H)-module muni d’une action compatible de
I', de N. Comme N est irréductible et engendre N, on a N' = N ou N’ C N;.
De plus on a N ~ Ng, d’ou le résultat.

(iv) L’injection naturelle Endggy(Mg) — Endpgw, (ME) est T-lindaire et
est une bijection. Ainsi on a Endggy(Mg)" ~ Endpey, (ME)'.
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Pour une extension £ C E’, on a un foncteur d’extension des scalaires

Cad(E) — Coa(E")
Mg — Mg : :ME®EEI

On introduit la catégorie C,q comme la sous-catégorie pleine des (@z ® H)-
modules admissibles munis d’une action compatible de I' dont les objets M sont
ceux pour lesquels il existe une extension finie £ de @ dans Q (qui dépend de
M), telle que M est I'image d’un objet Mg de Cyq(E) par le foncteur d’extension
des scalaires de E a Q. Pour chaque extension finie £ de @ dans Q, on a un
foncteur

Cad(E) — Cad- (133)

Cette famille de foncteurs est compatible aux foncteurs d’extension des scalaires
et on obtient donc un foncteur

2- lg}n MOdE’ad (H) — MOdad (H) (1.3.4)

E

Lemme 1.3.5 Le foncteur (1.3.4) est une équivalence de catégories.

Preuve : Par définition de C,q, le foncteur (1.3.4) est essentiellement surjectif.
D’apres la proposition 1.3.2, on a un lemme analogue au lemme 1.1.10.

Lemme 1.3.6 Soient E C E" une extension de corps et My g et My g deuz objets
de Cyoq(E). Le morphisme naturel

r / r
Hompggy (Mg, Mo p)” ®p E' — Homprgy (M g, My pr)
est un isomorphisme.

Preuve : Un élément ¢ de Home,, gy (M g, Mo p) (resp. un élément ¢p de
Home, gy (M, g/, Ma 1)) correspond, d’apres la proposition (1.3.2 (i)), a la don-
née d'un systeme projectif pour K € 7

YE K € HomE®%K(M1{(E, ]\/[ZKE)F (resp. vk € HomEI®HK(M1{(E,, MZ{(E,)F).

Or M, = M, ®@p E' et M), = MY, @p E' sont des E'-espaces vectoriels de
b ) k) )
dimension finie. Ainsi les injections naturelles

K K\l ' K K \T
Hompgy, (M g, My'y) ®@r B — Hompgw (M g, My )

sont en fait des bijections, comme on I’a déja noté dans la preuve du lemme
(1.1.10). L’injection naturelle

Homcad(E)(Ml,E, MQ,E) RE E, — Homcad(E/)(Ml,Ez, MZ,EI)
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est alors surjective.
]
Soient deux objets M; et My de C,q. On choisit une extension finie F de Q)
dans @ telle qu’il existe deux objets M; p et Myp de Coq(E) tels que M; =
M; g ®p @ pour i = 1,2. Soit u un élément de Homg, gy (M1, Ms)". Le lemme
précédent pour £’ =  donne I'isomorphisme

Homg, gz (M1, Ms)" ~ Hompey (M 5, Mo p)' @5 Q.

Ainsi il existe une extension finie E’ de E dans Q telle que u appartienne &
HOHIE@H(MLE', M2,E’)F-

O

On définit aussi Cyq i la catégorie 2-limite du systeme des catégories Cog i (E)

sur le systeme inductif des extensions finies E de  dans Q. Les catégories Cyq
et Chq x sont abéliennes.

1.4 Définition du groupe K,q.

Notons K,qx le groupe de Grothendieck de la catégorie abélienne Cyq k.
Pour tout K C K', le foncteur exact My + (Mg)X" induit un homomorphisme
Kya,x — Kaa, k. On pose

Kaa 0 = lim Kaq k.
KeT
Lemme 1.4.1 Le groupe K,q est naturellement isomorphe au groupe abélien des
sommes formelles

> A [M]

ot [M] décrit ’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets irréductibles M de
Cad, €t (Ayr) décerit Uensemble des familles d’entiers telles que pour tout élément
K de T il n’y ait qu’un nombre fini de [M] pour lesquels M® # 0 et Ay # 0.

Preuve : Les représentations associées aux objets de Chq x étant de dimension
finie, le groupe de Grothendieck K,q x est le groupe abélien libre de générateurs
les objets irréductibles de Cyq k. La proposition 1.3.2 permet alors de conlure.

O
Tout objet (II, V') de Cyq a une classe associée [(II, V)] dans K,q:

[(IL,V)] =) Awr.[M]

ol A\ys est la multiplicité de M¥ dans VE pour K n’importe quel sous-groupe
compact tel que MK # 0; en effet, d’apres I'exactitude du foncteur My
(Mg)®', cette multiplicité ne dépend pas du compact K.

Remarque : Le groupe K,q n’est pas le groupe de Grothendieck de la catégorie
Chad-
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1.5 Description des objets irréductibles de C,.

Dans toute catégorie abélienne, et donc en particulier dans Chq(E), on a les
notions d’objets simples (ou irréductibles), isotypiques et semi-simples.

Définition 1.5.1 Soit (I1g, Vi) un objet irréductible de Coq(E), on dira qu’il est
absolument irréductible si son image (Ilx @ Q, Ve @z Q) dans la catégorie
Caq par le foncteur (1.3.3) est irréductible. Un objet absolument isotypique
de Cod(E) (resp. Caa x(E)) est un objet tel que son image dans la catégorie Caq
(resp. Caax) par le foncteur (1.3.3) est isotypique.

De la méme fagon, une représentation og (resp. 7g) de I' (resp. de G) définie
sur une extension finie £ de  dans Q,, sera dite absolument irréductible si la
Q-représentation oz @ Q (resp. 7z ®x Q) est irréductible.

Remarque : Si Mg est un (E ® H)-module semi-simple, Mp ~ M™ x --- M™
alors Endggy(Mg) ~ My, (Endgey (M) X -« My, (Endgey(M,)). Le module
Mp, est isotypique (resp. absolument isotypique) si et seulement si Endggy(Mg)
est une algebre simple (resp. centrale simple sur E) (cf. [3]).

Proposition 1.5.2 (i) Soit (0g, Veey) (resp. (7g, Vexy)) une représentation
semi-simple de T (resp. de G), définie sur une extension finie E de @ dans
Qy, continue au sens de (1.2) (resp. T admissible). Le produit tensoriel

(75, VErg) ® (08, Vieg)
définit un objet semi-simple de Coq(E) et
Endcad(E)(VE,ﬂ—E & VE,O'E) ~ EIIdE®fH(VE,ﬂ—E) & EI]dE(VE,UE)F.

De plus si Vg o, et Vi g, sont absolument irréductibles alors Vi, @ Vi 4, est un
objet absolument irréductible de Cyq(FE).

(ii) Soit (Ilg, Vg) un objet absolument irréductible de Cyq(FE), il existe alors
une extension finie E' de E dans Q et des représentations absolument irréduc-
tibles (0gr, Viro,,) €t (Ter, Ve, ) de I et G définies sur E', avec op: continue
et mg admissible, telles que l'image de (Ilg, Vg) dans la catégorie Coq(E") par
extension des scalaires de E a E', est isomorphe au produit tensoriel

(ﬂ—E'a VE’,?TE/) & (UE’a VE’,UE/)-
De plus le couple

((UE' ® Q, Vi o Q8 Q), (7p ®p Q, Ve 5 Qpr @l))

est unique.
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Preuve : (i) De Iégalité (Vg ® Veo,)® = Vi, ® Vo, on en déduit que
Virs ® Vi, est un objet de Coq(E).
Notons D,, (resp. D,,) l'algebre a division de dimension finie sur E des
endomorphismes I'-linéaires (resp. G-linéaires) de Vg ,, (resp. de Vg ). On peut
alors écrire

VEry O VEsy ~ (VEoy @8 Dry) ® Dy, Vg

et tout sous-espace de Vg », ®g Vi, stable sous I'action de G x I' est de la forme
W ® Vg, ot W est un sous-espace de (Vg ,, ®r D;,) stable sous les actions de
I' et de Dy,. On écrit encore

VE,O'E ®E Dn'E =~ (VE,O'E ®D0’E DO'E) ®E D?TE
= VE,UE ®D0'E (DUE QF D?TE)

et W est de la forme W' @ Vg5, o W' est un sous-espace de (D,, ®p Dxry)
stable sous les actions de D,, et D... Or D,, ®g D, est une algebre semi-
simple puisque D, et D, le sont, et Vg, ® Vg, est un objet semi-simple de
Caa(E).

L’isomorphisme

Endcad(E)(VE,ﬂ—E & VE,O'E) ~ EIIdE®'H(VE,ﬂ—E) & EIldE(VE,gE)F

découle de I'exactitude du foncteur ® g en chacune des deux variables. Si Vg ,, Qg
Q et Very OF @, sont irréductibles alors D,, et D, sont isomorphes a E, et
Vi g ® Vi oy, est absolument irréductible.

(ii) Comme toujours le principe est, grace a 'admissibilité de Ilg, de se ra-
mener en dimension finie ot un résultat analogue est connu (cf. [3]).

— Soit (IIg, Vi) un objet absolument irréductible de Cyq(E).

~ Soit K un élément de Z tel que V& est non nul. D’apres la proposition
1.1.6, V£ est irréductible et Endc,, (5 (V4) ~ Ende,, m)(Ve) ~ E. Le
(E ® Hg)-module VX est donc absolument irréductible. Soit f/g, £ Ul Sous-
espace vectoriel de V/ qui est irréductible en tant que représentation de T
Soit Vi i un sous (E ® Hy)-module irréductible de Homp (V,, 5, V). On
obtient ainsi une application non nulle

VW,E,K & ‘70',E — V]f
qui est surjective d’apres l'irréductiblilité de VK.

— Notons C; et Cy (resp. d; et dy) les centres respectifs (resp. les dimensions

respectives, sur £) des~algébres~Endp(‘~/g,E), et End ey (Va,e, i) En repre-

nant la preuve de (1)7 VTF,E,K X Vo‘,E est Semi—simple et Endcad,K(E)(Vﬂ',E,K R
V, &) est isomorphe 2

EIIdE®fHK (VW,E,K) & Endr (VO',E) .
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On othient alorquue E est un quotient de C; ® Cy et donc C; = Cy = E.
Ainsi V; g x ® V, g est absolument isotypique et donc isomorphe a une
puissance de VX qui n’est autre que d;.dy. On obtient alors

(Vb{()dl'd2 ~ ‘N/ﬂ',E,K ® VO',E'

Il existe une extension finie £’ de F telle que les algebres centrales simples

Endr(V; g) et Endggy, (Vi k) se scindent sur E' et on a
VO',E Qp E' ~ diVE o,
Vn,E,K Qp E' ~ PR
ot Vi1 5., est un objet absolument irréductible de Ry, (E') et ot Vi 1, k est
un E’ @ H-module absolument irréductible. Comme VX est absolument
irréductible, des isomorphismes

d d1
(Ve mp i)™ ® VE:,(,E, ~ dy.doVE gk @ Vo,

et
(Vg)dl'dz ~ ‘N/U,E ® VW,E,K

on en déduit
K
Ve 2 VEap k @ Ve o,

En outre cette décomposition est unique a isomorphisme pres car ‘N/,r, B K ®
V.r est isotypique en tant que représentation de I' de type V, i tout comme
V. De méme ‘N/ﬂ—,E,K ® V,.r en tant que ‘Hx-module est isotypique de type
Vy.p.x tout comme VA

— D’apres le point (i) de la proposition (1.1.5), il existe une unique représen-
tation irréductible, admissible Vg ;. de G telle que

K ~Y
VE’,ﬂ'El - VE’)“’E’)K'

Ainsi Vi z,, ® Vi, et Vg sont des objets irréductibles de Caq(E') tels
que leurs images par le foncteur (1.1.4) relativement au groupe K, sont
isomorphes. D’apres le point (iii) de la proposition (1.3.2) Vg est alors
isomorphe a Vg ., @ Vo,

O
En résumé on a la description suivante du groupe K,q associé a la catégorie
Chad-

Corollaire 1.5.3 Le groupe K,q est isomorphe au groupe abélien des sommes
formelles
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Z Moo T ® 0]

w€Tq, o€Tp

ou Tr désigne l’ensemble des représentants des classes d’isomorphismes des re-
présentations irréductibles l-adique de T (cf. 1.2), T 'ensemble des représen-
tants des classes d’isomorphismes des représentations admissibles, irréductibles
de G, et \yg, décrit 'ensemble des familles d’entiers telles que pour tout élément
K de Z, il n’y ait qu’'un nombre fini de couples (o,m) € Tr X Te pour lesquels
(1@ 0)X #(0) et Aego # 0.

1.6 Les groupes Kqgrr et Kgr ur-

Soient h un entier strictement positif et Dp), une algebre a division centrale
sur F' d’invariant 1/h. On note H le groupe Dp,. Les groupes GL,(F) x I et
GL,(F)x H T sont des groupes du type de ceux considérés en (1.3). On introduit
les algebres de Hecke Hqp, de GL,(F) et Hy de H, par rapport a des mesures de
Haar rationnelles sur Q. On désignera par H le produit tensoriel de ces algebres
de Hecke. L’ensemble 7 des sous-groupes ouverts compacts K de GL(F) x H de
la forme K x Ky, pour K (resp. K3) un sous-groupe ouvert compact de G Ly (F')
(resp. de H), forme un systeme fondamental de voisinages de ’élément neutre
de GLy(F) x H. Soit K un élément de Z, on a alors Hrx ~ Harx, @ Huk,-
On notera respectivement Cgrr et Cgr mr les catégories des représentations
admissibles de GL(F) xT" et GL,(F) x H xI'. Notons Tgy, (resp. Tg) 'ensemble
des représentants des classes d’isomorphismes des représentations admissibles,
irréductibles de GLy(F) (resp. de H). On rappelle que Tr désigne ’ensemble
des représentants des classes d’isomorphismes des représentations irréductibles
[-adique de Wg. Soit E une extension finie de Q.

Lemme 1.6.1 (i) Soient respectivement wg et pg des E-représentations admis-
sibles semi-simples de GLy(F') et H. Le produit tensoriel 7y ®p pp est une E-
représentation admissible, semi-simple de GL,(F) x H. De plus si mg et pg sont
absolument irréductibles, il en est de méme de g R pE.

(ii) Soit g une E-représentation admissible de GLy(F) x H, absolument
irréductible. Il existe une extension finie E' de E, un élément wg de Tqr et un
élément pg de Ty définis sur E' tels que

g Qp E' ~ 1 @pr prr-
Le couple (7 @p Q, prr @ Q) est unique a isomorphisme pres.

Preuve : (i) La preuve est identique a celle du point (i) de la proposition 1.5.2.
(ii) On note M le (E ® H)-module associé a IIg. Soient respectivement K
et Ky des sous-groupes ouverts compacts de GLy,(F) et de H tels que M¥ # (0)
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(K = Ky x Kj). D’aprés [3] il existe un (£ ® Hj,)-module irréductible M g,
un (F ® H%,)-module irréductible M g, et une surjection M g, ® Mo g, —
M. On reprend rapidement la preuve du point (ii) de la proposition 1.5.2. Le
(E®Hk)-module M) g, ® M, kg, est semi-simple. Son algebre des endomorphismes
est isomorphe au produit tensoriel

Endpgyy (Mix,) ®p Endpgyz (Mak,).

Soient C et U5 les centres respectifs des algebres simples EndE@)H}K1 (M k,) et
EndE®H§(2 (M r,). Le centre de Endggy, (M*) est égal & F et est un quotient
de C1®pCy. D’ouon aCy = Cy = E et M) g, ® My g, est absolument isotypique,
isomorphe & une puissance de M* d’ordre le produit des dimensions de algébres
centrales simples EndE@)H}K1 (M k) et EndE®H§(2 (Ms,k,). On considere une ex-

tension finie E' de E telle que les algebres centrales simples EndE@)H}K1 (Mi.x,)
et EndE@)H%(2 (My,k,) se scindent sur E'. Ainsi il existe un (E' ® Hj, )-module
absolument irréductible M ;, et un (E' ® H%,)-module absolument irréductible
MQ’KQ tels que

M" ®@p E' ~ M} ., @p M) g,
D’apres la proposition 1.1.5, il existe un (£’ ® H')-module irréductible M| et un
(E' ® H?)-module irréductible M} tels que

(M{)Kl = M{,Kl (Mé)KZ = Mé,Kg'

Le (E' ® H)-module M| ® M, est absolument irréductible et toujours d’apres la
proposition 1.1.5 on doit avoir

M ®p E' ~ M| ® M.

L’unicité de cette écriture découle du fait que M¥ @y E’ en tant que (E' ®@ H!)-
module est isotypique de type Mj g .

O

Notons Kgrr et Kgr,mr les groupes du paragraphe 1.4 associés respective-
ment aux catégories Cqrr et Car mr.

Proposition 1.6.2 (i) Le groupe Kgpr est isomorphe au groupe abélien des
sommes formelles

Z )\7r®a [7T ® U]

w€TarL, 0€Tr

0U \rgo décrit 'ensemble des familles d’entiers telles que, pour tout sous-groupe
compact ouvert K de GLy(F), il n’y ait qu’un nombre fini de couples (7w,0) €
Tar X Tr pour lesquels (m @ o)X # (0) et Apgn # 0.
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(ii) Le groupe Kgr ur est isomorphe au groupe abélien des sommes formelles

> Arspsolm ® p® 0

n€TaL, pPETa, 0€Tr

0l Argpeo décrit l'ensemble des familles d’entiers telles que, pour tout élément
K de I, il n'y ait qu’un nombre fini de triplets (m,p,0) € Tar X Ty X Tr pour
lesquels (m ® p®@ o)X £ (0) et \rgpoo 7 0.

Pour tout élément [V] de K¢ (resp. de Kqgp gr) et tout couple (m, o) (resp.
tout triplet (7, p, o)) comme ci-dessus, on notera et on appelera multiplicité de
T®o (resp. de 1@ p® o) dans [V], entier Arg,0, intervenant dans I’écriture
en somme formelle de [V] dans le groupe K¢rr (resp. Kqr, mr) (cf. la proposition
ci-dessus). Pour tout sous-groupe compact K tel que (1®@0c)¥ (resp. (1®@p®@0)¥)
est non nul, entier \;g, (resp. Argpeo) est la multiplicité usuelle de (7 ® 0)%
(resp. de m ® p® o) dans [VX].

1.7 Induction et cuspidalité.

Soient P un sous-groupe parabolique de G = G L (F'), N le radical unipotent
de P et M un sous-groupe de Levi de P.

— Soit (m, V) une représentation lisse de G. La restriction de 7 a M le long
de P est la représentation lisse Res% () définie comme suit. Son espace est
le quotient W : = V/V(N) ou V(N) est le sous-espace vectoriel de V'
engendré par les éléments

m(n)(v) — v veV, neN.
L’action de M sur W est induite par I’lhomomorphisme

6;1/2(—) @ mp - M — Aut(V).

— Soit maintenant (p, W) une représentation lisse de M. La représentation
induite de p & G le long de P est la représentation lisse Ind%(p) définie
comme suit. Son espace est ’espace vectoriel

V={f:G—=W/ f(pg) =bp(0)"’p(p)f(9) VpE PVgEG

et tel que 3K compact ouvert tel que f(gk) = f(g)Vk € K}

sur lequel on définit ’action de GG par translation a droite.
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Si les représentations m et p sont admissibles, il en est de méme des représen-
tations Res(7) et Ind%(p) (cf. [24] Appendice D). Le foncteur Ind$ de Rep, (M)
dans Rep,(G) est exact et est 'adjoint a droite du foncteur de restriction (réci-
procité de Frobenius).

Pour P un sous-groupe parabolique de G et M un sous-groupe de Levi de P,
on étend sans peine les notions de restriction et d’induction aux représentations
admisibles de G x ' et M x T que I'on note respectivement Res4 <} et Ind%%.. Le
foncteur Indgig de la catégorie C'y«r sur Cgxr est exact et est 'adjoint a droite

du foncteur de restriction Res%*F.

On peut comme au paragraphe 1.4, introduire le groupe Ky, associé a la ca-
tégorie des représentations admissibles de GLj,(F). Le groupe K¢y, est isomorphe
au groupe abélien des sommes formelles > - Az[7] out A; décrit I'ensemble des
familles d’entiers telles que, pour tout sous-groupe compact ouvert K de GL,(F),
il n’y ait qu’un nombre fini d’éléments 7 de Tg;, pour lesquels 7% # (0). Pour [V]
un élément de Kgy, et m un élément de 75p, on définit alors la multiplicité de «
dans [V] comme Pentier A\, intervenant dans ’écriture en somme formelle de [V].

Une représentation lisse irréductible (7, V) de GL,(F) est cuspidale si, pour
tout sous-groupe parabolique propre P de GL;(F) et toute représentation p d’un
Levi M de P, la multiplicité de 7 dans Indgp est nulle. On a alors le lemme
suivant.

Lemme 1.7.1 Soient m une représentation admissible irréductible de G Ly (F')
et o une représentation l-adique irréductible de T'. Soit V' une représentation
admissible de GL,(F) x I' (V' est un objet de Cgrxr). On suppose que

— 7 est cuspidale;

— il existe un sous-groupe parabolique P de GLy(F), un sous-groupe de Levi
M de P et une représentation W de M x T' telle que

V =TIndG L W.

On a alors

)\7T®0'(V) — 0
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2 Correspondances de Jacquet-Langlands et de
Langlands locales.

2.1 Correspondance de Jacquet-Langlands locale.

Soit Agy, () (resp. Ag) I'ensemble des classes d’équivalence des représenta-
tions complexes admissibles, irréductibles de G'L,(F') (resp. de Dy, ) de caractere
central d’ordre fini. On note AZ; le sous-ensemble de Ay, 7y constitué des re-
présentations cuspidales.

Soit 7 un élément de Agy, (). Pour tout élément f de I'algebre de Hecke H,
Vopérateur 7(f) est de rang fini et admet donc une trace ©,(f). Soit G Ly (F')ss
Vouvert de GLy,(F) formé des éléments réguliers semi-simples, i.e. des éléments
dont le polynoéme caractéristique est séparable et a racines (dans une cloture
algébrique de F') deux a deux distinctes. La restriction de la distribution inva-
riante f — O.(f) a cet ouvert est donné par une fonction invariante localement
constante que ’on notera encore ©,.

Soit p un élément de Ag. L’espace sous-jacent & p est de dimension finie et
pour tout élément § de Dy, on peut donc former la trace ©,(3) de p(d).

On dira que § correspond a un élément semi-simple v de GL,(F) si le poly-
nome caractéristique réduit de  coincide au polynome caractéristique de ~y. Si ~
est un élément semi-simple de GL,(F') qui correspond a un élément § de Dy,
v est alors automatiquement elliptique. Cette correspondance se décrit comme
suit. Soient 0 un élément de Dy, et 7 le degré de I'extension F[d] de F; r divise
h. Soient A la matrice compagnon associée au polynome minimal de ¢ et v la
matrice diagonale par blocs ol les blocs sont tous égaux a A. L’élément § corres-
pond a . On remarquera que la classe de conjugaison définie par v ne dépend
que de la classe de conjugaison de .

Par définition, on dit que p correspond a 7 par la correspondance locale
de Jacquet-Langlands si pour tout élément v de GL;(F) et tout élément §
de D;h correspondant a vy, on a

0:(7) = (=1)"716,(9).

Dans [18] (Appendice), Henniart montre que pour tout élément 7 de A%, il
existe un unique élément p de Apy qui corresponde a 7w au sens de la définition
ci-dessus, on le notera Jp (7).

Cette correspondance purement locale sera en fait exploitée dans un contexte
global. Plus précisément, choisissons un corps global F' et une place o de F' telle
que F, soit le corps local précédement noté F' (c’est possible). Soient co une place
de F distincte de la place o et S un ensemble fini de places contenant les places
o et co. Soit D une algébre centrale simple sur F' de dimension h? décomposée
en dehors de S, telle qu’en toute place x de S, l'invariant de Dp, est & avec
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ey = £1. On suppose de plus que Dy, est isomorphe a Dgj. On note A I'anneau
des adeles de F' et on pose Dy : = A®p D.
Soit Leysp(GLp(F)\GLy(A)) le C-espace vectoriel des fonctions

telles que:

- dK, C GLj(A) un sous-groupe compact ouvert tel que

©o(gk) = p(g), Yg € GL,(F)\GLx(A), Yk € K,;

— pour tout radical unipotent N d’un sous-groupe parabolique propre P
de GLy(F) on a [y )y, (ng)dn =0, Vg € GLy(F)\GLy(A).

Le groupe GL;(A) agit sur cet espace par translation a droite. Les représentations
automorphes cuspidales de G L, (A) sont précisément les sous-représentations ir-
réductibles de Leysy(GLy(F)\GLy(A)).

De méme soit L(D*\Dy) le C-espace vectoriel des fonctions ¢ : D*(F)\Dy —
C telles que

dK, C Dy un sous-groupe compact ouvert tel que
e(gk) = »(g), Vg € D*\Dj, Vk € K,.

Le groupe D} agit sur cet espace vectoriel par translation a droite. Une représen-
tation automorphe de D} est par définition une sous-représentation irréductible
de L(D*\Dy).

On fixe deux places vy et vy de F', qui n’appartiennent pas a S.

Lemme 2.1.1 (c¢f. [23] lemme 15.10) Soit w, une représentation cuspidale de
GL,(F,), de caractére central d’ordre fini. Il existe une représentation auto-
morphe cuspidale 1 de GLj(A) telle que

I, ~m, Il >~ Sty

I, est cuspidale Vv € (S\{oo}) U {v1,v2},
ot Sty désigne la représentation de Steinberg de GLp(Fy)-

Henniart dans [18] Appendice (A-4), établit la correspondance de Jacquet-
Langlands locale, pour les cuspidales. En modifiant trés légerement la preuve de
ce résultat, on obtient la proposition suivante.

Proposition 2.1.2 (c¢f. [18] Appendice (A-4)) Soit 7, une représentation cus-
pidale de GLy(F,), de caractére central d’ordre fini. Soit 1 une représentation
automorphe cuspidale de GLy(A) qui vérifie les hypothéses du lemme ci-dessus.
1l existe alors une unique représentation automorphe, a isomorphisme pres, T de
D telle que

Yo &S I, ~ 7,.
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On a alors
Too ~ 1o et VeSS, =73 (),

en particulier on a1, = Jr,(7,). De plus la multiplicité m(7) de T dans L(D*\DJ)
est égale a 1.

Preuve : En utilisant la formule des traces simples de Deligne-Kazhdan, exacte-
ment comme dans [18], on arrive a I’égalité

[[6n =Y m()]]e-

veES TEA(I) veES
ot A(II) est 'ensemble des représentations automorphes 7 de D telles que 75 ~
I15. Pour tout v € S\{oc}, I, est cuspidale, et d’apres loc. cit., la correspondance
de Jacquet-Langlands locale donne 1'égalité
On, = (‘Uhile)ﬁpv(ﬂv)-
De plus Og, est égale & (—1)"7'O;_. De I'égalité > e, € h.Z, on en déduit
que le cardinal de S a la méme parité que h. On obtient donc 1’égalité suivante

H®3FU(HU) = Z m(T)HGTva

veS TEA(II) vES

ou désormais toutes les représentations qui interviennent sont des représentations
de [[,cq Dy La proposition découle alors de I'indépendance des caracteres sur

HUGSD;(‘
I

2.2 Correspondance de Langlands locale.

Pour tout ce qui concerne ce paragraphe, on renvoie a la présentation du sujet
dans [20]. Pour tout entier d > 1, G%(d) est I'ensemble des classes d’isomorphie
des représentations [-adique irréductibles de dimension d de Wg, de caractere cen-
tral d’ordre fini (ou de maniére équivalente, ’ensemble des classes d’équivalence
des représentations complexes irréductibles et admissibles de GL,4(F)). L’isomor-
phisme du corps de classe W2 ~ F'* normalisé de facon A faire correspondre aux
Frobenius géométriques, les uniformisantes de F', induit une bijection de AOG Li(F)
sur Gy(1). Pour tout entier d > 1 et pour tout élément 7 € Agy,(r), Godement
et Jacquet définissent les facteurs L(m) et £(m) (le facteur £ dépend du choix
d’un caractere additif de F'). Jacquet-Piatetski Shapiro associent a toute paire
(m,7") € Agryr) X Aar,(r)), les facteurs L(m, ') et e(m,7’). De la méme fagon
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si o est un élément de G%(d) (resp. (o,0") € G%(d) x G%(d')), on a des facteurs
L(o) et e(o) (resp. L(o,0") et e(o,0")) (cf. [33]).

Théoréme 2.2.1 (cf. [23] théoréme (15.7) correspondance de Langlands
locale) Il existe une unique suite d’applications bijectives (L4r)a de A%Ld(F)
dans G%(d) telle que:

— pour tout w, w € A%Ld(F), on a
L (Sd,F(’/T) ® Sd/,F(’/T,)) = L(’ﬂ— ® rn—’),
— pour tout ™ € A%Ld(F), on a
Lap(7) = Lqp(n).
De plus cette suite d’application vérifie les propriétés suivantes:
- pour tout T € Agy ) €6 7 € Agp, () O 0
L(Lyr(m)® Ly p(n')) =Lr@7)
e(Lar(m) @ Ly p(n') =c(r@');

~ pour tout ™ € AOGLd(F), le déterminant de £4p(m) correspond au caractére
central de ™ par la théorie du corps de classe;

— pour tout w € AOGLd(F) et pour tout caractére d’ordre fini & de F'*, on a
Lar(m®E) = Lar(m) ® £ (€ odet).

Remarque : Le théoreme ci-dessus est obtenu via l'étude de la cohomologie
du schéma de module des D-faisceaux elliptiques (cf. chapitre 4 paragraphe 2).
La correspondance de Langlands locale ne sera utilisé dans ce texte, que sous la
forme du théoreme 2.5 du chapitre 3, du a Laumon, Rapoport et Stulher.
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3 La représentation locale fondamentale.

Dans cette partie on rappelle comment Deligne et Carayol construise une
représentation [-adique, dite locale fondamentale, du groupe GLy,(F) x Dy, x Wp
et on énonce la conjecture de Deligne-Carayol que 1’on prouvera au chapitre 4.

3.1 Les O-modules formels et leurs déformations d’apres
Drinfel’d.

On reprend dans cette partie des définitions et des résultats présents dans
[11].

3.1.1 Définition et propriétés des O-modules formels.

Soit R un anneau. Un groupe formel (commutatif) sur R est par définition,
une série formelle f € R[z,y]| telle que

flz,y) = fy,z), f(@,0)==x, [z, fly,2)=f(f(z,y),2).

Un homomorphisme d’un groupe formel f vers un groupe formel g, est une série
formelle ¢ € R[[z]] telle que

o(f(z,y) = gle(x), o(y)).

Les endomorphismes du R-groupe formel f, forment une R-algebre notée End f.
Pour tout groupe formel f sur R, on note D : End f — R I’homomorphisme
canonique ¢ — ¢'(0).

EXEMPLE - Le groupe additif est la série formelle

floy) =z+y.

Si R est de caractéristique p, on note 7 'endomorphisme de Frobenius qui corres-
pond a la série ¢(x) = 2zP. L’anneau des endomorphismes du groupe additif est
alors ’anneau non commutatif R{{7}} muni de la loi de commutation 7.r = r?.7,
pour tout élément r de R.

Soient O un anneau et R une O-algebre. On note v : O — R ’homomorphisme
naturel. Un O-module formel sur R est un couple (f,1)) ou f est un groupe
formel sur R et 1) est un homomorphisme de O vers End f, tel que Do f = 7.
On notera encore 1), I’endomorphisme 1(a) de End f. Une isogénie du groupe
formel (f, 1)) est un endomorphisme ¢ du groupe formel f qui vérifie de plus pour

tout élément a € O, Y,(p(x)) = ¢(Ya(2)).
EXEMPLE - Le O-module additif est le couple (f, 1) ou

flz,y) =z +yet,Vaec O, ,(x) =a.x.

31



Un O-module formel sur R tronqué en degré n, est une paire (f,v) ou f
appartient a R[[z,y]]/(z,y)" et ou pour tout élément a de O, 1), appartient a
R][z]]/(z™); les relations entre f et les 1),, pour a € O, sont les relations modulo
degn, qui proviennent de la définition de O-module formel.

Considérons le foncteur de la catégorie des (O-algebres dans la catégorie des
ensembles qui a une O-algebre R associe I’ensemble des O-modules formels sur
R. Ce foncteur est représenté par une algebre Ap de générateurs les coefficients
indéterminés des séries f et (1,)qco, les relations étant celles requises pour que
(f,%) soit un O-module formel. L’algebre Ao est naturellement munie d’une
graduation: Ao = @, Ap. L'ensemble des O-modules formels sur R tronqués
en degré n est canoniquement isomorphe a I’ensemble des homomorphismes de
O-modules ¢ : @j_y A% — R tels que 1(ab) = 1(a)ih(b) et (1) = 1. Les
éléments de la forme ab pour a et b appartenant a Ap avec dega > 1 et degb >
1, engendrent un idéal homogene que 'on note Dp = @, Dg,. L'ensemble des
homomorphismes de O-modules A% /D — R est isomorphe a I’ensemble des
homomorphismes de O-modules ¢ : @) _, A — R tels que ¢(ab) = ¢(a)y(b),
la restriction de ¢ a @Z;é A% étant fixée & 'avance. Ce dernier ensemble est en
bijection avec I’ensemble des O-modules formels sur R tronqués en degré n, tels
que leur réduction en degré (n — 1) soit fixée a 'avance.

Dans la suite, O désigne 1’anneau des entiers d’un corps F' local com-
plet, d’égale caractéristique p. On choisit une uniformisante 7 et on note
k = Q/(m) le corps résiduel, de cardinal g. On pourra trouver les preuves des
résultats suivants dans [11].

Soient (f, 1)) et (f, 1;) deux O-modules formels sur R tronqués en degré (n+1)
tels que

(f,0) = (f,7) mod degn.

Il existe alors un élément r de R tel que:

— si n n’est pas une puissance de ¢, on a

Fey) = flay) + ol +y)" —a" =y,
bo(@) = tha(z) + (0" — a)z™;

— si n est une puissance de ¢, on a

Flag) = Flay) &/l +9)" — o — o)
Vo(7) = Q/th(l’) +r/m(a" — a)z".

On fixe (f, ) un O-module formel sur R tronqué en degré n et a (f, QZ), un O-
module formel sur R tronqué en degré n tel que (f, ) = (f, ’J)) mod deg(n —1),
on lui associe I'élément r de R défini ci-dessus. On construit ainsi un morphisme
injectif de O-modules O — A% /Dp,.

Proposition 3.1.1.1 Le morphisme de O,-modules O — A} /D% défini ci-
dessus, est un isomorphisme.
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Considérons I’anneau de polynéme OJgs, g3, - - -] en les indéterminées gs, g3, - - -
muni de la graduation degg; = 2 — 1. Soit n’importe quel morphisme d’algebre
graduée ¢ : O[ga, g3, -] — Ao tel que pour tout ¢ > 2, 'image de (g;) dans
A% /DY =~ O est inversible.

Proposition 3.1.1.2 Le morphisme ¢ est un isomorphisme d’algébres graduées
O[(gi)i]—>Ao-
La preuve de cette proposition découle de la proposition suivante.

Proposition 3.1.1.3 Pour tout F-module formel (f,), il existe un unique iso-
morphisme s de (f,1) vers le module additif tel que s'(0) = 1. On obtient ainsi

Ap =~ Fleg,c3, ]

ot les ¢; sont les coefficients de 'isomorphisme s = x + Zf; c;ia’, dege; =i—1.

Soient £’ un sur-corps de k et (f,1) un O-module formel sur '. Le groupe
formel f étant isomorphe au groupe additif, on supposera que f(x,y) = = + y.
Si ¢ est un endomorphisme non nul de (f,), il existe alors un entier h et une
série formelle ® tels que p(z) = ®(27"). L'entier h est appelé la hauteur de
¢. La hauteur d’'un O-module formel sur ' est par définition la hauteur de
I’endomorphisme ).

Lemme 3.1.1.4 1] existe des O-modules formels de hauteur arbitraire.

Preuve : Le O-module formel sur ' associé a un homomorphisme A\ : Ap ~
Ol(gi)i] — &' tel que A(ggn 1) # 0 et A(g;) = 0 pour i < ¢" — 1, est de hauteur
h.

0
Un O-module formel (f,v) de hauteur h est dit normal si les conditions
suivantes sont satisfaites:

- Tﬁn(lﬂ) - mqha
— [ e€Fu(lz,y]], Yalz) € Fp[lz]] pour a € O,
— f(z,y) = 2+ y mod degq"; ¥,(z) = ax mod deg ¢".

Lemme 3.1.1.5 (cf. [11]) Tout O-module formel de hauteur h sur K est iso-
morphe a un O-module formel de hauteur h, normal.

Proposition 3.1.1.6 Tous les O-modules formels de hauteur h sur une cloture
séparable de k sont isomorphes. L’anneau des endomorphismes d’un tel O-module
formel est isomorphe a l'anneau des entiers d’une algebre a division centrale Dgy,
sur F, d’invariant 1/h.

Dans la suite, tous les O-modules formels (sur &) considérés seront normaux.
En particulier, pour un tel O-module formel (f,) de hauteur h, I'action de la
puissance h-eme du Frobenius de x sur le groupe formel f est égale I’action de 7.
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3.1.2 Déformations des O-modules formels.

Soit O™ I'extension non ramifiée maximale de O et O™ la complétion de O™
On considere la catégorie C' dont les objets sont les @”’"—algébres locales completes
noethériennes, de corps résiduel isomorphe & & = O™ /(7). Les morphismes de
C' sont les homomorphismes locaux de O™ -algebres. Soit (f,¢) un O-module
formel sur k, de hauteur h, normal et R un objet de C'.

Une déformation de (f,) définie sur R est un O-module formel (f,) sur

R tel que sa réduction modulo I'idéal maximal de R est (f,)). Des déformations
(f1,%1) et (fa,102) de (f,1)) définies sur R sont dites isomorphes s’il existe un
isomorphisme entre ces deux O-modules formels sur R, induisant I'identité sur
(f, ).
Proposition 3.1.2.1 (¢f. [11]) Le foncteur de la catégorie C' dans la catégo-
rie des ensembles qui a un objet R de C associe [’ensemble des déformations a
isomorphisme pres, de (f,%) définies sur R, est représenté par ’algébre D} ~
O™ |[t1, -+, th1]]-

Remarque : Si (f,v) correspond & 'application O[gy,g3,+-] ~ Ao — & tel
que l'image de g; est nulle pour i < ¢" — 1, alors la déformation universelle
Olg2, 93, 1] — @”T[[tl, -+~ tp_1]] est telle que 'image de g; est nulle pour 7 qui
n’est pas de la forme ¢/ — 1 et Pimage de g, est t; pour 1 < j < h—1.

Soit 12 un objet de la catégorie C', d’'idéal maximal m. Soit (f,) une défor-
mation d’'un O-module formel (f,1)) de hauteur h, définie sur R. L’idéal m est
alors muni d’une structure de O-module via la formule:

Vmem, Ya € O, am=1,(m).

Une structure de niveau n sur (f,1), au sens de Drinfel’d, est un homomor-
phisme de O-modules
bt (TT"OJ O — m

tel que ¢r(x) est divisible par [[,c-10/0p (€ = ta(@)).
Une déformation de niveau n de (f, ), définie sur R, est par définition
une déformation (f, ) définie sur R et munie d’une structure de niveau n.

Proposition 3.1.2.2 Le foncteur qui a un objet R de C' associe l’ensemble des
déformations de niveau n de (f,1) a isomorphisme preés, est représenté par un
anneau D tel que:

— DM est régulier,

— pour m < n, le morphisme Dt — DI est fini et plat.
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On rappelle que 'on a
DF,h = {6 € R{{T}} / Va € O 67504 = &aé}

et
DF,h = {6 € /%((7')) / Ya € O 5’@[)@ == ’J)aé}.

Pour tout entier n, on a sur D} une action naturelle de GL;(O) et de Dy, que
'on définit sur la déformation universelle de niveau n, ((f, ), t,), comme suit.

~ Soit § un élément de Dy, C F{{7}} C D,{{7}}. Limage de ((f,%),n)
par ¢ est le couple
(6ofod Hdood 1), d0u,).

— Soit g un élément de G L, (O). Son action & droite (par g~!) sur (7 "O/O)"
définit un isomorphisme

g: (W‘”O/(’))h(xg—>_l)(7r_”(’)/(’))h.
L’image de ((f, ), t,) par g est le couple

((f;9), im0 9).

Le sous-groupe
K : = Ker (GLL(O) — GLL(O/(7")))

de GL,(O) agit trivialement sur D". On remarque que les actions de GL;(O) et
de D;h sur D", commutent et sont compatibles aux morphismes de restriction
du niveau D" — D" pour tout couple d’entiers (n,m) tels que m < n.

Le but du paragraphe suivant est de construire, a partir de cette représentation

de GL;(O) x D, une représentation de GL(F) x Dy ) x Wr.

3.2 Définition de la représentation locale fondamentale.
On fixe un caractere d’ordre fini & de F* & valeurs dans Q) et on note &' sa

restriction a O*.

3.2.1 Cohomologie évanescente des algébres D",

Fixons tout d’abord un entier n > 1. Pour tout entier ¢ > 0, on considere la
cohomologie [-adique

gt = [ (Spec(DZ Do 1), @l) :
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La Furalgebre D! ® 4, F™ étant de dimension h — 1, d’aprés [31] 1-4.2., si
est strictement supérieur & h — 1, U™ est nul. On rappelle que Gal(F™r/Fm)
est isomorphe & Gal(F/F™). En particulier Gal(F'/F™) agit naturellement sur
le Q-espace vectoriel de dimension finie W% De plus, les actions géométriques
de Dy, et GLy(O) sur D}, définies dans la section précédente, induisent, pour
tout i > 0, une action de GL(O) x Dy, sur W' qui commute & P'action de
Gal(F/F™).

On note Wi(¢") le quotient de WM sur lequel le centre O* C GL,(O) agit
par £'. On remarque alors qu’un élément z de O, vu comme élément du centre
O* C Dy, agit sur U (&') via le scalaire £'(z)~". On pose

() = lim U, (E)
ou les fleches de transition sont induites par les morphismes de restriction du
niveau D" — D (m < n). Le Q-espace vectoriel U™¢(¢’) est muni d’une
action du groupe produit GL,(O) x Dy, x Gal(F'/F™) et pour tout entier n, on
a un isomorphisme (GLy(O) x Dy, x Gal(F/F"))-équivariant

Kh,n

(B"(€)) " 2 W (E).

3.2.2 Correspondances de Hecke.

On note rn : Dy, — F* la norme réduite et cl : Wp — Wab S F* le mor-
phisme de la théorie du corps de classe. On fize un élément T de Wyr dont l'image
dans F* est ['uniformisante 7.

Soit

B C GLy(F) x D;,h x Wg

le noyau de I'application

GLW(F) x Djp x Wy —> Z/hL
(g,0,w) — val(det(g—1).rn(d).cl(w)).

Le sous-groupe P contient GL,(O) x Dy, x Gal(F/F"). Dans une premiére
étape, on rappelle comment Deligne et Carayol prolongent 'action du groupe
GLy(O) x Dj5,, x Gal(F/F™) sur ¥"*(¢'), au sous-groupe P.

On considere les éléments de G Ly,(F) x Dp, x W qui sont de la forme:

— a) (21, 22, 1) pour 21, z2 € F*, ot l'on identifie F'* respectivement au centre
de GLy(F) et de Dy

= b) (g7 0711) avec g € Mu(O) N GLy(F), § € Dp, et val(detg) =
val(rn(6));
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~¢) (g1, 77") avec g € Mu(O) N GLL(F) et r = val(det g).

Ces éléments constituent un ensemble générateur de B. On rappelle les actions de
ces éléments sur UP(£') et on laisse au lecteur le soin de vérifier que I’on obtient
ainsi une action de P sur Whi(¢’).

- Eléments du type a): A I'élément (z1,29,1), on associe I’endomorphisme
E(z12, 1)Id de Whi(¢").

Pour les éléments de type b) et c), nous utiliserons la proposition suivante.

Proposition 3.2.2.1 (c¢f. [11]) Soit R une O™ -algébre locale compléte de corps
résiduel isomorphe a k. Soit (f,v) un O-module formel défini sur R et muni
d’une structure de niveau n, i,. Soit P C (1 "O/O)" un sous-module. On définit

a(X): = [[ F(X, ta(p)).
peEP
Il existe alors un unique O-module formel (fp,¥p) défini sur R tel que
ao f(X,Y) = fp(a(X),a(Y)) et Va € O, ao(X) = ¢pa(a(X)).
St m est un entier tel que le morphisme naturel
0:(x~™0/O)" — (r7"O/O)"/P

est injectif, alors 'homomorphisme 1, 060 de (1=™O/O)" dans lidéal mazimal de
R est une structure de niveau m sur fp que l’on note ip,y,.

Soit g un élément de M;(O) de déterminant non nul. On choisit des entiers
n et m tels que le noyau de ’application

g: (F/O)" — (F/O)"

est contenu dans (7 "O/O)" et tels que 'image de (7 "O/O)" par g contienne
(r=™mO/O)". Soit alors ((f,),t,) la déformation universelle de niveau n de
(f, ). Soit (fKerg> UKerg) le O-module formel de la proposition ci-dessus, associé
a Ker g, muni de sa structure de niveau m, txer gm

- Eléments du type b): On vérifie que la quasi-isogénie

(f: &)6;1)(]?7 7;) — (fKerg:querg)

est un isomorphisme. En considérant (fxergs UKkerg) comme une déformation de
niveau m de (f, ), définie sur D2, on obtient alors un morphisme [g,d] : D" —
D! A Iélément (g~1,07 %, 1), on associe la correspondance

Spec D!
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ol ¢; est induit par [g,d] et ¢; est le morphisme de restriction du niveau. Cette
correspondance définit, pour tout ¢, un endomorphisme du (Q-espace vectoriel
Uhi(¢') et donc un endomorphisme de W (¢').

- Eléments du type c): La quasi-isogénie

(fa 'J))TT i)(fa 'J)) — (fKerga 'J)Kerg)

est un isomorphisme. On obtient alors un morphisme [g,r] : Dk D

N A . . . . 5T\ T
ott D™ est 1a O"-algebre associée aux déformations de (f,)”, c’est-a-dire
le produit tensoriel D* Ranr , O™ ol « est la puissance r-eme de I'inverse du

reléevement canonique O™ —O" du Frobenius de x. A I’élément (¢~ 1,1,7° "), on
associe alors la correspondance

Spec D!

Spec DI Spec D) <~ Spec D!

ou ¢y est induit par [g,r] et ¢; est le morphisme de restriction du niveau. Cette
correspondance définit, pour tout i, un endomorphisme de Wn¢(¢’).

Remarque : Le O-module formel (f,1)) défini sur & (dont D! représente les
déformations) étant choisi normal, ’action de la puissance h-eme du Frobenius
de  sur f est égale & 1. L’action de (77!, 1,77") sur D" est alors triviale.

Remarque : Les groupes GLy(F) x {1} x {1} et {1} x Dp, x {1} sont contenus
dans B. Un élément z du centre F* de GL,(F) (resp. de D} ) agit sur W"'(¢')

par le scalaire £(2) (resp. £ 1(2)). L’espace ¥(£') ainsi muni de Paction de B
sera noté W(¢).

3.2.3 La représentation locale fondamentale.

Le quotient (GLy,(F) x Dy, x Wg)/9 étant fini, on pose pour tout entier i,

GLL(F)XD3 , XxWp

U'(€) - =Indy Thi(g).

Lemme 3.2.3.1 Pour tout i, les représentations U™ (€) sont admissibles au sens
de la définition 1.53.1 et constituent donc des objets de la catégorie Car -

Définition 3.2.3.2 La représentation U™ 1(€) est appelée la représentation lo-
cale fondamentale associée au caractére d’ordre fini &; on la notera Uy(§).
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4 Enoncé du théoreme principal.

Théoreme 4.1 Soient & un caractére d’ordre fini de F*, m une représentation
irréductible admissible cuspidale de GLy(F) de caractére central &, p une re-
présentation irréductible admissible de D;,h et o une représentation irréductible
l-adique de Wg. Alors la multiplicité Argpes(U™(E)) de la représentation irré-
ductible 7 @ p ® o de GL,(F) x D}, x Wy dans la représentation U™ (€), est
nulle si i # h — 1 et sinon elle est donnée par

hespen () = { 5107 30T €17 = Serln)

ou 7 est la représentation contragrédiente de .

Remarque : D’apres la définition de Paction de G Ly (F) x Dy, x T sur U™ (€),

si Argpso (UM(€)) # 0 pour un triplet (7, p, o) de Tgr X Ty X Tr alors le caractére
central de 7 (resp. de p) est & (resp. £71).
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Chapitre 2

D-faisceaux elliptiques, structures
de niveaux, espaces de modules:
rappels et compléments.

Notations.

Soit X une courbe projective, irréductible, lisse et géométriquement connexe,
sur un corps fini ;. On notera F' le corps des fonctions de X et |X| I'ensemble
des points fermés de X.

Pour z un élément de |X| on note:

— F, le complété z-adique de F',

— (O, lanneau des entiers de F},,

— m, une uniformisante de O,,

— k() le corps résiduel de O,,

— deg(x) le degré de x(z) sur F,,

— v, : F)Y — 7Z la valuation de Fy, telle que v,(m,) = 1.

On notera A l'anneau des adeéles de F. Pour tout ensemble 7' C |X|, on note
AT Tanneau des adeles en dehors de ’ensemble de places T et A I'anneau des
adeles sur I’ensemble de places T'.

Tous les schémas considérés sont des schémas sur F,. Si Y, Z sont de tels
schémas, Y x Z désignera leur produit sur F,. On utilisera une notation similaire
pour le produit tensoriel sur [F,. Pour tout schéma S, on désigne par Frobg I'en-
domorphisme de Frobenius de S, qui est I'identité sur I’ensemble sous-jacent et
I’élévation a la puissance ¢ sur le faisceau structural Og.
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Tout au long de ce chapitre et du suivant, dans les paragraphes qui traiteront
de questions locales, O désignera un anneau local d’égale caractéristique p, de
corps des fractions F' (a nouveau). On fixe une uniformisante 7 de O. On note &
le corps résiduel O/(m) et ¢' son cardinal.

1 Rappels sur les D-faisceaux elliptiques.

On reprend pour I'essentiel les définitions et résultats de [23].

1.1 Algebre a division centrale sur F.

Fixons D une algeébre a division centrale sur F' de dimension finie d? et une
Ox-algebre D, localement libre de rang d? en tant que Ox-module dont la fibre
générique est D. Il existe alors un ensemble fini de places Bad C |X| tel que,
pour tout € |X|\ Bad, D ® F, est isomorphe a My(F,) par un isomorphisme
qui envoie D, sur My(O,). On supposera que pour toute place z de Bad, D, est
une algebre a division et que D, est 'ordre mazimal dans D,.

1.2 Définition des D-faisceaux elliptiques.

Fixons une place oo de X, n’appartenant pas a Bad. Pour simplifier, on
supposera dans la suite que oo est rationnelle sur le corps des constantes F, de
X.

Soit S un schéma. Un D-faisceau elliptique sur S est un diagramme commu-
tatif

Ji

%

g, g,
) i+1

ou:

— &; est un Dy, s-module a droite localement libre de rang 1, et donc un
Ox xs-module localement libre de rang d?;

— 7&; est égal a (Idx x Frobg)*&;;
— J; et t; sont des injections Dy g-linéaires;

- gi-i—d ~ SZ(OO) D= 5@ Koy OX(OO) et le COIIlpOSé 5@ — €i+1 — s = gi-i—d
est induit par l'injection canonique Oy — Ox (00);
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— (prs)«(&i/&i—1) est un Og-module localement libre de rang d ol prg : X x
S — S est la projection canonique. De maniere équivalente, &;/&;_1 est
isomorphe, comme Ox,s-module, & I'image directe (in)s(T'so,) d'un Og-
module I'y, ;, localement libre de rang d, par la section oc:

(ig) : S — X x S s — (00, 8);

— l'image directe de Coker ¢; est un Og-module localement libre de rang d. Le
support de Coker ¢; est disjoint de ({oco}UBad) x S. De maniére équivalente,
Coker t; est isomorphe, comme Oy, s-module, a I'image directe (i(;,i)*(f‘o,i)
d’un Og-module Iy ;, localement libre de rang d, par la section

~ io,i,id
(iO,i) : S( 0’—>S)X X S
induite par un morphisme i, : S — X tel que ip;(S) C | X'

Remarque : Les inclusions &; < &;; étant des isomorphismes sur (X\{oo}) x S
et le support de Cokert; étant disjoint de co x S, on en déduit que la donnée
des morphismes (t;); est équivalente a la donnée d’un seul ¢;. Les morphismes i ;
sont indépendants de ¢; on le note g, le zéro du D-faisceau elliptique.

Notations: Dans la suite on notera un tel D-faisceau elliptique sous la forme
(&iy iy ti). Lorsque ip(S) est un point fermé o de X', on dira que (&;, j;, t;) est de
pure caractéristique o. On notera alors I, et 7, pour ['y et 7.

1.3 -faisceaux, schémas Gr et application aux D-faisceaux
elliptiques.

On commence par rappeler la définition du foncteur Gr de Drinfel’d (cf. [14]).
1.3.1 Rappels sur les ¢-faisceaux et sur le foncteur Gr.
Soit .S un FF,-schéma.

Définition 1.3.1.1 (cf. [14]) Un p-faisceau sur S est un faisceau F, en Og-
module, localement libre de rang fini et muni d’une application Og-linéaire

¢ : Frobg F — F.
Soit V(F) le fibré vectoriel associé a F*, c’est-a-dire
V(F) = Spec(Symp (F*)).

Le morphisme ¢ (resp. Frobg) induit une application linéaire (resp. g-linéaire)
entre S-schémas
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V(p) : V(F) — Frobg V(F),
(resp. Frobg : V(F) — Frobg V(F)).

Définition 1.3.1.2 On définit le S-schéma Gr(F) comme le fibré vectoriel as-
socié a l'ensemble

{ue F* | ulp(x)) =u(x)! Vo € F},

c’est-a-dire
Gr(F): = Ker(V(¢) — Frobg).

Proposition 1.3.1.3 (c¢f. [1}]) - Pour tout ¢-faisceau F, le S-schéma Gr(F)
est fini et localement libre; si F est de rang n alors Gr(F) est d’ordre égal a q".

- Le faisceau Lie*Gr(F) (I'image inverse du faisceau Qér(]—')/S relativement a
la section nulle Og : S — Gr(F)) est canoniquement isomorphe au conoyau du
morphisme ¢ : Frobg F — F.

Preuve : Les questions étant de nature locale, on suppose S = Spec R affine
et F libre de rang n sur S. On fixe une base (e;)1<i<, de F =~ R™, et on note
(mij)i<ij<n les coefficients de la matrice de I'application ¢ : Frobg F — F
dans cette base, c’est-a-dire

(%2 (Z(Z‘Z&) & )\Z> = Z (Z mlyjazf)\z> €j,
i=1 j=1 \i=1

avec (r;6,) ®1=¢; @ ].
Soit (€;)]<ic, la base de F* duale de la base (e;)1<i<n; On

(ei, ® 1) (Z(ﬂﬁzez) ® )\i) = Xig Ty, -

=1

L’application ¢* : F* — Frobgy F* est alors donnée par une matrice que ’on
écrit sous la forme (mzi/)lgi,ilgn telle que

90*(6:0) = Zmzio (ei @ 1)*
i,k

p*(er) Qi (zie) @ Ni) = ¢j, (@(;?:1({36@') ® A;)
= efo (Zi:l (Zi’:l )‘i’xg'mi,i’) ei)

— n q

On calcule les m? ., de la facon suivante:
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La matrice de ¢* dans la base (ef)i<i<n est ainsi la transposée de la matrice
(mii)1<ii<n €t le S-schéma Gr(F) est le sous-schéma fermé de G j,, défini par

le systeme d’équations

N
.
IN
S

n
]Jg — E mj,ia:i =0 1
i=1

d’ou la proposition.

1.3.2 Définition des schémas Gr(F,,).

Soient S un schéma et (&;, j;, t;) un D-faisceau elliptique défini sur S. On fixe
une place o de X' et on note r le degré de I'extension k(o) sur F,.

Equivalence de Morita: Dans les lignes qui suivent, on décrit 1’équivalence
de Morita appliquée aux D-faisceaux elliptiques en la place o. On introduit des
notations que nous utiliserons largement dans toute la suite. Le (O,KOg)-module
localement libre de rand d?, & ® O, est indépendant de i; on le note &,. On fixe
un isomorphisme D, ~ My(O,) et on désigne par E;; 'idempotent de M, (O,)
associé au premier vecteur de base. Soit F, le (O, X Og)-module localement
libre de rang d défini par E,&,. Par équivalence de Morita, on a &, ~ ]:g ou

l'action de D, est donnée par 'action naturelle de M, (O,). Les morphismes ¢;
étant D,-équivariant, ils induisent un morphisme ¢/ : "F, — F,.

Pour tout entier n, on note F,, : = F, ®o, O,/ml. L'image directe de
Fon relativement a la projection Spec O,/m? x S — S, muni de P'application
Os-linéaire induite par t,,, est alors un @-faisceau sur S; on le notera encore
(Fo,m t:),n)‘

Définition 1.3.2.1 Soit Gr(F,,), le S-schéma associé par le foncteur Gr du
paragraphe précédent, au -faisceau (F,p, t:),n)' On définit alors

Gro(Fo) o = lim Gr(Fop).

D’apres le paragraphe précédent, on a la proposition suivante.

Proposition 1.3.2.2 Pour tout entier n, Gr(F,,) est un S-schéma fini d’ordre

g™, en O,-modules tel que:

— il existe un entier N tel que, en tant que S-schéma en k(o)-espaces vecto-

riels (k(o) C O,), Gr(F,n) peut, localement pour la topologie étale sur S,
s’injecter dans G ;
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— la suite de S-schémas en O,-modules
0 — Gr(Fon) G (Foni1)—Gr(Foni1)
est exacte.

Dans la suite de ce paragraphe, on donne une expression explicite de Gr(F,.,).
Proposition 1.3.2.3 [l existe un recouvrement ouvert de S par des schémas
affines Spec R — S tels que le Spec R-schéma en O,-module, Gr(F,,) X s Spec R
s’écrit

Spec R[(:L‘f) 1<gligd ]/(;A;X - Xq), (1.3.2.4)
0<k<n

ot ,A. est une matrice par blocs de la forme (resp. X est le vecteur colonne)

it
/
Ay 0 ... 0 :
A/ A/ . : JCO
0,1 0,0 : d
resp.
: . ] . ) ( p x% )
! ! i :
Ao,n—l Ao,l Ao,O . "
zy

les matrices A, étant de taille d x d, et ou (LA,X — X9) désigne l'idéal de

R[(z%) 1<<Ii<d] engendré par les nd polynomes qui constituent les composantes du
0<k<n

vecteur colonne ! AL X — X9. Dans lécriture de la formule 1.3.2.4, on retrouve la

structure de O,-module ot ’action de w, est donnée par

k+1
)

n

pourk <n—1 etz

)

¥ — 0.

L’injection Gr(F,n) = Gr(Fons1) est donnée par la surjection:

Rn+1 — Rn
S
= 0

avec Ry = R[(2¥) 1<i<a ]/ (LA X — X).

0<k<n

Preuve : Le (O,@g(o)R)-module M : = F, ®0,0,,,r) (Oo®x(o)R) est libre de
rang d; on en fixe une base (m;)i<i<q. On identifie O,®, R & R[[T]]. L’appli-
cation t! : "F, — F, induit une application R[[T]]-linéaire "M, — M] que 'on
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note encore #,. On définit la matrice A, = (a; ;)1<ij<a & coefficients dans R[[17]
telle que ¢/ (1 ® m;) = Zj L @; jmj. On a alors

d
s € (3 m) 01 = 55 et
j=1 =1
On écrit la matrice A} sous la forme ) " A! T" ou A, est une matrice a

coefficients dans R. On introduit également la matrlce »AL qui est une matrice par
blocs (nAL(K, k")) 1<k k'<n OU chaque bloc est de taille d x d et , AL (k, k') = A;,k_k,
si k — k' est positif et nulle sinon:

Ag 0 ... 0
/ / :
Al _ Ao,l Ao,O
n o - . . . .
i i i
Ao n—1 Ao,l AO,O

Le résultat découle alors de la preuve de la proposition 1.3.1.3.
O

1.4 Structures de niveaux en dehors de la caractéristique.

On pose A = ['(X\{oo}, Ox). Soient S un schéma et (&;, j;, t;) un D-faisceau
elliptique défini sur S, de caractéristique ig : S — X'. Soit I un idéal de A tel
que iy(S) NV (I) est vide. Dans [23], une I-structure de niveau sur un D-faisceau
elliptique défini sur S est un isomorphisme de D;, s-modules a droite

Z[ . D[ X OSLNE'[Xs

tel que le diagramme suivant est commutatif

lirxs

Tg|I><S g|I><S

D; X Og

Remarque : Pour I = [[, m}*, la donnée d’une I-structure de niveau est équi-
valente a la donnée de m}*-structures de niveaux i, ,,, pour x € V(I). Dans le
cas ol o appartient a ig(S), avec cette définition, il n’existe pas de mZ-structure
de niveau car fjyny g n’est plus un isomorphisme.

Dans le cas ou o est une place de X' (o & i¢(.5)), on choisit un isomorphisme
D, ~ My(0O,). Soit, comme au paragraphe précédent, F,,, le (O,/m! X Og)-
module localement libre de rang d, tel que &,,, ~ Fin ou 'action de D, ,, : = Dyyn
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est donnée par l’action naturelle de M (O,/m?) sur les d facteurs. L’isomorphisme
lo,n fournit alors un isomorphisme de Oy s-modules:
Uyt (Oo/mI) KOs F,

o,n

tel que le diagramme suivant est commutatif

\/

o/m &OS

Le foncteur
Sch/S — O, — module

T/S s Ker(H(T,t, —1d))

’7o,n

est représenté par le schéma G, ,, qui, localement pour la topologie étale sur .S,
est de la forme
Spec R[(rt) s ]/ (4l (7X) — X)

<k<n

(cf. la preuve de la proposition 1.3.2.3). L’isomorphisme i, fournit alors un
isomorphisme de S-schémas en O,~-modules

(Op/m™) 4 x S"5G . (1.4.1)

On rappelle que 'on a aussi défini le S-schéma Gr(F,,) qui localement pour
la topologie étale sur S, est donné par

Spec R[(2]) 1<i<a |/ (4,X = 7X).
0<k<n

Comme o n’appartient pas a iy(.S), la matrice , A est inversible. Ainsi I’ensemble
des isomorphismes 1.4.1 est en bijection avec ’ensemble des isomorphismes de
S-schémas en O,-modules

(Op/m™M)% x S—"5Gr(Fyp).

La donnée d’un tel isomorphisme est équivalente a la donnée d’un isomorphisme
de O,-modules
o (O/m™M) R Og—(F, 0, Op/m?)*

tel que le diagramme ci-dessous commute

t*

(Fo ®0, Op/my)* - "(Fo ®o, Op/m})*




L’isomorphisme L'O’n fournit alors un isomorphisme de D,-modules D, ,, M Og —
EX ®p, O,/m? tel que le diagramme ci-dessous est commutatif

t*
* |mg xS TO*
|mz xS |mz xS

Lo,n

g
Lo,n

Don®Og
On introduit alors la définition suivante de I-structure de niveau.
Définition 1.4.2 Soit I un idéal de A tel que V(I) Niy(S) est vide. Une I-

structure de niveau sur (&, ji,t;)/S, est un isomorphisme de D;-modules a droite
1y DR Og — & tel que le diagramme suivant est commutatif

* t\IXS TO*
|[IxS |[IxS

\ TLI

D; X Og

C’est cette définition que l'on généralisera dans le cas de mauvaise réduction
(cf. paragraphe 3).
Remarque : Cette définition bien que différente de celle donnée dans [23], donne
les méme champs classifiant et on peut reprendre tous les résultats de loc. cit.,
en oubliant cette différence.

1.5 Schéma de module, propreté.

Soient [ un idéal non nul de A et €llx p; la catégorie fibrée sur la catégorie
des F,-schémas, dont les objets sont les D-faisceaux elliptiques munis d'une /-
structure de niveau, et les morphismes sont les isomorphismes entre deux tels
objets.

Proposition 1.5.1 (c¢f. [23]) Pour tout idéal I de A, €llxp est représentable
par un champ algébrique (au sens de Deligne-Mumford) Ellx p r, lisse et de di-
mension relative d — 1 sur X'\V(I).

Le groupe Z agit sur Ellx p r via la formule:

[n](glajlatl) = (gi-l-naji-l-nati-i-n)-

Les auteurs de [23] montrent que si I # A alors (£llxp/Z) est une réunion
disjointe de schémas de type fini qui sont de plus quasi-projectif.

Remarque : Le foncteur qui a (&;, ji, t;) € ob(Ellx p 1(S)) associe le morphisme
ig : S — X définit un morphisme de champs (ou de schémas si I # A)

49



zéro : (c/‘llX,D,[ - X
qui se factorise a travers X'\V(I) C X.

Remarque : Pour des idéaux I, J tels que V(I) C V(J) C X', on a des mor-
phismes de champs algébriques

ryr: gllX,’D’J — gllx,’D’[
en restreignant a I la J-structure de niveau. Le morphisme r;; est appelé le

morphisme de restriction du niveau de J a [. Le diagramme suivant est alors
commutatif:

Ellxpy— 20 L xn\v ()

TJJl lld

Ellxpr —2E2 ~ X\V(J)
Citons deux résultats de [23] et qui nous serons utiles par la suite.
Lemme 1.5.2 Le morphisme r;; est étale.

Proposition 1.5.3 Le morphisme (Ellx p1/Z) — X'\V(I) est propre.

1.6 Déformations des D-faisceaux elliptiques.

Dans [23], les auteurs montrent que Ellx p ; — X'\V(I) est lisse de dimension
relative d — 1. Dans 'optique de prouver le théoreme de Serre-Tate, nous allons
redémontrer ce résultat en étudiant directement les déformations des D-faisceaux
elliptiques.

Soient S le spectre d’un anneau local R artinien et S C S le sous-schéma
fermé défini par un idéal m de carré nul. Soit (&, j;, ;) un D-faisceau elliptique
défini sur S, de caractéristique 3o : S — X. Soit o € | X’|, 'image par i, : = ig, du
point fermé de S; R est donc une O,-algebre telle que 'image de 7, est nilpotente.
On note i, le morphisme S —>X x S. On a alors la suite exacte suivante

0 — "E-5E — (i,).(Ty) — 0 (1.6.1)

ot [, est un R-module libre de rang d. On cherche a relever (&, j;,%;) en un
D-faisceau elliptique (&;, j;, ;) défini sur S. On montrera en fait que ce probleme
revient a relever la suite exacte 1.6.1

Proposition 1.6.2 [l n’y a pas d’obstruction a relever le Dy, g-module a droite
localement libre de rang d, &;. L’ensemble des relevements est un torseur sous le
groupe
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Preuve : D’apres les résultats de [21], obstruction a relever le Dy, g-module &
droite localement libre de rang d, &;, se trouve dans le groupe EthZDgog (&, &R
m). Lorsque cette obstruction est nulle, ’ensemble des relevements est alors un
torseur sous le groupe Extlpgos, (€;,& @p m). La proposition découle alors du
lemme suivant.

O

Lemme 1.6.3 Le groupe Ext%gos, (&, & @z m) est trivial.

Preuve : Comme éz est un (D X Og)-module localement libre de rang 1, les
faisceaux Ext%gos, (&, & ®p m)ﬁ sont nuls pour n > 1. Comme S est le spectre
d’une algebre artinienne, X x S est de dimension 1 et la suite spectrale locale-
globale pour les Ext", donne la nullité de Ext%gog (&1,E ®@pm).

O

Proposition 1.6.4 Il n’y a pas d’obstruction a relever le D-faisceau elliptique
(&, jists) ci-dessus, en un D-faisceau elliptique (&;,7:,t;) defini sur Spec R tel
que sa réduction modulo m redonne (&;,j;,t;). L’ensemble des relévements est un
torseur sous le groupe

EthDD&(Dg (foa gl,o R m)v

lequel, apres équivalence de Morita, est isomorphe a Ext}%gog(}?, Fio®@pm).

Preuve : (i) Soit r un élément de R. Comme m? = (0), 'image de r par le
morphisme Frobenius ne dépend que de la classe de » modulo m. En d’autres
termes, le morphisme Frobg : S — S se factorise par S:

Frobg
—_—

S

Frob S,?\

Ainsi pour tout 7, les &; d’un éventuel relevement & de &;, sont donnés par:

ni——Wnn

Tgi = (Idx X FI'Obs,g)*(gi).

De la méme facon, les applications "j; sont indépendantes du relevement j; et
sont données par
"ji = (Idx x Frobg 5)"(ji)-

(ii) Considérons la suite exacte longue associée au foncteur Hompgo, (e, £1®#
m) et a la suite exacte courte

0—T"& — & — (zo)*(fo) —0;
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soit

0 — Hompgo, ((?O)*(fo), £ ®p m) — Hompgo, (€1, € ®p m) —>

Hompsog ("6, & @ m) = Exthao, ((i0).(T0), & @ m) —

EXt%)&Og (gl, &@Rm) — EXtrngog(ng, &@Rm) — EXt%&Og ((go)*(f‘o), gl ®R m) .

La condition nécessaire et suffisante pour I'existence d’un diagramme commutatif
de la forme

00— ng RKpm &o 78_0 0

R

0—=& ®pm & & 0

est qu’il existe une extension & de & par & ®zm telle que Pextension &; * f, de
& par £ @i m est égale a f; x 7Ey. L'obstruction a cette existence est liée a la
non surjectivité de ’application

EXE%)&OS (gl, gl R m) — EXt%)&Og (ng, gl R m)
et se situe donc dans le groupe
Exthao, ((i0)-(T). & @ m)
Le méme argument que celui de la preuve du lemme 1.6.3 donne la nullité de
Exthmo, ((EO)*(I_“O), & ®p m), ainsi que Iisomorphisme
Exthso, ((io)*(fo), £ O m) ~ (X x S, Bathye, ((Eo)*(fo), £ ®p m) .

Le faisceau (io)*(fo) étant concentré au point o, on a alors

Exthgo, ((?o)*(fo), £ ®n m) ~ Exth, go, (T, €10 O M), (1.6.4)

(iii) On a donc construit &£ ainsi que 'application ¢y : & — &; qui reléve
Papplication #y. En outre pour tout ¢, on connait les Dyyg-modules 7&; et les
applications 7j;. Les places o et oo étant distinctes, il existe alors un unique
diagramme commutatif

Ji
& Ein

t;

Tj,
T(C/‘i ? Tgi—i—l
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qui contienne la ligne .
"Ji
L TEINTE

ainsi que la diagonale Té’giﬁl. Clairement pour tout 7, & est un Dy, g-module
a droite localement libre de rang 1 et j;, ¢; sont des injections Dy g-linéaires. La
condition de périodicité &£, 4 ~ & Qo Ox(00) découle de la périodicité des "E;.
Pour tout ¢, on a une suite exacte courte

0—>Tgi—>gi+1—>f'i%0

et d’apres le lemme de Nakayama, (prs).(JF;) est un R-module libre de rang d,
soit F; = (i0)«(I'v;) ot Iy, est un R-module libre de rang d. De la méme facon
on a pour tout ¢, une suite exacte courte

0—>EZ—>EZ+1%QZ—>0

ot (prs).(G;) est un R-module libre de rang d, soit G; = (in0)+(Ts0s), Ol Too s
est un R-module libre de rang d. Finalement, le diagramme (&;, j;, ;) est un
D-faisceau elliptique qui est une déformation de (&;, j;, ;).

(iv) Calculons I'espace des relevements. Tout d’abord l’ensemble des classes
d’isomorphie des extensions & telles que & * fo = f1 * 7€y est un torseur sous

Exthgo, ((io)*(fo), £ O m) /I (Hompgo, (o, €, ®p m)).

L’extension &£; étant fixé I’ensemble des classes d’isomorphie des applications
to: "€y — &1 est donné par:

Hompgog(Tg_g, 8_1 Rr m)/ Im (Hompgog (gl, gl Rr m)) .

Ce dernier ensemble est par ailleurs isomorphe a Im (Hompg@ ( 0,1 ® A m))
Ainsi 'ensemble des relevements du D-faisceau elliptique (&;, j;, t;) est un torseur

sous Extpgog ((;0)*( o), 1 DR m), qui d’apres 1.6.4 est isomorphe a

Ext, o (Tos E10 97 m)

Corollaire 1.6.5 Ellx p a est lisse sur IF,, de dimension d.

Preuve : On considere un point géométrique de la fibre en o de Ellxp a (R =
%(0)). L’ensemble de ses relevements est un torseur sous Extg,_ 0, (F(0), Fro®pm)
lequel groupe, apres complétion, est isomorphe a

~

Bt (7(0), (O5)").
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On applique le foncteur Hom(e, @gr) a la suite exacte courte:
0— O 250" — k(o) = 0
ce qui donne la suite exacte longue suivante

0 = Hom . (O57/(m,), (O3))%) — Homg, (O3, (O57)4) "

Homg, (0", (057)%) — Extgy,. (05 /(mo), (0;)) — Extg,, (O3, (057)7)

Or comme O™ est un O module projectif on a Extém(@fjr, (O™)4) = 0 d’ont

Exte, (05"/ (1), (O5)") = (O3 /(o))" = R(0)".
O

Corollaire 1.6.6 L’application tangente av morphisme Ellx p 4 — Spec A en
un point fermé de la fibre en o est donnée par le morphisme

Exthio, ((i,)*(fo), & ®x m) — Exthyo, ((io)*(fo), (i0)+(To) @i m) (1.6.7)

Ce morphisme est surjectif et Ellx p 4 — Spec A est lisse de dimension relative
d—1. L’anneau local de Ellx p a en un point géométrique de la fibre en o est alors
1somorphe a

égr[[t% T td]] = R(O)th B td”:

ou t; est une uniformisante de O)".

Preuve : En appliquant le foncteur Hompg ((50)*@0), o) a la suite exacte

0— "EE®pm — & Qpm — (EO)*(fo) ®pm — 0,

on en déduit que le conoyau de ’application 1.6.7 est un quotient du groupe
Exthaoy ((0)+(T0), "€ @pm) .

Par un argument identique a celui du point (ii) de la preuve de la proposition
1.6.4 montre que ce dernier groupe est nul, d’ou le corollaire.
O
Remarque : On rappelle aussi que d’apres le lemme 1.5.2, le morphisme de
restriction du niveau est étale en dehors du niveau. Ainsi les résultats précédents
sont valides pour Ellx p s et o n’appartenant pas a V' (I).
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2 (O-module de Dieudonné, O-modules divisible
et théoreme de Serre-Tate.

Soit (&, ji, t;) un D-faisceau elliptique défini sur le spectre S d’un anneau
local artinien B, de caractérisitque iy : S — X. Soit alors le point fermé o de X’,
image par ig du point fermé de S. Le but de ce paragraphe est de construire le
O,-module divisible G'r,(F,o) — Spec B associé a (&, ji,t;) et de démontrer le
théoreme de Serre-Tate pour les D-faisceaux elliptiques. Dans un premier temps,
on rappelle des résultats locaux sur les O-modules de Dieudonné et les O-modules
divisibles.

2.1 Rappels sur le module de coordonnées des O-modules
formels.

Dans ce paragraphe, B est une O-algébre dans laquelle l'image de 7 est nil-
potente. On suppose que & est un sur-corps de F, et on note r le degré de cette
extension (¢’ = ¢"). On reprend les résultats de [16] a la précision pres que dans
ce travail, un O-module formel sur B est un groupe formel lisse X sur B de
dimension 1, muni d’une action de O telle que 'action induite sur Lie X coin-
cide avec celle provenant de la structure de B-module de Lie X (cf. chapitre 1
paragraphe 3.1.1).

Soit X un O-module formel sur B. On considere le B-module

P

Mx = Hom(X, G, ),
lequel est muni par fonctorialité d’une action de O. Soient

Frob,: B— B (resp. Froby : B — B)
e el

le morphisme de Frobenius de la F,-algebre (resp. F,r-algebre) B, et 7, (resp. 7,r)
Iisogénie de Frobenius

Ga,p — Frob, . G, p (resp. G, g — Frob, . G, p).

La multiplication a gauche par 7, sur Mx est Frob,-semi-linéaire et induit donc
un morphisme
F FI'ObZ MX — Mx.

Via cette application F', on peut considérer My comme un B[[7,]]-module loca-
lement libre de rang 1 (=dim X). Le (O ®p, B)-module My est muni de deux
actions de k. Celles-ci induisent une graduation



avec _
Mx;={mée My /(A" @ )m = (1® \)m}.

La multiplication a gauche par 7, est de degré 1 pour cette graduation et induit

des morphismes B-linéaires: Fy; : Frobz Mx; — Mx 1. Pour tout n > 0, on

note Fyn;: (Froby)* My ; — Mx iin, le morphisme

P

* n—1\x
Fiitn-10 Frobq F,itn—20---0 (Frobq ) Fy

induit par la multiplication a gauche par 7). Les deux actions de x sur (Lie X')¥ =

@._, Coker F,; coincident et le B-module gradué (Lie X)" est donc concentré en
degré zéro. Le morphisme F; est injectif et les morphismes F,; (0 < i < r —2)

sont des isomorphismes. Le B-module gradué My = eaiEZ/rZMXai? muni du
Frobenius
@Fq,i: Frob; @ Mx;, — @ Mx
€L [rL IE€EL]TL

s'identifie au B-module gradué @Z:_&(Frobfl)*MX,o, muni du Frobenius

r—1 r—1
FQ L= FI‘Ob; (@(FI‘O]I)Z)*MX,()) — @(FYOb;)*MX,O

(m07 Ty mrfl) — (F(mrfl)a mo, - -, mer)-

Soit ¢ : X — Y une isogénie de O-modules formels. Le morphisme M (¢)
est un morphisme de modules gradués. Les morphismes

Fyi : (Frob!)* Coker M (p)q — Coker M(i);

sont des isomorphismes et les modules localement libres Coker M (y); sont donc
tous de méme rang. En résumé, se donner (M, F') est équivalent a se donner
(MX,Q, Fg) .

De plus M est un B|[7,|]-module localement libre de rang 1 et s’identifie a
la limite projective des B-modules Coker Fyrm o ~ B[7,r]]/Bl[7y]].75¢. 11 résulte
du fait que "image de I'uniformisante 7w de O dans B est nilpotente, que ’action
de 7 ®1 € O ®, B sur Coker F,m ¢ est nilpotente. Le séparé complété O®, B de
O ®,, B pour la topologie m ® 1-adique, agit donc encore sur Mx o.

Définition 2.1.1 Le foncteur module des coordonnées sur B est le foncteur Mg
qui ¢ un O-module formel X sur B, associe le (0®,B)-module Mxp @00, B)
(0®,.B) muni du Frobenius Fy.

On note ¢ le morphisme structural de la O-algebre B et I' le morphisme

0®.B — B
a®b +— i(a).b
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Soit Mod C(B) la sous-catégorie pleine de celle des (O®,B)-modules locale-
ment libres et munis d’'un Frobenius

F: (Idpo®, Frobg)*M — M,
formée des objets tels que:

— il existe un B-module localement libre de rang 1, w tel que

Coker F' =T, (w);

— il existe un entier n tel que le morphisme
F": (Ido®y Froby, )*M/nM — M/ M
est le morphisme nul.

Théoréme 2.1.2 (c¢f. [16]) Le foncteur module des coordonnées Mg, de la ca-
tégorie des O-modules formels (dim X = 1) sur B, dans la catégorie Mod C(B),
est une anti-équivalence de catégories.

Remarque : 11 suffit de remarquer dans [16], que Mx est un B[[7,]]-module
localement libre de rang celui de Coker F'. Le B-module w est donné par (Lie X')".

On rappelle aussi que la formation de Mpg est compatible au changement de
base, d’ou la proposition suivante.

Proposition 2.1.3 (¢f. [16]) Soient X un O-module formel sur B, C une B-
algebre et X @ C', le O-module formel sur C' obtenu par extension des scalaires,
on a alors lisomorphisme

Mc(X XRB C) >~ (O®HC) ®(O®NB) MB(X)
Remarque : Le foncteur quasi-inverse est G'g tel que pour tout B-algebre R:

Gp(M,F)(R) = {g € Homp(M, R) / g(F(m)) = g(m)", Ym € M}.

2.2 (O-modules de Dieudonné et O-modules divisibles.

Soit B une O-algébre locale d’idéal mazrimal m nilpotent. Comme au para-
graphe précédent, soit ¢" le cardinal de k. On note Frob, le morphisme de Fro-
benius de la F,--algebre B (noté Frob, au paragraphe précédent).
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2.2.1 (O-modules de Dieudonné sur un corps «'.

Pour tout ce qui concerne ce paragraphe, on renvoie a [24]. On fixe une cloture
algébrique & de k et soit k' un sur-corps de x inclus dans k. On note O, la
complétion de I'extension non ramifiée de O de corps résiduel ' et F,s son corps
des fractions. Soit

o€ Gal(F, /F)

le relévement canonique du Frobenius arithmétique de '/k.

Définition 2.2.1.1 Un F-module de Dieudonné sur k' est un F,-module N, de
rang fini, muni d’une application o-linéaire bijective: F': N — N.

Un O-module de Dieudonné sur &' est un O, -module libre, M, de rang fini,
muni d’une application o-linéaire injective: F' : M — M telle que le conoyau
de F est de longueur finie sur O,:, c’est-a-dire de dimension finie en tant que
k'-espace vectoriel; le rang de (M, F) est le rang de M en tant que O -module.

Un morphisme entre O-modules de Dieudonné (resp. F-modules de Dieu-
donné) sur k' est une application linéaire qui commute avec F.

EXEMPLE - Soient 7, s deux entiers positifs premiers entre eux. On pose

Mr,s = (OK’)T
et
Fte) ={ S ST
ey sit=r,
ou (e,---,e,) est la base canonique de M, , et ol on étend F,, & M, par

o-linéarité; (M, s, F ) est un O-module de Dieudonné sur «' de rang r.

Proposition 2.2.1.2 (¢f. [24]) Soit (M, F) un O-module de Dieudonné sur '.
1l existe une unique décomposition

(M,F)= (M, F") & (M, F°)
ot (M, F) et (M€, F°) sont des O-modules de Dieudonné sur k' tels que
Fe (M) = M
et
(FO)"(M°) C wM*¢
pour un entier n assez grand.

On a le lemme suivant sur les O,-modules de Dieudonné ”cyclique”.

Lemme 2.2.1.3 Soit (M¢, F°) un O-module de Dieudonné sur k' tel que F°
est topologiquement nilpotent et Coker F'© est de dimension 1. Il existe alors une
uniformisante " de O, et une base (€;)1<i<n tel que F(e;) = €41 pour1 <i < h
et F(ep) = 'e;.
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Remarque : Classiquement, 'application o-linéaire F' peut aussi étre considérée
comme un morphisme de Frobenius du (O®,x')-module M:

F : (Ido®, Frob,)*M — M.

2.2.2 (O-modules de Dieudonné sur une (J-algébre locale artinienne.

Comme précédemment, on note ¢ le morphisme structural de la O-algebre B

et [' le morphisme
0O%.B — B
a®b +— i(a).b

Définition 2.2.2.1 Un O-module de Dieudonné de rang d sur B est un (O®,B)-
module M, libre de rang d, muni d’un morphisme de Frobenius

F : (Ido®, Frob,)*M —s M

tel que Coker F ~T',(w) ot w est un B-module libre de type fini. Le Frobenius F
sera dit topologiquement nilpotent s’il existe un entier n pour lequel

F": (Ido®,, Frob?)*M /7 M — M /7 M
est le morphisme nul.

Remarque : Soit (M, F') un O-module de Dieudonné tel que F' est topologique-
ment nilpotent. Soit A la matrice de F' dans une certaine base. Il existe alors un
entier n tel que A("A)--- (™" A) appartienne & M, ((1O)®,k').

Proposition 2.2.2.2 Soit (M, F) un O-module de Dieudonné sur B. Il eriste
des O-modules de Dieudonné sur B, (M, F¢), (M€, F¢) et une suite exacte:

0— (M F*Y — (M,F) — (M, F*) — 0

tels que F° : (Idp®, Frob,)* M — M¢ est bijectif, et F¢: (Ido®, Frob,)*M¢
— M°€ est topologiquement nilpotent.

Preuve : Soient k' : = B/met (M,F): = (M,F)®g B/m qui est alors un O-

module de Dieudonné sur «'. D’apres la proposition 2.2.1.2, on a M = M @ M°¢,
le morphisme de Frobenius F' étant donné par une matrice () de la forme

A0
0 Aet
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ot A° est inversible et A° topologiquement nilpotente. Si P est une matrice de
passage, la matrice de F' dans la nouvelle base est alors donnée par P~1Q("P).
La proposition découle alors du lemme suivant.

Lemme 2.2.2.3 Soient R une O-algébre locale artinienne et R le quotient de R
défini par un idéal m de carré nul. On suppose qu’il existe une base de M telle
que la matrice Q ®r R de F @r R dans M Qg R, est de la forme

A0
Aemt Aet

ou A est inversible et A topologiquement nilpotent. Il existe alors une matrice
de passage P de la forme Id + P' ou P’ est une matrice a coefficients dans m,
telle que P71Q(™P) est de la forme

A0
Aemt Aet
avec A inversible et A¢ topologiquement nilpotent.

Preuve : Comme m est de carré nul, on en déduit que pour toute matrice P’
a coefficient dans m, la matrice "(I; + P’) est la matrice identité. On cherche
donc une matrice P’ a coefficients dans m, telle que (I; + P')@ soit de la forme
indiquée. On écrit @) sous la forme

<Q1 Q2>
Q3 Q4 ’

ou la matrice Q4 est inversible. En prenant P’ = <

Id —Q,Q7"

_ !
0 Id )’P_[”P’

la matrice P~*Q("P) est de la forme désirée.
U

2.2.3 (O-module divisible associé & un O-module de Dieudonné: com-
pléments sur le module de coordonnées.

Définition 2.2.3.1 (¢f [11]) Un O-module divisible sur une O™ -algébre locale R,
compléte noethérienne et de corps résiduel isomorphe a &, est un couple (G, 1)
ou G est un schéma formel en groupe sur Spec R, muni d’un homomorphisme
Y : O — End G, tel que G° est un O-module formel sur R et

G/G® ~ Spf R x (F/O)

pour un certain entier j
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Soit Mod B(B) la sous-catégorie pleine de celle des O-modules de Dieudonné
sur B, telle que
Coker F ~ T',(w)

ol w est un B-module libre w de rang 1, ou 0.

Proposition 2.2.3.2 Le foncteur Mg induit une anti-équivalence de catégorie,
de la catégorie des O-modules divisibles sur B, dans la catégorie Mod B(B) qui
prolonge [’équivalence du théoréeme 2.1.2.

Preuve : On commence par une proposition sur les Spec B-schémas en groupes.

Proposition 2.2.3.3 (cf. [16]) Soient G1, G2, G5 des Spec B-schémas en groupes
finis, plats, de présentation finie, qui, localement pour la topologie f.p.q.c. sur
Spec B, se plongent dans GfZB, pour un certain entier N. On suppose que ['on a
la suite exacte

1— G1L>G2L>G3 —1

(ce qui signifie que u est un noyau de v dans la catégorie des schémas en groupes
affines commutatifs et que v est plat surjectif). On a alors la suite exacte

0 — Mg, — Mg, — Mg, — 0.

Ainsi d’apres le théoreme 2.1.2, pour montrer la proposition, il suffit de mon-
trer que Mp établit une équivalence de catégorie des O-modules divisibles étales
sur Spec B (G° = 0), dans la catégorie des O-modules de Dieudonné (M, F') tels
que M*° = 0. Le résultat découle alors de la proposition suivante.

O

Proposition 2.2.3.4 (cf. [2/] proposition (2.4.11)) Les foncteurs contravariants
Gy et My entre la catégorie des O-modules de Dieudonné (M, F) sur k' tels
que Coker F' est nul ou de dimension 1 (en tant que K'-espace vectoriel), et la
catégorie des O-modules divisibles G sur k', sont quasi-inverses ['un de [’autre.

De plus G (M, F) est étale (resp. connexe) si et seulement si M¢ = 0 (resp.
M =0).

Remarque : Un O-module divisible sur & est ici un O-module divisible G sur
k' au sens de [24], tel que si G¢ est non nul alors il est de dimension 1; ce qui
explique la condition supplémentaire sur la dimension de Coker F' par rapport a
’énoncé tel que 'on peut le trouver dans [24].
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2.3 Modules divisibles associés a un D-faisceau elliptique.

Soient o une place de X' et r le degré de x(o) sur F,. Soit (&;,7ji,t;) un
D-faisceau elliptique sur une O,-algebre locale artinienne B. On fixe un isomor-
phisme D, ~ M;(0,) et soit F, le (O, ®r, B)-module libre de rang d tel que
&, ~ F2 ou l'action de D, est donnée par l'action naturelle de My(O,) (cf.

o

paragraphe 1.3.2). Avec les notations du paragraphe 2.1, soit F, ¢ le (Op ®y(0) B)-
module associé, muni du Frobenius #, , déduit du morphisme t;, : "F, — F,.

Définition 2.3.1 Le O,-module de Dieudonné sur B associé a (&;,ji,t;) est le
couple (M,, F,) ot

M,: = 0,0 ®(Oo®~(o)B) (OO®I€(O)B)

et F, : (Idoo®,g(o) Froby o))" M, — M, est le morphisme de Frobenius induit par
tIOO-

L’image directe de Cokert] étant un B-module libre de rang 1 (cf. le para-
graphe 1.2), on a alors la proposition suivante.

Proposition 2.3.2 Le O,-module de Dieudonné (M,, F,) associé a (&;, ji, ti),
est un objet de Mod B(B). Le O,-module divisible sur B associé au O,-module
de Dieudonné (M,, F,) selon la proposition 2.2.5.2, est la limite inductive

Gro(Fop) : = lmGr(Fon)

n

des Spec B-schémas en O,-modules Gr(F, ) associés auz p-faisceaus Fopp @ =
Foo Qo, Op/m? par le foncteur Gr du paragraphe 1.3.1.

On notera Gr¢(F, ) le Op-module formel sur B associé a (M, FY).

2.4 Anneau universel des déformations d’un O-module di-
visible et théoréme de Serre-Tate.

Les calculs du paragraphe 1.6 laissent a penser que déformer un D-faisceau

elliptique est un probleme de nature locale en la caractéristique du D-faisceau

elliptique. Le but de cette section est de prouver I’analogue du théoreme de Serre-
Tate, pour les D-faisceaux elliptiques (cf le corollaire 2.4.2.2).

2.4.1 Déformations des O-modules de Dieudonné.

Soit (M, F)) un objet de la catégorie Mod B(k); M est alors un (’A)“r—moclule
libre M, muni d’un Frobenius F' : (Idp..®z Frob,)*M — M. Soit R une O™-
algebre locale complete noethérienne, de corps résiduel isomorphe a &, telle que
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le morphisme structural 7 : O™ — R est un homomorphisme local de O
algebres. Une déformation (M, F) sur R de (M, F), est un O™&;R-module libre
M, muni d’un morphisme de Frobenius F : (Id..®z Frob,)*M — M, tel que la
réduction de (M, F') modulo I'idéal maximal de R est égale a (M, F). Des résultats
de Drinfel’d (cf [11]) et de la proposition 2.2.3.2, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.1.1 Soit (M, F) un objet de la catégorie Mod B(k), de rang h+j
ot h > 1 est le rang de M¢. Le foncteur qui ¢ une @“r—algébre locale R, com-
plete noethérienne et de corps résiduel isomorphe a K, associe [’ensemble des
déformations sur R de (M, F) a isomorphisme pres, est représenté par 'algébre
El7 ~ DMdY, - -, dJ]] ot D ~ O ([ay, - - -, ap]] représente les déformations de
(Me, F*).

Dans le but de décrire la déformation universelle, on redémontre directement
ce résultat. Soient B une O-algebre locale artinienne, B le quotient de B défini
par un idéal m de carré nul et (M, F) un O-module de Dieudonné défini sur B.
On a une suite exacte courte

0— M — N —0
ot N est de la forme I',(w) avec @ un B-module libre de type fini. En appliquant

le foncteur Hom,, o p(e, M ®zm) & cette suite exacte, de maniére analogue a la
preuve de la proposition 1.6.4, on obtient la proposition suivante.

Proposition 2.4.1.2 Il n’y a pas d’obstruction a déformer (M,F) en un O-
module de Dieudonné défini sur B. L’espace des relévements est alors un torseur
sous le groupe -
Exty, g 5 (N, M @5 m)
lequel est isomorphe a
HomOD@B(T]V[, M ®gm)/ (Homoo@g(]\z, M ®5 m)) oF.

On peut alors démontrer directement le corollaire 2.4.1.1 et donner la défor-
mation universelle de (M, F').
Proposition 2.4.1.3 La déformation universelle de (M, F) sur Eg’j est le couple
(Muniv, Funiv), 00 Myniy est un (O"®zO0™[[ag, -, api;]])-module libre de rang

h+7 (anei = d° pour 1 < i < j), muni d’un morphisme de Frobenius Flyy, :
([d@nr(}?)g Frob,)* Muniv — Muniv, dont la matrice dans une certaine base est

0 "®l—-1®x 0 -+ 0
1 a2
0o . ap o --- 0
0 --- Gh+1 big -+ biy
0 --- Qjth bii -+ by
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ou 7' est une uniformisante de O™ et ou la matrice des (bry)i<ki<; est un relé-
vement de la matrice inversible de F*¢.

Preuve : Le O-module de Dieudonné (M¢, F'¢) étant cyclique, on choisit une base
de M telle que la matrice de F' dans cette base soit de la forme:

A¢ 0
0 [1a

avec
0o --- 71
A=[1 " 0o |,
0 . 0

ol 7' est une uniformisante de O™ (cf. le lemme 2.2.1.3). Soit alors (M, F) une
déformation sur R de (M, F). Le morphisme structural i : O™ —s R étant un
homomorphisme local de @nr—algébres, la proposition précédente montre alors,
par récurrence sur r, qu’il existe une base de M dans laquelle la matrice de F'
modulo m” (m l'idéal maximal de R), est de la forme indiquée; par continuité, la

proposition en découle.
O

2.4.2 Théoréme de Serre-Tate.

Soient S le spectre d'un anneau R local artinien, et S C S le sous-schéma
fermé défini par un idéal m de carré nul. Soit (&, j;,7;) un D-faisceau elliptique
défini sur R, de caractéristique iy : S — X'. Soient alors le point fermé o de X,
image par i, : = iy du point fermé de S et (M,, F,) le (OO®H(O)R)—m0dule de
Dieudonné associé a ce D-faisceau elliptique.

Proposition 2.4.2.1 L’application qui a une déformation (&;, ji, t;) définie sur
R de (&, Ji, t;) associe la déformation (M,, F,) définie sur R de (M,, F,), est un
isomorphisme entre les deux espaces de déformation.

Preuve : Avec les notations des paragraphes précédents, on rappelle que 'on a
la suite exacte B B o
00— "E — & — (ip)«(Ty) = 0

et que (M,, F,) est donné par le couple (F,p,t, ) obtenu & partir de (F,, t,) par
la construction du paragraphe 2.1. On fixe une déformation (£2,7°,¢9) et soit
(M?, F?) la déformation de (M,, F,) qui lui correspond. Par rapport & ces points
bases, les déformations de (&;, j;,%;) (vesp. de (M,, F,)) sont en bijection avec le
groupe

Extho, ((%(,),K(Fo),g1 QO m) (resp. Extl, . a(Coker F,, F,o @ m)).
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L’application de la proposition induit alors le morphisme canonique (localisation,
équivalence de Morita puis complétion)

Exthgo, ((EO)*(R,), £ O m) — Bxtl, p(Coker F,, o ® m),

qui, comme on ’a déja remarqué au paragraphe 1.6, est un isomorphisme; d’ou
la proposition.
O
D’apres la proposition 2.2.3.2, on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.2.2 (Serre-Tate) L’application qui a une déformation (&, ji, t:)
définie sur R de (&, i, ;) associe la déformation Gr,(F,p) définie sur R de

Gro(Fop) est un isomorphisme entre les deuz espaces de déformation.
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3 Extension aux niveaux divisant la caractéris-
tique.

Dans cette partie S désigne un schéma arbitraire. Soient (&;,j;,t;) un D-
faisceau elliptique défini sur S, de caractéristique ig : S — X' et I un idéal de A.
Dans le cas ot V/(I) Nig(S) est vide, au paragraphe 1.4 on a rappelé la définition
de I-structure de niveau sur (&, j;,t;). Le but de cette partie est, en reprenant
les idées de Drinfel’d (cf. [11]), d’étendre cette définition sans aucune restriction
sur l'idéal 1.

3.1 Bases de Drinfeld.
3.1.1 Cas des O-modules divisibles: rappels.

On reprend les résultats de Drinfel’d donnés dans [11] dont on pourra trouver
une présentation dans [5]. Soient R une @“r—algébre locale compléte, noethérienne,
de corps résiduel isomorphe a & et G un O-module divisible (G est de dimension
1) sur R de hauteur d = h+j (i.e. le O-module de Dieudonné associé (M, F') est
de rang d et (M°, F°) est de rang h (cf. 2.2.3.2)). On note G, le Spec R-schéma
en groupe des points de m"-torsion. Si P est un point de G,(R), on note [P] le
sous-schéma fermé de G,, qu’il définit. Pour (P;) une famille finie de tels points, on
note Y [P le sous-schéma de G,, défini par I'idéal produit des idéaux définissant
les [P].

Définition 3.1.1.1 Une base de Drinfel’d de niveau n sur G est un homomor-

phisme de O-modules
L (m_”/(’))d — Gn(R)

tel que le sous-schéma Z [tn(0)] de G, coincide avec G,,.
ag(m=—n/0)d

— Dans le cas ou G = (f, ) est un O-module formel sur R (de dimension 1)
de hauteur h, la donnée d’une base de Drinfel’d de niveau n sur G est la
donnée d’un homomorphisme

W (MO — N = G(R)

ou M est 'idéal maximal de R muni de la structure de O-module déduite
de G, tel que les séries formelles

(X et [ (X =)

ag(m—1/0)h

se déduisent 'une de 'autre par multiplication par une unité de R[[X]]. En
particulier si R = k, un tel homomorphisme est forcément trivial.
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— Dans le cas général, G est une extension de (F/O)’ par G°. On a ainsi une
suite exacte
0 — G, (R) — G,(R) — (m™"/O)’.
Le morphisme ¢, est alors une base de Drinfel’d si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées:

— le composé (m /O G (R) — (m "/O) est surjectif; son
noyau K est alors un facteur direct dans (m "/0)? isomorphe &
(m™"/0)";

— la restricition de ¢, a K est une base de Drinfel’d sur G,.

Remarque : Soit (M, F') le module des coordonées Mg (G) du O-module divisible
G. Pour tout élément 2 de (m "/0)? on considerera ¢, (z) comme un élément m*
de M* (M, : = M ®o O/m™), tel que m*o F' = (m*)?, oi1 ¢’ est le cardinal de x.

3.1.2 Structures de niveaux en les places de mauvaise réduction.

Soient (&;, j;, t;) un D-faisceau elliptique défini sur S et o une place de X'
telle que o appartient a ip(S). Un isomorphisme D, ~ M;(0,) étant fixé, soit
Gr(F,n) le S-schéma en O,-module associé a (&;, ji, t;) (cf. paragraphe 1.3.2).
Comme dans le paragraphe précédent, si P est un R-point d’'un schéma Y, on
note [P] le sous-R-schéma de Y qu'’il définit. Pour (P;) une famille finie de tels
points, on note » [P;] le sous-schéma de Y défini par le faisceau d’idéaux produit
des faisceaux d’idéaux définissant les [B].

Définition 3.1.2.1 Une m?-structure de niveau sur (&;, ji,t;)/S est un homo-
morphisme de O,-modules

o (Oofm3)" — Gr(Fom)(S)

o,n

tel que le sous-schéma Z [ty n(2)] de Gr(Fop) coincide avec Gr(Fop). Une
2€(Oo /my)?

structure de niveau infinie locale en o sur (&;, j;, t;) est un systéme inductif Lyoo =

lime, , ou pour tout n, 1, est une my-structure de niveau.

Remarque : Si S est le spectre d’une O,-algebre locale artinienne B, avec les nota-
tions du paragraphe 2.1, la donnée du morphisme ¢/, , : (O,/m?)* — Gr(F,,)(S)
est équivalente & la donnée du morphisme ¢, : (O,/m)4 — Gr(Fyn0)(S).
Le morphsime ¢, o est alors une structure de niveau n sur Gr(F,,0) au sens du
paragraphe précédent.

Remarque : Soient S un schéma, (&;, j;, t;) un D-faisceau elliptique défini sur S
et 1, un homomorphisme de O,-modules (O,/m?)4 — Gr(F,,)(S). Pour tout
élément z de (O,/m2)?, ¢/, (2) est un élément de F;, tel que

» Yo,n
Pon(ton(2)) = ton(2)".
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Le morphisme ¢}, , fournit un homomorphisme de O,-modules (O,/my)* — Fy
que l'on note encore ¢/, tel que le diagramme ci-dessous commute

’

(O, /mn)d —" Fin

*
Lpo,n
T,
Lo,n

T Tk
fo,n

On voit ainsi que cette définition généralise celle du paragraphe 1.4. Précisons un
peu plus cette généralisation.
Soient ig : S — X le morphisme zéro et S° I'ouvert iy ' (Spec x(0)).

Proposition 3.1.2.2 Si le morphisme 1, est une my-structure de niveau, alors

Lon ®og Os(S°) induit un isomorphisme de Oy-modules
(Oo/m5) B Os(S?) — (Fon ®os Os(S°))" -

Preyve : Le morphisme ¢/, étant une mJ-structure de niveau définie sur S, le

sous-schéma Z [ton(2)] x5 5% de G (Fopn) X5 .S° coincide avec Gr(Fo,) X s
2€(0o /mp )4
S°. Le schéma Gr(F, ) X sS° étant fini étale sur S°, on en déduit que les éléments
(thn(2) ®os O5(5)).¢(0,/mn): forment une base de (F,, ®og Os(S5°))*, d’'ot la
proposition.
[
Réciproquement on a la proposition suivante.

Proposition 3.1.2.3 On suppose que S est un schéma integre et que S° est un
ouvert non vide de S. Si 'homomorphisme de Og-modules ), : (O,/m})* —
Gr(F,n)(S) induit un isomorphisme

tyn ®0s Os(S°) : (Op/m)? K Og(S°) 5 (Fon ®0g Os(5%))%,

alors i, est une m-structure de niveau.

n

Preuve : On note 2 le faisceau d’anneau de Gr(F,,) et J le faisceau d’idéaux
de A sous-jacent au S-schéma Z [ton(2)]. Par hypothese J ®0g Oso est le
2€(0p /mp)d
sous-faisceau nul de A ®p, Ogo et comme S est integre on en déduit que J est le
sous-faisceau nul de 2, d’ou la proposition.
O
On notera to, @ Do — &, le morphisme induit par ., (équivalence de
Morita).
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3.2 Représentabilité relative.
3.2.1 Deux lemmes généraux sur les bases de Drinfel’d.

Soient S un schéma et Z/S un S-schéma fini. Pour " — S un S-schéma, on
note By, (S') 'ensemble des familles de sections P, ---, Py de Z(5') telles que
S [P] en tant que sous-schéma de Z coincide avec Z.

Lemme 3.2.1.1 Bp, est un faisceau sur le gros site étale (Sch/S)es.

Preuve : Soient S) — S| un morphisme étale de S-schémas et (P, ---, Py) un
élément de Bp,(S]). Si Z désigne le faisceau d’idéaux de Oz, s produit des
faisceaux d’idéaux définissant les [P;], alors Z est nul. Ainsi Z(S}) est nul et
(Py xg1 Sy, -+, Py Xg Sy) appartient & Bp,(S3). L’application Bp, se prolonge
alors en un foncteur de la catégorie (Sch/S); dans la catégorie des ensembles et
constitue donc un préfaisceau. De méme soit (S;); un recouvrement ouvert d’un
S-schéma S’. Pour tout i, soit (P{,---, P!) un élément de Bp,(S;) tel que I'on
ait la condition de recollement. Soient Py, - - -, Py des sections de Z(S’) telles que
pour tout i et j, P; Xg S; est la section P; de Z(S;). Soit Z le faisceau d’idéaux
de Oz gs associé a 32V [P;]. D’aprés les hypotheses, pour tout 4, Z(S;) est nul
dans Oz .5 (S;). Ainsi T est le sous-faisceau nul de Oz, g ce qui montre que
Bp, est un faisceau.

0
Soient Z un S-schéma fini et P, ---, Py des S-points de Z.

Lemme 3.2.1.2 [] existe un sous-schéma fermé Sy de S vérifiant la condition
suivante: pour tout morphisme S' — S, le sous-schéma

N

Z[R’ Xs SI]

1=1

de Z x5 S" coincide avec Z x5 S', si et seulement si le morphisme de S' dans S
se factorise par Sy.

Preuve : D’apres le lemme précédent, on se ramene a supposer S = Spec R affine
et Z libre sur Spec R et a ne considérer que des S’ = Spec R affines. On choisit

un isomorphisme Oy ~ R™ et on note J I'idéal de O définissant le sous-schéma
N

Z[PZ] de Z. On choisit un systeme de générateurs (f;) du sous-R-module de R™
i=1
sous-jacent a J. Pour R’ une R-algebre, le sous-schéma S~ [P, x R'] coincide
avec Z X p R’ si et seulement si I'idéal J @z R’ de O; @ R’ est nul. Cela équivaut
au fait que toutes les composantes des f; aient une image nulle dans R'. La
conclusion du lemme est donc satisfaite par le sous-schéma S, de S défini par
Iidéal engendré par les composantes des f;.

O
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3.2.2 Définition de £llx p; au dessus de X'.

Pour tout idéal I de A, on note &llx p; la catégorie fibrée sur la catégorie
des F,-schémas, dont les objets sont les D-faisceaux elliptiques munis d'une /-
structure de niveau. Les morphismes de &llx p ;(S) sont les isomorphismes entre
deux tels objets. Par rapport au paragraphe 1.5, le morphisme caractéristique
permet de définir le morphisme zéro de catégorie fibrée: Ellx p; — X'

Proposition 3.2.2.1 Pour tout idéal I de A, le morphisme Ellx p; — Cllx p a
est relativement représentable.

Preuve : Soient (&, ji, t;) un D-faisceau elliptique défini sur T' et Gr(F,,,) le T-
schéma en O,-modules qui lui est associé. Soit ¢, univ I’homomorphisme universel
sur S : = Hom(o,505)-mod((Oo/m2)%, Gr(F,,)). Le foncteur de la catégorie des
T-schémas dans celle des ensembles qui & un 7-schéma 7", associe ’ensemble des
mJ-structures de niveaux définis sur 7" de (&;, ji, t;), est alors représenté par le
sous-schéma fermé Sy de S du lemme 3.2.1.2.

O

Ainsi d’apres la proposition 1.5.1, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.2.2 Pour tout idéal I de A, €llxp; est représentable par un
champ algébrique au sens de Deligne-Mumford, Ellx pr, de dimension relative
d—1 sur X', lisse sur X'\V(I).

Corollaire 3.2.2.3 Si V(I) contient au moins deuz éléments alors Ellxp est
un schéma sur X'.

Preuwve : D’apres la proposition 1.5.1, Ellx p s est un schéma sur X"\V'(J) des
que V(J) n’est pas vide. Si o et o' sont des places distinctes de V' (I), on note I°
(resp. I9) I'idéal de A tel que I = I°m™ (resp. [ = I°m.") avec o & V (I°) (resp.
o ¢ I"’). Soit, d’apres la proposition ci-dessus, (Ellx p 1), le Ellx p ro-schéma sur
X'\V(I°) (resp. (Ellx,p,1)o le Elly 1 or-schéma sur X'\V (1)) correspondant aux
m!-structures de niveaux (resp. aux m ¢ -structures de niveaux). Les schémas
(Ellxp,r)o et (Ellxp,r)y coincident sur X'\V(I) et définissent donc un schéma
sur (X'\V(I))U ({o,0'} N X").

U

3.3 Anneau universel des déformations d’un O-module di-
visible muni d’une structure de niveau n et proprié-
tées locales de Ellxp .

On reprend ce qui a été fait au paragraphe 2.4 en y ajoutant les structures de
niveaux.

70



3.3.1 Déformation des O-modules divisibles avec structure de niveau,
selon Drinfel’d.

On rappelle que C est la catégorie dont les objets sont les (’A)”’"—algébres locales
completes noethériennes dont le corps résiduel est isomorphe a k. Les morphismes
de C sont les homomorphismes locaux de O™ -algebres.

Théoréme 3.3.1.1 (cf. [11]) Soit G un O-module divisible sur i, de hauteur
h+j (h > 1 étant la hauteur de G¢), muni d’une base de Drinfel’d de niveau n,
L. Le foncteur qui a un objet R de C associe l’ensemble des déformations sur
R du couple (G, 1,) est représentable par l'anneau ES = EMI. L’anneau E™ est
régulier et pour m < n, le morphisme naturel E™J — E™I est fini et plat.

Pour la preuve, on renvoie & [11]. Donnons simplement quelques précisions
qui nous serons utiles par la suite. Au premier chapitre 3.1.2, on donne E¢ dans
le cas oul G est un O,-module formel. Dans ce cas on note cet anneau D! ot h
est la hauteur de G°. L’anneau D! est régulier et les morphismes D" — D" sont
finis et plats. Drinfel'd montre alors que EJ»/ = DX[[d}, - - -, d}]].

3.3.2 Retour sur le théoréme de Serre-Tate.

Soient S le spectre d’un anneau local artinien R et S C S le sous-schéma
fermé défini par un idéal m de carré nul (R = R/m). Soient I un idéal de A et
((&;,jis i), r) un R-point de Ellx p 1, de caractéristique iy : S — X’. Soient o le
point fermé de X', image par i, : = iy du point fermé de S, et (Gro(Fop), 7 ,.0)
le O,-module divisible muni de sa structure de niveau n associé, ou n est la
multiplicité de o dans 1.

D’apres la proposition 2.4.2, on sait que déformer (((&;, ji, t;), 1) (I = m2I'),
est équivalent & déformer le O,-module divisible, Gr,(F, ). Par définition ¢,
est égale a (;,, qui d’apres le paragraphe 2.1 est équivalente a la donnée de (, ,,
d’ou le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.2.1 (du théoreme de Serre-Tate 2.4.2) L’application qui d une
déformation ((€;, ji, i), tr), définie sur R, de ((€;, ji, i), tr) associe la déformation
(GTo(Fo0)s tomo) de (GTo(Fon), o), st un isomorphisme entre les deur espaces

de déformation.

3.3.3 Propriétées locales.

Soient o une place de X’ et I" un idéal de A tel que o n’appartient pas a V' (I').
Soient = un point de la fibre spéciale Ellx p  ®4 £(0) et y un point de la fibre

spéciale Ellx p 1r.mn ®4K(0) tels que rpmn p(y) = (). On note (S@p)(x) (resp .
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(gllxyp’jl.mg)(y)) le complété de I'hensélisé de Ellx,p 1 en = (resp. de Ellx p . mn en
y). D’apres le théoréme de Serre-Tate ci-dessus, on a un diagramme commutatif

——

(5”X,D,I’.mg)(y) = - Spec EQ’J

lTI’.mg,ﬂ t

——

(5”){7@,[!)(@ — Spec E(})Z’j

ol h + j (resp. h) est la hauteur de Gr,(F,) (resp. Gré(Fop))-

Proposition 3.3.3.1 Pour tout idéal I de A, Ellx p 1 est régulier. Pour tous les
tdéaux I,J de A tels que J C I, le morphisme de restriction du niveau

T 5”){7@,] — 5”){7@,[
est fini et plat.

Preuve : On rappelle les criteres généraux de platitude suivant (cf. [25]). Soit A —
B un homomorphisme d’anneau. Alors B est un A-module plat si et seulement si
pour tout idéal premier P de A et tout idéal premier P de B au dessus de P, Bp
est un Ap-module plat, ce qui est équivalent au fait que Bp est un flp—module
plat. La proposition découle alors du théoreme 3.3.1.1.
O
De la finitude du morphisme (Ellx p /Z) — (Ellxp,a/Z) et de la propreté de
(Ellxp,a/Z) — X', on en déduit la proposition suivante.

Proposition 3.3.3.2 Pour tout idéal I de A, le morphisme (Ellx p/Z) — X'
est propre.

3.4 Correspondances de Hecke.
3.4.1 Algebre de Hecke globale.

On peut identifier D a une collection d’ordres D, C D ® F. telle que pour
toute place x de X, il existe une F'-base N telle que D, = O,.N. On fixe alors
les notations suivantes:

— pour tout sous-ensemble fini 7' C |X|, (DT)* = D* @p AT;

~ K: =D* =[], x D, soit K =lim N/;
I

INT=0
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— pour un idéal I de A, on note K; le noyau de ’homomorphisme surjectif
K — NJ.
De la méme fagon pour I un idéal de A tel V(I) NT est vide, on définit
K| : =Ker (K" — (N})*).
Par exemple, on note K,y = (D;)* et K, , = Ker (D} — (D,/mID,)*).

Remargue : Le groupe K (resp. K7') est un sous-groupe ouvert compact de D}
(resp. (DT)*) et K7 (resp. K}) est un sous-groupe ouvert compact d’indice fini
dans K (resp. K7).

Le groupe localement compact Dy (resp. (D*)*) étant unimodulaire, soit dg,
(resp. dgl) la mesure de Haar sur D} (resp. (DT)*) qui donne le volume 1 au
sous-groupe K (resp. KT). De méme pour tout élément z de T', K, étant un
sous-groupe ouvert compact de D, on considere dg, la mesure de Haar sur D
pour laquelle K, est de volume 1. On a

dgn = dgi x | [ dga-

zeT

Définition 3.4.1.1 On appelle algébre de Hecke de Dy (resp. (D7), resp. DY)
et on note H (resp. HT, resp. Hy) la Q-algébre de convolution pour la mesure
dgp (resp. dgl, resp. dg,) des fonctions localement constantes a support compact

de D} (resp. (DT)*, resp. D)) dans Q.

Pour tout idéal I de A (resp. de A tel que V(I) NT est vide), on note H;
(resp. H7) la sous-algebre de H (resp. de H') des fonctions invariantes & gauche
et & droite par K (resp. K7 ).

Remarque : On a M = H' X [[,or Ha et Hy = H] X [[,cr Ho- De plus H (resp.
HT) est la réunion filtrante des H; (resp. HT).

3.4.2 Correspondances géométriques de Hecke.

L’objet de ce paragraphe est de définir les correspondances géométriques as-
sociées aux éléments de 'algebre de Hecke de (D>)*. On note

g”X,D L= lgngllX,’D,I
I

ou la limite est prise sur tous les idéaux I de A.
Une section de £llx p sur un schéma S est la donnée d’un D-faisceau elliptique
(&iy iy ti) sur S et de structures de niveaux locales pour tout z # oo,

L

n
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ou pour x n'appartenant pas d Bad, i, est induit (équivalence de Morita) par
I’homomorphisme de O,-modules
tom t (On/m3)! — Gr(Foup,)(S)

z,n

tel que Z [t (2)] en tant que sous-schéma de Gr(F,p,,), coincide avec
2€(Og /mp)?
Gr(Fun), et pour x un élément de Bad, ’homomorphisme de D,-modules a droite

leng - Dm,nz 05%5; Ko, (’)w/mg

est tel que le diagramme suivant est commutatif

*
t\mgxs

* T Ox
g|mg><5’ g\mgXS

d

r
lz.n

D:B,n OS
a) Action naturelle de (D*>*)* sur Ellx p: Soient g un élément de (D>)* et

((&, jisti),¢) un S-point de Ellx p. L'image par g de ce S-point est le couple
(&, 4}, th), ) défini comme suit:

(87,17]7,17152) = (gzaju tz)

et
1 _
LQ; - LCE og$7

ou D agit a droite sur D, , . On a alors

Ellxpr = (Ellxp)™. (3.4.2.1)

b) Action de F*\(A>)* sur Ellxp: On note Picy,,(F,) I'ensemble des fais-
ceaux inversibles £ sur X munis d’une mj-structure de niveau

Vo : Op/mI—L & (O,/m2).

)

Pour un idéal I de A, soit Picx; : = Ha:ev(l) Picy 4 n,, OU 1y est la multiplicité
de x dans I. Soit
PiCX,oo (Fq) = 1£I1 PiCX’[(Fq)
I

ol la limite est prise sur tous les idéaux I de A. On a un isomorphisme
Picy oo (F,) = F*\(A%),

oll, a I'idele de composante en x égale a une uniformisante 7, et toutes les autres
composantes triviales, correspond le faisceau inversible Ox(—z) muni de struc-
tures de niveaux locales nulles en dehors de la place x, et 1, est donnée par la
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multiplication par 7,. L’action de F*\(A>)* sur £llx p sera donné, via l'isomor-
phisme ci-dessus, par l'action de Picy o (F,).

Soient donc I un idéal de A, o une place de X différente de la place oo et n,
la multiplicité de o dans I. Soit ((&;, ji, t;), t1) le D-faisceau elliptique, muni de
la I-structure de niveau universelle sur S : = £llx p ;. Son image par 1’élément
(L,%o,) de Picx o, pour n > n,, est le couple ((E}, j},t1), 1) tel que

(&L, 41,t) = (& ®og L, ji ®og 1, t; ®0g 1dg), 1y, = tap, POUr T # 00,0,

Ly, étant défini comme suit. L’isomorphisme ¢or, : = 1o ®0,/(xn) O/ (T5°)
induit un isomorphisme &, ,,——&,,, qui définit un isomorphisme de S-schémas
Gr(Fon,) —Gr(F.,.)- L’application ¢}, est alors définie par la commutativité

du diagramme

(O, /mie)d — "~ Gr(FL, )(S)

D’apres la proposition 3.1.2.2, 1, xx (X'\{0}) est un isomorphisme. Ainsi

Lé:;bo X xr (X'\{o}) est aussi un isomorphisme et d’apres la proposition 3.1.2.3
1/

Remarque : Si z est un élément de (A>)*, son action telle que 1'on vient de la
définir correspond a I’action de I'élément diagonal 2~! dans (D>)* (compatibilité
entre a) et b)).

c) Action du semi-groupe I : = (D*)*ND* sur Ellx p: Le but est d’étendre
les actions précédentes, c’est-a-dire qu’il faut que laction de (D>*)* C I' soit
donnée par a) et que l'action de F*\(A*)* = ' N (A*®)* soit donnée par b).
On procede place par place. Soient S un schéma et ((&;, ji, t;),t) un S-point de
Ellx p de zéro 1.

cl) Action de D} N'D, pour x ¢ ig(S): La limite inductive 1, = lim 1.,

est une m”-structure de niveau sur (£}, 7}, t}).

(S étant régulier), ¢ ;

fournit un isomorphisme D,—&? que 1'on note encore ¢, tel que le diagramme
suivant est commutatif
D, X 05 —E;

Lz

’Tg;;

T

Soit g, un élément de DX N D,. L’action de g, ' sur D, est donnée par la multi-
plication a droite par g,. On obtient donc (via ;) un endomorphisme de £, que
’on note [g,]*, et un diagramme commutatif
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D, X Og 2 Er

X gz [9=]* Tg;;
Dl’ & OS Lo 8; T[gz]*
]
23
Tg;

On note ((&},71,t1),:') U'image de ((&;, ji, t:),¢) par g, ', laquelle est définie par
les diagrammes commutatifs

t; Ji

& ——E&; E——=E&n
TTﬁi ﬂiT Tﬁi ﬁi—HT
ro1 b 1 10 &l
& —=¢& & —=¢&in

Le morphisme o; ® Id : £} — &, est un isomorphisme D,-équivariant. On
définit alors le morphisme L})’n : DO,RL)(S,’)’”)* comme le composé (a; @Id) " or, .
Remarque : Si g, est un élément de D) alors [g,] est un isomorphisme et on
retrouve 'action définie en a). De méme si g, est un élément de O, N F*, alors
El =& ® Ox(g;') et on reconnait 1’action définie en b).
c2) Action de D N D, pour o € iy(S): Soit g, un élément de D) N D,.
On pose S = Ellxp et S°: = iy'(Spec(A\{o})). D’aprés cl), g, ' définit un
morphisme S° — S° et donc un morphisme S° — S. On veut montrer que ce
morphisme que l'on note [g,]° se prolonge en un morphisme [g,] : S — S. Le
schéma S° étant ouvert dans S, il y est dense et un tel prolongement est forcément
unique. Il suffit alors de montrer que pour tout recouvrement ouvert S = UU;, le
morphisme [g,]° X g0 U? : U? — Uj se prolonge en un morphisme [g,]; : U; — U,
la condition de recollement étant automatique d’apres I'unicité du prolongement.
Soit donc U = Spec R un ouvert de S et R° le localisé de R correspondant a U°.
Le schéma S étant régulier, R est intégre et s’injecte dans R°. On note (&;, ji, t;)
le D-faisceau elliptique universel sur R. Le morphisme ¢, = lim ¢,, fournit un

n

diagramme commutatif
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D,R R &

Lo

Tg*

o

tel que d’apres la proposition 3.1.2.2,
LO®RROIDO&RO —)5:®RRO

est un isomorphisme. Comme dans le cas cl), on définit 'endomorphisme [g,]*
de £ ®r R° tel que le diagramme suivant est commutatif

Lg@RRO

D, ® R° £* O R

lxgo l[go]*
Ld o
D, R R —29"  ex @ RO

Soit r un élément de R tel que [g,@7[* est défini sur £F. On définit alors (&}, 51, ¢})
via [g,®r]* comme dans c1). Le morphisme «; induit un isomorphisme F!—F, et
on définit ¢k, : (Op/m2)* —» (FL,)* comme I'application induite par le composé
(ai®Id)_loao,n. Le morphisme L:)’n X pR° étant un isomorphisme, il en est de méme
de 1l xpg R® : (Op/mi)¢ R R — (FL, ®x R°)*. Ainsi d’apres la proposition
3.1.2.3, 17, est une mZ-structure de niveau sur (&}, 5}, ¢}). Il suffit alors montrer
que & @ R° est isomorphe & & ®p R° tel qu’il est défini par c1). Pour cela il
suffit de vérifier que dans cl), pour définir £/, on aurrait pu prendre g, ® r au
lieu de g,. Cette propriété découle du lemme suivant.

Lemme 3.4.2.2 Soient £ et g{ définis par la commutativité des diagrammes
suivants

ENZI - gi,o gll - gi,o
lg’ lr.g lg’ lg
Ei—Cio Ei—Cio

ot & est un Oxxspec R-module localement libre de rang fini et ou g est un mor-
phisme de Ox xspec r-module. Alors & et g{ sont isomorphes.

Prewve : On a & ~Img C &, & ~Im§ C & et Im§ ~ r.Img'. L’anneau
R étant integre, pour tout Ox yspec g-module localement libre de rang fini F, le
morphisme F — r.F m —— r.m est un isomorphisme de F sur r.F, d’ou le
lemme.

O
On laisse au lecteur le soin de vérifier que ces définitions sont compatibles et
définissent une action de (D*)* sur Ellx p.
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Correspondance de Hecke: Soient K C (D>)* un sous-groupe compact
ouvert, et ¢* un élément de (D*)*. Les actions définies ci-dessus donnent une
correspondance géométrique sur X'

gllxp/ Koo N goo,—lKoo oo

/ \5llx,p/ K>
\ /

ot le morphisme ¢; (resp 02) est induit par 'inclusion (KN g 1K*g®) C K*
(resp (K N g* K> g>) iR K®). Les morphismes ¢, ¢y sont finis, et étales
au dessus des places  de X' telles que g, apppartienne a D).

Ellxp/K™
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Chapitre 3

Vérification d’une conjecture de
Rapoport.

Pour tout idéal I de A, on a vu que Ellx pr est de dimension relative d — 1
sur X', lisse au dessus de X'\V(I). Pour x une place de X', on note Ellx p s
la fibre de Ellx p s en z, c’est-a-dire Ellx p . : = Ellxp 1 Xx Spec k(x). Le but
de ce chapitre est de donner une stratification de ces fibres, notamment pour les
places z de V(I).

1 -faisceaux sur une base S et stratification de
S.

Soient S un schéma et (V) ), un p-faisceau sur S, c’est-a-dire que V' est un
Os-module localement libre de rang fini n, muni d’une application Og-linéaire

@ : FrobgV— V.

Soient (v;)1<i<n une base de Vet M = (m;;)i<ij<n la matrice de ¢ dans cette

base,
n

PO riov) =Y myri;.
i=1 1<i,j<n
Si (v})1<i<n st une autre base de V' et si P est la matrice de passage de (v;)1<i<n
a (v})1<i<n, la matrice de ¢ dans la nouvelle base (v})1<;<, est donnée par M’ =
P~ 'M("P). Pour tout entier h tel que 1 < h < n, on définit

h—1

MY = MCTM)--- (T M).

Pour ¢ < n, on note F? I'’ensemble des parties a ¢ éléments de {1,---,n}. Pour
I et J deux éléments de F! et M une matrice carré d’ordre n, on note M la
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matrice carré d’ordre ¢ extraite de M, constituée des éléments m; ; pour 7 € I et
JjeJ.

Proposition 1.1 Soient (V, ) un p-faisceau sur S, (v;)1<i<n une base de V et
M est la matrice de ¢ dans cette base. Pour tout entier h tel que 1 < h < n, soit
SZh le sous-schéma fermé de S sous-jacent au faisceau d’idéauzr engendré, pour
tous les entiers i tels que 1 < 1 < h, par les déterminants

det(M}fJ)

des matrices d’ordre (n — i + 1) extraites de la matrice M*, I et J décrivant
Fr—itl Cette définition est indépendante du choiz de la base (v;)i<icn de Vet
pour tout entier h tel que 1 < h < n, S?" est un sous-schéma fermé de SZh=1
(ot 'on a posé S0 = S).

Preuve : Soient deux bases (v;)1<i<n €t (V)1<icn de Vet M, M' les matrices
de ¢ relativement a ces bases. On note P la matrice de passage de (v;)1<i<n &
(v))1<i<n- On a alors M’ = P~'M("P). On rappelle la formule de Cauchy-Binet.

Lemme 1.2 (formule de Cauchy-Binet) Soit A un anneau commutatif. Pour
tous X, Y € M, (A), pour tout entier ¢ < n et pour tous L, H € F2, on a l’égalité

det(YX)LH = Z detYLKdetXKH

KeF!

On note J (resp. J') le faisceau d’idéaux de Og engendré par les éléments
det (M}’ ;) (resp. det(M}'!f,)) pour tous les entiers 7 tels que 1 < i < n et tous les
éléments I et J de F"~*!. La formule de Cauchy-Binet montre alors que J = 7’

et le schéma S>" est donné par le faisceau d’idéaux J.
O
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2 Stratification de I’anneau universel des défor-
mations d’un O-module divisible.

2.1 Définition des anneaux Eg’j’Zh .

Soit (M, F) = (Mp1, Fr1)®(Mjp, Fjo) le O-module de Dieudonné sur & défini
au paragraphe 2.2.1, c’est-a-dire tel que la matrice de F' dans la base canonique
de M = (O™)4, s'écrit

0 -7 0 -+ 0
1 .0

0 .00 --- 0
0 - 01 0

: S |
O --- 00 0 1

D’apres le paragraphe 2.4.1 du chapitre 2, la déformation universelle (M¢ .., F¢

univ? univ)
de (M1, Fyy) est définie sur D = O"[[ag, - - -, ap]]; MEy;, est un (O™ &;Db)-

module libre de rang h, muni d’un morphisme de Frobenius

c
F univ

— M€

univ

: (Id pu &5, Froby)* ME

univ

dont la matrice dans une certaine base (que ’on notera (e;)1<i<n), est

0 7®1—-—1®7w

" 0 --- sy

univ

OO = O

1 ap,
Quant a la déformation universelle (M iy, Funiv) de (M, F'), elle est définie sur la

Dh-algebre Eg? o~ DA[[d?,- - -, d?]]. La matrice Ay, de Fuu dans une certaine
base (que I'on notera (e;)1<i<n+s) €st

< Aﬁniv 0 )

Aext Ij ’

ou Aex @ toutes ses colonnes nulles sauf la h-eme qui est égale a
Ah+1
Ajt+h

ol, pour 1 <7 < 7, on a posé a;p = dy.
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Pour tout entier n, on pose

Anr ny S h,j
(Muniv,na Funiv,n) L= (Muniva Funiv) ®((§“f®gEg’j) (O /(ﬂ- )®RE0 ])

( Sniv,n? 1(1:niv,n) - = ( Sniw 1?niv) ®((’§DT®RD8) (Onr/(ﬂ-n)(gﬁDg)
Fe

univ,l)) comme un go—faisceau

On considere alors (Muyiv,1, Funiv,1) (1esp. (M 15
sur B (resp. sur DI de rang h+3j (re,sp. h). Pour tout entier h' tel que
0 < k' < h, on notera E,7?" (resp. DY2" ) Vanneau (EV7)?" (resp. (DF)>")

défini au paragraphe précédent.

Proposition 2.1.1 Pour tout entier h' tel que 0 < h' < h, on a

D} B =0

Dh’>h’ R D(’)l ®(’jnr R‘/ h}l — 1
0 ) (Dg ®(rjnr R)/(ag,---,ah/) 2<h1< h

0 h' > h.

. 1h! e iy
Preuve : La matrice (AS,;, )™ associée a Fniv 1)

vl dans la base (e; ®pur K)1<i<hs
est de la forme
Ot h—nr %
Lpw %

ai
De plus la (h — h' 4 1)-éme colonne de ( ﬁniv,l)!h, est la matrice colonne
Qap
(a7 = —1 ® 7). Pour tous les entiers i, j compris entre 1 et h, on note m;; le
coefficient de la i-eme ligne et j-eme colonne de ( fmiv,l)!h'. On a alors
VI<Z<h,<]<h mi,je(ah”')a’i)a
ot (ay,- -+, a;) désigne I'idéal de D¥ engendré par ay,- - -, a;.

O

Proposition 2.1.2 Pour tout entier ' > h, EM>" est nul et pour 0 < h' < h,

on a
hoj,=h' _ pahj hh! 2k 7 0 0

>1

En particulier El"2' est égal o EM @ pur K.

Preuve : Pour tout &', la matrice (Augiv1)™, dans la base (e; ® s &) 1<ichyj, €St
de la forme ,
( ( flniv,l)!h 0 )
Aext,h’ ]j .
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Ainsi Eg’j’>h’ est nul pour ' > h. Pour h' < h, demander la nullité de tous les
mineures d’ordre h+j —h'+ 1 de (Ayniy, )" est équivalent & demander la nullité

de tous les mineures d’ordre h — h' de (Aj;, )™, d’ott la proposition.

[
Pour tout entier A’ tel que 0 < A’ < h, on pose
=h' =h' Anr S h, ',:h’
(Mun}ibv7 Funfibv) L= (Muniva Funiv) ®(énr®RE(I;,j) (O ®RE0 J )
Corollaire 2.1.3 Pour tout entier h' tel que 0 < h' < h, (M=V  F=I) admet le
dévissage

0 —s (Mhechet)_>(Mh Fh’) (MhCFhC)_>0

univ univ univ? univ univ ) univ

ot MM (resp. M) est un (O™®zE")-module libre de rang constant

univ univ

égal & j +h —h' (resp. h') et F];l?vet : (l'domeiui Frob,)* Ml;l’fvet Ml;l}fvd st

bijectif (resp. Fom : (Idpu®y Frob, ' MZ"¢ —s M est topologiquement
nilpotent).

. . . h.j,=h' ,
Preuve : Le résultat découle de la forme de la matrice Ay @ pns Ey =% donnée
0

h,j,=h'

ci-dessus et du fait que I’élément aj 41 de Ej est inversible.

O

En termes de O-modules divisibles, la situation se décrit comme suit. Soit

G le O-module divisible universel sur Spec ESL 7. Pour tout entier h' tel que
0 < B < h, soit GM9>"" 1a restriction de G™/ au fermé

Spec(EH21) < Spec(EM).

Sur 'ouvert
Spec(Eh’J’ ) — Spec(Eh’J’>h ),

Ghi=h" = qh-sh' SpeC(Eh,j,h’) Spec(Eh’J’ ) admet le dévissage
0

0 — (GMI=)e — Gha=h 5 (GhI=RYet 5 )

ol (GMi=h")et est, étale et (G™="")¢ est, en tout point fermé de Spec Ei"=" un
O-module formel de hauteur A'.

2.2 Composantes Spec(E"=") de Spec(E"="),

Pour tout entier n positif, on définit D>"" et E">" par changement de base

- Ehid

h,j
E; n

h,>h! . _ pyh,>h h h,j,=h' . __ ph,g,=2h
Dz ._DO/ ®D3Dn, En z ._EO Y

n
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Pour tout n, E}/est isomorphe a D}[[d},- - -, d}]], en tant que D}-algebre (cf. le
paragraphe 3.3.1), d’ou

B e DR )
Remarque : Avec ces notations on a
B9 = B @, & = (Dl @om A[d7, -, 4]

Lemme 2.2.1 Pour tous les entiers positifs m,n tels que m < n, le morphisme
de restriction du niveau

h,g,2h' s pldzh
Em ETL

est fini et plat.

On munit (M, F) d’une structure de niveau n, ¢, tel que le noyau A;_,, C
(m"/O)"I de 1, est engendré par les h-premiers vecteurs de la base cano-
nique. Apres le changement de base Ef”Y —s EM | (Mupiy, Funiy) est muni d’une
structure de niveau n universelle, ¢, yuiv qui releve ¢,. Pour tout élément z de
(m="/O)YHI 4 niv (2) est un élément m* de (Mo ,)* tel que m*o Flyy = (m*)7,

ou ¢ est le cardinal de x (la condition de Drinfel’d s’exprime sur le O-module
=h',et,

divisible universel sur E™7). On considere alors le morphisme ¢ "
)

!

(m™"/O)*7 x Spec By —s {m* € (Mfys)® | m" o Frio™ = (m*)7 3,
qui & un élément z de (m"/O)"*7 associe la restriction de iy yniv(2) & Ml;l’f\’,ff
D’apres le corollaire 2.1.3,

!

{m* € (M_h et) | F_h et (m*)q}

univ,n univ

. — _ i _p! .
est un faisceau en O-modules sur Spec E="" de fibre (m="/O)"7="" La condi-
=h' et

nuniy €St surjectif

tion sur ¢, univ d’étre un structure de niveau n, entraine que ¢
(cf. le paragraphe 3.1.1). Le noyau K de L:Z;lf\f est alors un sous-(O/m™)-module

facteur direct de rang A’ dans (m~"/0)"*J x Spec E™7="" contenu dans A,_,,. Si
h' > 1, il est donc de la forme

H {A} x Spec(E™M=")
AePB(h+j,h' n,A1 1)

ott P(h + j,h',n) est 'ensemble des facteurs directs de (m="/0)"*7 de rang b’
contenu dans A;_,}.

Rappels: Pour tous les entiers positifs s < ¢, 'ensemble des facteurs directs de
(m "/O)" de rang s est en bijection avec I'ensemble quotient

GL,(O/m™) /P, s
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ou Py, est le sous-groupe parabolique de GL;(O/m™) associé aux s premiers
vecteurs ey, --,e; de la base canonique. Cette bijection associe a un élément g
de GL,(O/m™)/P, 5., le (O/m"™)-module engendré par les e;.g ' pour 1 < i < s,
ol g est un élément quelconque de GL,;(O/m™) dans la classe de g.

En ce qui concerne E7=" un élément A de GLy(O/m™) /Py ., est considéré
comme un sous-module de A;_y,.

Proposition 2.2.2 Pour tous les entiers n,j et h' tel que 1 < h' < h, on a

Spec(Em=1") = H Spec(Em=1") 4.
AEGLL(O/m™) /Py 1,

n

De plus tous les Spec(E,’f’j’:h')A sont isomorphes et sont permutés sous [’action
naturelle de P,(O/m").

Proposition 2.2.3 Pour tout élément z de (m "/O)*", dans E"=" on a

=1 et o —n nnh'
Ln,unfv(z) =0 (Ln,univ(z))(q) =0.

Preuve : Pour 0 < k < n—1, soit fuir = (7F®@1)e;, olt (€;)1<icjrn est la base de

Myniv adaptée & Fypiy (cf le début du paragraphe précédent). La matrice A=

( univ,n
de F3b, dans la base (fi)i<i<a(jn) de Mgk, ., est de la forme

A 0
C B
oil B est inversible de rang n(j +h — h') et A™" est nulle (cf. le corollaire 2.1.3).

N , . _pt . . NN
De méme on écrit ¢7% ; (2) sous la forme (o | ). La matrice ligne associée a

(= )(q')"h’ est alors égale a (o | B)(AZE )™ = (3C" | BB™").

n,univ univ

O

Lemme 2.2.4 Soient h', hl, des entiers tels que h} < hl et A, un élément de

GLp(O/m™) ] Py, - Pour Ay un élément de GLy(O/m™)/ Py py Spec(EZ’j’:h{Z)A2

h)]a:h/l)

est dans ’adhérence de Spec(En, A, st et seulement si Ay C As.

Pour j = 0, en accord avec les notations précédentes, on pose (DM=h"), =
(E%=N") ;. La décomposition de la proposition 2.2.2 et I'isomorphisme E/»>" ~

D=M[dn - d?]], donne la proposition suivante.

Proposition 2.2.5 Pour tout élément A de GLy(O/m™)/ Py, on a

Spec(E™M="") , = Spec ((DZ’:M)A%RR[[CZTIL: e, dy ]) -
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Pour tout entier 7 tel que 1 < ¢ < h, on note e; le i-eme vecteur de la base ca-

nonique de (m~"/O)" et u; 'élément de I'idéal maximal m” de D!, correspondant

atn(e;).

Proposition 2.2.6 (c¢f[11]) Les éléments uy, - - -, up, constituent un systéme local
régulier de parameétres locaux pour 'anneau régulier D"

Le morphisme naturel
Rllur, -, up]] — D>t = D} ® e F,

est donc surjectif. On note A’g) le schéma Spec &[[uy, - - -, up]]. Pour tout élément
A de GL,(O/m™)/ Py pr.p, s0it Spec(Dm>), adhérence de Spec(D™=""), dans
Spec D" On peut alors décrire I'image de Spec(D">"), dans Ag) par un
certain nombre d’équations. Pour illustration, prouvons la proposition suivante,
olt (D2M) 4 eq est le réduit de (DP>") 4.

Proposition 2.2.7 Pour tout élément A de GL,(O/m"™)/Pyprp, on choisit des
éléments

n €O,

h!

()‘5)1«1

J

tels que pour tout j, ['idéal ()\{, -+, ALY de O est égal o O et tels que les éléments
v =Ny + -+ MNu, 1<i<h

de (m~"/O)", forment une base de A. L’image de Spec(DM>") 4 cq dans Ag)
est alors donnée par Spec E[[uy,- -+, upl]/Ja ot Ja est lidéal de Rl[uy,- -, upl|
engendré par les h' éléments

En particulier les Spec(DM>"") 4 1oq sont lisses sur & et les Spec(DP>"") 4 (A décri-
vant GLy(O/m™) ) Py ) constituent les composantes irréductibles de Spec D>

Preuve : En reprenant les notations du premier chapitre, soit (F) f) le O-module
formel de hauteur h universel avec

FX,Y)=X+Y +--- et pour tout A € O,, fi(X)=i(N)X +---

ot i est I'injection naturelle © — D{. On note J4 l'idéal de &[[uy, - - -, up]] engen-
dré par les A’ éléments

F(fylw), o Py (o, fyy () -+)
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de sorte que Spec(D™>""),; < Spec &[[us, - -+, up]]/Ja. Pour tout j tel que 1 <
7 < I, les équations

F (f/\{(ul)’F(f/\g(W)a ’ "vF(f,\;L_l(uh—laf/\%(Uh)) - ) =0.

s’écrivent sous la forme
Muy + -+ X,jluh + termes de degré > 1.

La matrice (h x h') des (Z\{)lskﬁ étant de rang A/, I'idéal J4 de &[[u, -, up]]

est alors engendré par les h' éléments
1<j<h X{ul—i—---%—;\iuh.

Le schéma Spec(DQ?h')A,red étant de dimension h — A/, il est donc isomorphe a
Spec R[[uy, - - -, up)]/Ia =~ Spec k[[wy, - - -, wp_p]], d’ou la proposition.
[
Remarque : En particulier 'intersection entre deux composantes Spec(D™=") 4,
et Spec(D™="") 4, est caractérisée par I'intersection A; N A,.
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3 Stratification des fibres de £llx p .

On applique ce qui précede au cas des D-faisceaux elliptiques. Pour éviter les
problemes de champs, on supposera dans la suite que I'idéal I de A est tel que
V' (I) contienne au moins deux points fermés distincts.

3.1 Définition des strates Ell?(le,I,m pour z € X',

Soient S le schéma Ellx p s et (€5, Ji, t;) le D-faisceau elliptique universel défini
sur S, muni de sa I-structure de niveau, ;. Soit x une place de X' et ¢, =
card (z). Pour tout i, les fibres &;, sont isomorphes et apres équivalence de
Morita, 'application ¢}, : "F;, — Fiy1, permet de considérer F;, ®o, #(7)
comme un @-faisceau sur S de rang d (cf. le paragraphe 1.3.2 du chapitre 2).

Définition 3.1.1 Pour tout entier h tel que 0 < h < d, on définit Sllf(flp’l’m

comme le sous-schéma fermé SZ" introduit dans la proposition 1.1. On définit

. _ > ; : >htl
aussi Uowvert ENF", ;. de ENZ" . comme le complémentaire de ENZ'ST  dans

>h
Elp 1o
Avec les notations introduites, on a donc
>d _ =d 21 —
Elxp s =CUxpre et EUSp = Ellxpig

Remarque : Dans le cas ou V(I) contient moins de deux éléments , on peut
définir 8ll§?D71 et EIl%" ; de la maniére suivante. Soit .J un idéal de A contenu

dans I et tel que V'(J) contienne au moins deux éléments . On définit Sll?’p,[,x

comme l'image TJ,I(Ellf(f‘D,J,x) ou r;; est le morphisme de restriction du niveau
de J a I (cette image ne dépend pas du choix de 'idéal J).

Proposition 3.1.2 Soit z un point géométrique de Ell):(flp,l,x. L’entier h est alors
la hauteur du O,-module formel Gre(F,) associé et pour tout entier h' tel que
0 < W < h, Uisomorphisme du théoréme de Serre-Tate

(Ellx p1.0),— Spec(EM )

ou n est la multiplicité de x dans I, induit un isomorphisme

——

(Ellxp1), Xetxps0 ENF'p 1o = Spec BRI,

D’apres le lemme 2.2.1, on a le corollaire suivant.
Corollaire 3.1.3 Pour touts les idéaux I,J de A tels que J C I, le morphisme
de restriction du niveau sur la h-ieme strate vy : Ell?(?p,m — Ell?(flp,[,x est fini
et plat.
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3.2 Décomposition des strates dans le cas de mauvaise
réduction.

Soient o une place de V(I) et n la multiplicité de o dans I. Soit ¢, la m!-
structure de niveau universelle sur S : = Ellx p ;. Pour tout z € (m?/0, ) s Lo, n(z)
est un élément m* de F; , tel que m* o F, = (m*)?. La proposition 2.2.3 motive
la définition suivante.

Définition 3.2.1 Soit A un élément de GLy(Op/M2)/Pyp . On définit le sous-
schéma fermé (EUX" ;) a de ENX |, comme le lieu d’annulation des sections

nh — , .
U (a) de Fy, xg S=", pour a décrivant A.

0,n

Proposition 3.2.2 Soient A, un élément de GL4(O,/M})/Pypn et z un point
géométrique de (8ll§f§)7[70)14h. Pour tout entier h' tel que 0 < h' < h et pour tout
élément A de GLp(O,/m2})/Pyppn (on considére A comme un sous-module de
Ay ), Visomorphisme de la proposition 3.1.2 induit l’isomorphisme

(5”)(,9,[,0) XEllx p1 (5HXD 1 o)A ~ SpeC(ETflz,dfh,:h')A.

On a alors la décomposition de la h-éme strate

5”):(71),1,0 = H (5”):(?1),1,0)/1-

AEGLG(Oo/my)/Pa,h,n

Preuve : A tout point géométrique z de SllXDIO est associé un élément A
de GLy(O,/m}})/Papnn tel que z est un point géométrique de (E11X",;,)a. La
proposition découle alors de la proposition 2.2.3 et du théoreme de Serre-Tate.

En effet imposer que Lg,n(a)q"h est nulle vu comme élément de F;, est équivalent
rnh
a imposer que ¢, o(a)? " est nulle vu comme élément de F;, o, ot r est le degré
de k(o) sur I, (cf le paragraphe 2.1 du chapitre 2).
U

Ces définitions sont compatibles aux morphismes de restriction du niveau,
c’est-a-dire que pour n > n' et Ay € GLy(Op/m2)/Pypr n, o0 a

r;nlng,l'mg’ ((Ellxh;) rmy’ )AO) - H (gllXDI’m")A
A€B(Ag,n)
ou B(Ag,n) est 'ensemble des éléments A de GL4(O,/m}) /Py » qui ont pour
image Ay modulo m”".

N 7 . > .
Remarque : Dans le cas oit I = m?, on définit (113", )4 comme l'image

0
rJylyo((Sllf(f‘D’Jyo)A) ou J est un idéal de A contenu dans I et tel que V' (.J) contienne
au moins deux éléments .

Lemme 3.2.3 Soient hq, hy des entiers tels que hy < ho et Ay un élément de
GL4(O,/m2)/Pypym- Pour Ay un élément de GL4i(O,/m2)/Pypyn, le schéma
(Sll):(f%’l’o)Az est dans l’adhérence de (Sll?(f%’l’o)Al si et seulement si Ay C As.
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On note (115", ; )4 Vadhérence schématique de (E1", ;)4 dans ENZ" | .
D’apres la proposition 2.2.7, le réduit de (8[[;{1@’1’0” est lisse sur Spec &(0). De
maniére identique & ce qui est fait pour les courbes elliptiques (cf. [22]), il est
possible de décrire les équations des anneaux locaux de (Slli?D,I,O)A. Les inter-
sections entre deux composantes (Ell?(f%,l,o)A1 et (Sllf(f%,[,o)Aw sont caractérisées
par A1 N AQ.
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4 Les strates non supersinguliéres sont induites.

On a vu que les stratifications des fibres £llx p 1, introduites dans les deux
paragraphes précédents sont compatibles aux morphismes de restriction du niveau
ryr- En ce qui concerne les correspondances de Hecke, on a les deux propositions
suivantes.

Proposition 4.1 Les stratifications Ell?(flp,[,x définies dans les paragraphes pré-
cédents, sont compatibles auzr correspondances de Hecke

gllX,’D,J
/ X
gllx,p,[ gllX,D,I
c’est-a-dire qu’en tant que sous-schémas fermés de Ellx p ;, on a

51(5”)2(?@,[) = 01_1(5”)2(%,1) = gll)}(?p,f

Preuve : Soit g un élément de (D*°)*. Si (&, ji, t;) est le D-faisceau elliptique
universel sur Ellx p 5, alors (&}, 7}, t1) = ca((&i, Jis ti)) est, d’apres le paragraphe
3.4.2, isomorphe a (&;, j;, t;). Il suffit alors de remarquer que le sous-schéma fermé
Sllihplo (resp. Ellihpjo) est le lieu ol £} " ®p, k(0) (resp. t' ®p, x(0)) est de
rang inférieur ou egal ad—h.

O
On note P, le parabolique de G L, associé aux h-premiers vecteurs. Avec les
notations précédentes, on a Py, = P,(O,/m?).

Proposition 4.2 Si I = mI' avec o ¢ V(I'), alors pour tout élément A de
GL4(Op/m2)/Pypn, les correspondances de Hecke associées auz éléments de
APy (F,)A agissent sur (ELX" ;) a, ¢’est-a-dire

(ERS ) = (EUR D) = [ (€U )

Al€®(A,m)

ot J = I'ml* avec m assez grand (cf. la preuve) et ot &(A, m) est l’ensemble des
éléments A" de GLy(Oo/W") | Pypm qui ont pour image A modulo m[.

Preuve : Soit g, un élément de G Ly(F,) "My (O,). Le morphisme cs du paragraphe
3.4.2, qui correspond & l'action de g, !, est défini comme suit. Les idéaux I et J
sont tels que I = I'm) et J = I'm]* avec o € V(I'), ou m est tel que le noyau
de l'application g, : (F,/0,)¢ — (F,/0,)¢ est contenu dans (m _m/(’) )4 et

I'image de (m;™/0,)? par g, contient (m;"/O,)%. Soit (€; univs Jiumiv, tiuniv) le D-
faisceau elliptique universel sur S : = £llx p ; muni de sa m;'-structure de niveau
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universelle ¢/ ... Il existe alors un recouvrement ouvert de S par des ouverts

affines Spec R; et des éléments r; de R; tels que I'on a le diagramme commutatif

’

[’o,m,un'v
(mo_m/Oo)d e fo,m,univ ® R;

QOl l[go@ri]

[’o,m,un'v
(mo_m/Oo)d : Fo,m,univ ® Rz

Le D-faisceau elliptique (&, ji,t;) défini par le morphisme ¢y (cf. le paragraphe
3.4.2) est tel que F, x g Spec R; est isomorphe a I'image [, @75 (Founiv X s Spec R;)
et la structure de niveau n sur (&, j!,t}) est définie sur chaque ouvert Spec R;,
par la composée

(m,"/0,)? @ RZ (m,"/O,)% x Spec R; — Fi,, ® R;

ou la deuxiéme application est donnée par la restriction de tom univ X s Spec R;
a (m;"/0,)¢ x Spec R;. La proposition se déduit alors immédiatement de cette
description et de la proposition 3.2.2.

O

Proposition 4.3 Soient o une place de X'. Pour tout entier h tel que 1 < h <

d, Vaction de GL4(F,) sur X"y, se décrit a partir de Uaction de P,(F,) sur

(EUX" )1 = Um(EUR", ;)1 comme Uinduite
I

EURy , = Ind o (15T, )1
Preuve : On commence par démontrer le lemme suivant.

Lemme 4.4 Soient V un k-espace vectoriel muni d’une action d’un groupe G
et P un sous-groupe de G. On suppose que V se décompose comme une somme
directe de sous-espaces vectoriels

telle que pour tout élément g' de G, on a
g'(V;) C Vig Vg€ G/P.
On a alors une bijection G-équivariante

V = Ind% (V7).
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Preuve : (du lemme) A un élément (vz)zeq/p on associe la fonction

f:G =W
g gugeT

L’espace vectoriel V' est alors isomorphe a I’ensemble

{f:G— Vi /[VgeGVpeP flpg) =p.f(9)},

d’ou le lemme.
O
On applique ce lemme avec £II5"; ; , muni de Paction de GL4(O,/m) ol n
est la multiplicité de o dans I. Le sous-espace (Sll):(flp,l,o)i est stable sous I'action
de P,(0,/m?) et on a

= GL Oo g = _
g”XfLD,I,o = Indph(%(o/n@) : ((“:HXTZD,I,O)I) ‘

La stratification étant compatible aux morphismes de restriction du niveau, en
passant a la limite on obtient

EllR"y , = Id 3 80 (U ).
D’aprés la proposition 4.2, P,(F,) agit sur (£115" ,)1. La décomposition d’Iwa-
sawa G'Lq(Fy)/Pn(F,) ~ GL4(O,)/Pr(O,) et le lemme précédent, donnent alors
le résultat.

0
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5 Description adélique des points supersingu-
liers.

Soient o une place de X' et k(o) une cloture algébrique de k(0). Dans cette
section, on montre que 'ensemble des points supersinguliers E1IX%, ; ,(F(0)) est
non vide. On en déduit alors que les strates Sll?(flp,[,o sont non vides et purement
de dimension d — h (résultat conjecturé par Rapoport). On donne ensuite une
description adélique de cet ensemble de points supersinguliers et on décrit les

actions des correspondances de Hecke de (D*)*.

5.1 Rappels sur les p-espaces et p-paires.

On présente dans ce paragraphe un certain nombre de résultats dont on pourra
trouver les preuves dans [23]. Par rapport au paragraphe 2.2.1 du chapitre 2, pour
toute place = de F', un F,-module de Dieudonné sur (o) est ici un F,®r, £(0)-
module et non un Fx®ﬁ($)/%(o)—module: classiquement les deux points de vue sont
équivalents (cf. le paragraphe 2.1 du chapitre 2).

Définition 5.1.1 Un g-espace (V, @) sur k(o), est un F' ®p, k-espace vectoriel
V' de dimension finie, muni d’une application F @y, Frob,-semi-linéaire bijective,

p:V—V

A un D-faisceau elliptique (&;, j;,t;) de caractéristique o défini sur (o), on
associe un g-espace (V) et un homomorphisme de F-algebre

A: D — End(V, ¢)

de la fagon suivante. Soit V' la fibre générique de &,. Via les morphismes j;,
on peut identifier V a la fibre générique de &; pour tout 7. Les applications ¢;
induisent alors une application bijective F' ® Frob,-semi-linéaire ¢ : V. — V et
(V, ¢) est un g-espace sur i(0). L'action de D sur V' commute avec ¢ et fournit
le morphisme \. Le triplet (V, ¢, \) est appelé la fibre générique du D-faisceau
elliptique (&;, ji, t;). Deux D-faisceaux elliptiques sont dits isogenes si leurs fibres
génériques sont isomorphes.

Si x est une place de F', on considere le F-module de Dieudonné (V,, ¢;) : =
(Fu®rV, F;®pp) muni du morphisme de Fy-algébre \, : D% — End(V,, ¢.).
On pose M, = H°(Spec(O,®F(0)),&), qui est un D,-réseau de V, stable sous
)\w (D;p) :

Proposition 5.1.2 (cf. [23]) La construction ci-dessus définit une bijection entre
Uensemble des classes d’isomorphismes des D-faisceaux elliptiques sur k(o) et
l’ensemble des classes d’isomorphismes des paires

((Vva ®, )‘)v (Ma:)xe|X\)
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ot (V,p) est un p-espace de rang d* sur F @ k(0), A : D? — End(V, ¢) est un
morphisme de F' algebre et (Ma:)xe\x| est une collection de Dy-réseausr des F-
modules de Dieudonné (Vy, ,) = (Fu@pV, F,@pp) qui vérifient les propriétés
suivantes:

- (i) six =00, on a
Poo(Meo) D Mo,
gpgo(MOO) = ’/Tc:olMooa
dimfi(o)(@oo(Moo)/MOO) =d,
(ot 'on a supposé pour simplifier que deg(oo) = 1);
- (ii) six =0, on a
oM, C po(M,) C M,,

le k(0) ® K(0)-module M,/p,(M,) est de longueur d et il est supporté par
la composante connexe de Spec(k(o) ® k(o)) qui correspond a linclusion
r(0) = K(0);

— (iii) st x # 0,00, on a

— (iv) toute base du F ® F(o)-espace vectoriel V' appartient et engendre le

0, ®F(0)-sous-module M, de V, pour presque toutes les places x # 0,00 de
F.

Définition 5.1.3 Une p-paire (F’, 1:1) est un couple formé d’une F-algébre F,
commutative de dimension finie et d’un élément 11 € F* @ Q qui satisfait & la
propriété suivante: pour toute F-sous-algébre propre F' de F, I n’appartient pas
iF*®QC F*eQ,

A tout p-espace (V) ¢), Drinfeld associe une p-paire (cf. [23]).

Proposition 5.1.4 (cf. [23]) Soit (F,1I) la @-paire associée au p-espace (V, ).
On a alors les propriétés suivantes:

~ (i) F est un corps et [F : F] divise d;
— (ii) Fy Qp F est un corps et si 0o est 'unique place de F divisant oo, on
a l’égalité deg(cso)co(Il) = —[F : F]/d;

— (i@i) il existe une unique place 6 # o de F telle que 6(I1) # 0; de plus 6
divise o;

~ (iv) on a Uégalité h = d[F; : F,J/[F : F], ot h est Uindice de la strate
laquelle (&;, ji, t;) appartient.
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Corollaire 5.1.5 L’algebre End(V, ¢, A) est une algébre a division centrale sur
F de dimension (d/[F : F])? dont les invariants sont donnés comme suit:

inv;(End(V, 0, \)) =< —[F: F]/d s

[F; @ Fy)inv, (D) sinon
pour tout place © de F et toute place & de F divisant .
Définition 5.1.6 Un (D, c0,0)-type est une o-paire (F,11) telle que:
— (i) F est un corps et [F : F] divise d:
~ (it) Fo ®F F est un corps et si 5o est Uunique place de F divisant oo, on a

deg(so)so(Il) = —[F : F/d;

— (i) il existe une unique place 6 # o de F telle que o(I1) # 0; de plus 6
divise o;

— (iv) pour toute place x de F' et toute place T de F divisant x, on a

(d[F; : F,]/|F : F])inv,(D) € Z.

Théoréme 5.1.7 (cf. [23]) L’application composée
(817jzatz) — (‘/7 @, )‘) — (Fa ﬁ)a

qui a un D-faisceau elliptique défini sur k(o) associe son (D, 00, 0)-type, induit
une bijection de l’ensemble des classes d’isogénie des D-faisceaux elliptiques dé-
finis sur k(o) sur lensemble des classes d’isomorphismes des (D, 00, 0)-types.

5.2 Existence de points supersinguliers et dimension des
strates.

Proposition 5.2.1 Pour tout idéal I, la strate Ell?ip,[,o est non vide.

Preuve : D’apres le théoreme 5.1.7, il suffit de montrer qu’il existe un (D, o0, 0)-
type associé a des points supersinguliers (h = d). Les points de la jacobienne de
X, avaleurs dans un corps fini, étant tous d’ordre fini, soit m un entier strictement
positif tel que m.[o — deg(o)oo] = 0 (degoo = 1). 1l existe alors un élément f
de F tel que oo(f) = —deg(o)m, o(f) = m et x(f) = 0 pour toute place x de
F distincte des places o et co. On pose IIp = f ® 1/ deg(o)md de sorte que le
couple (F,TI) est un (D, 0o, 0)-type correspondant & des points supersinguliers.
[
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Remarque : On verra au paragraphe 5.4, qu’a isomorphisme pres, le couple
(F, 1) construit ci-dessus, est le seul (D, 00, 0)-type associé a des points super-
singuliers.

Proposition 5.2.2 (Conjecture de Rapoport) Pour tout entier h tel que
1 < h <d, les strates 8ll§?D7L$ sont non vides, purement de dimension d — h et
lisses sur k(x) si v ¢ V(I).

Preuve : Pour tout h, Sll?’p,[,x contient Ell?]lp,[,x qui est non vide d’apres la

proposition précédente. Soient alors z un point géométrique de £ lli{h I et h' >
h tel que z appartient a Sll):(%’l’m. D’apres la proposition 3.1.2, I’anneau local

——

(Sllf(?p,[,m)z est isomorphe & Spec(E"* 2"} ot n est la multiplicité de 2 dans
I. L’anneau E"% 2" est de dimension d — h, d’on la proposition.
0

5.3 Description adélique des points supersinguliers sui-
vant leur (D, oo, 0)-type: rappels.

On commence par citer une proposition dont on pourra trouver la preuve dans
[23] (proposition (B.10)).

Proposition 5.3.1 Supposons que (Vy, ¢,) est un Fy-module de Dieudonné iso-
morphe ¢ (Nya1, Pra1), ¢'est-a-dire

— S =) yo ) € 1=1-d-1
N1 = (Fu®y)k(0)) Opdnle) = { e, i=d

ot (€;)1<i<a est la base canonique de Ny 4. L’ensemble des réseaux M de V, tels
que
0 (M) C M (resp. M C @ (M))

est un espace principal homogene sur Z ou un élément m de Z agit par
De plus tout réseau de cet ensemble vérifie

{ ey (M) C 1, M (resp { M C mp (M) )
dimk(o)(M/gpm(M)) =1 ' dimﬁ(o)((:ow(M)/M) =1

pour toute uniformisante w, de O, et pour un certain entier n.
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Remarque : L’action naturelle du groupe multiplicatif de End(V;, ¢,) sur I’en-
semble des réseaux M de V, tels que

0o (M) C M (resp. M C ¢, (M))
peut étre décrite de la maniere suivante. On a un homomorphisme de groupe
End(V, o) Bz,
(resp. End(V, @x)xi)Fxxideﬂw(i)Z)
ou rn est la norme réduite. Un élément § de End(V, ¢,)* envoie le réseau M sur
le réseau ¢™(M) ou
m = deg(z)z(rn(d)) (rep. m = —deg(z)x(rn(d))).

_Soit (V, ¢, A) un p-espace muni d’une action de D qui a pour (D, o0, 0)-type,
(F,II) et soit A = End(V, ¢, A). On note Y, I'ensemble des D,-réseaux de V, :
= F,®rV qui satisfont la propriété 5.1.2 (i) si z = oo, 5.1.2 (ii) si # = 0 et 5.1.2
(iii) si z # 00, 0. Soit

oc I ¥

TF#0,00
I’ensemble des familles de réseaux qui satisfont la condition supplémentaire 5.1.2
(iv). On a une action naturelle de A* sur ’ensemble

Vio t = Voo X V57 X Vo,

et d’apres le théoreme 5.1.7, on a une bijection naturelle

gllX’D,O(R(O))(ﬁ,ﬁ)L)AX\yA70.
Les auteurs de [23] donnent une description plus explicite que I'on rappelle ci-
apres dans le cas h = d (points supersinguliers):

— l’algebre A vérifie les propriétés du corollaire 5.1.5 avec h = d;

— soit (M, C Vi)srteo, un point base de Y. On considere alors le produit
restreint (V°°° ¢©>°) des (V,,p;) par rapport aux M, pour = # 00,o0.
D’apres la propriété 5.1.2 (iv) ce produit restreint est indépendant du choix
du point base et d’apres la propriété 5.1.2 (iii), 'application canonique

(V=)
est bijective. Clairement, (V°°)?"" est un D*°-module a droite libre de

rang 1, on en fixe une base. On obtient de cette facon une action a gauche
de (D°°)* sur Y;~° qui est transitive, d’olt un isomorphisme

go,o;)(Doo,o) X /(Doo,o) X ,

00,0 A~

X, /_{(O) — V0

00,0

A* agit a gauche sur cet ensemble via I'inclusion A* < (D*°)* que l'on

obtient en identifiant A®° ® A* au centralisateur de A*° Q@ F' — D>°;
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— on a une décomposition de Morita

(Voos Po0) = (Vo ‘Pgo)d
et Vo s’identifie a I’ensemble des réseaux M de V. tels que
M, C ol (M)

() (ML) = 5 M.,
dimg (o) (e (M2g) /ML) = 1

(par hypothese deg(oc) = 1). D’apres la proposition 5.3.1, I’ensemble YV,
est un ensemble principal homogene sous I'action de Z (un élément m de Z
envoie M!_ sur o7 (M),

o~ 7

et A* y agit par I'application composée
A 2y,

~ on a a nouveau une équivalence de Morita (V,, ¢,) = (V/, ¢ )? et on identifie
Y, a 'ensemble des réseaux M. de V, tels que

{mwc%womm
dimy (o) (M} (ML) = 1

ou le support de M /! (M) est la composante connexe de
Spec(k(0) ® k(o)) C Spec(O, ® k(0))

qui correspond a linclusion k(o) < k(o). D’aprés la proposition 5.3.1,
I’ensemble ), est alors un espace principal homogene sous Z ot un élément
m de Z envoie M! sur (¢!)™ 980 (M!) (le terme deg(o) provient de la
condition sur le support). Ainsi A* agit sur ), par 'application composée

Ax 2y px2 g,
Finalement pour un (D, 0o, 0)-type de points supersinguliers (b = d), on a la
description ensembliste
gllX’D,O(R(O))(ﬁ,ﬁ)L)AX\YA
ou l'on a posé
YA — ((DO0,0)X/(DO0,0)X) X yoo X yO.
A niveau fini, si I est un idéal de A, on a
Ellx,p,1,0(F(0)) .7y~ A" \Yar,
ou l'on a posé

Yo = (D) /K72%) X Yoo X Vo
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5.4 Unicité du (D, co,0)-type des points supersinguliers.

Dans la preuve de la proposition 5.2.1, on a construit un (D, 0o, 0)-type cor-
respondant a des points supersinguliers. Le but de cette section est de montrer
qu’a isomorphisme pres ce couple est unique.

Proposition 5.4.1 Tous les points supersinguliers sont dans une méme classe
d’isogénie.

Preuve : Soi gﬁ’ IT) un (D, 00, 0)-type d’un point supersingulier. D’apres 5.1.4,
la p-paire (F IT) vérifie les propriétés suivantes:
— (i) F est un corps et [F : F] divise d;

— (il) Fo ®p F est un corps et si 5o est 'unique place de F' divisant oo, on a
deg(c0)So(IT) = —[F : F/d;

- (iil) F, ®F F est un corps et si 6 est I'unique place de F divisant o, on a
deg(0)o(IT) = [F' : F]/d et o est 'unique place & de F' telle que Z(IT) # 0;

~ (iv) pour toute place z de F' et toute place Z de F divisant z, on a

(d[F; : F,]/[F : F])inv,(D) € Z.

Ainsi on peut considérer F' comme une F-sous-algebre de D. En outre d’aprés
le corollaire 5.1.5 I'algebre A associée au (D, 0o, 0)-type, (F,11), est une algebre &
division centrale sur F' de dimension (d/[F : F]) dont les invariants sont donnés
comme suit

[F: F]/d si & = 5o
invz (End(V, 0, A)) = ¢ —[F": F]/d siz=o0
[F; @ Fy]inv,(D) sinon

pour tout place z de F et toute place & de F divisant . Ainsi on peut identifier
A au centralisateur de F' dans D. Montrons que F = F et donc que A = D.
Pour cela on rappelle les lemmes suivant sur les p-paires.

Lemme 5.4.2 5i (F, Hz est une p-paire et si N est un entier non nul tel que
YV € F*, alors F = F[IIV].

Preuve : Soit F' = F[IIN] € F, alors 1 € F'* ® Q, d’ot F = F". O

Lemme 5.4.3 5@ (F’, 1:[) est une @-paire, alors F est une F-algébre étale.
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Preuve : 11 suffit de vérifier que F = F[F"]. Si on pose F' = F[F?] alors F" est
une F-sous-algébre de F et [P € F*@Qet I e F*®Q, dot F' = F. O

fin de la prewve de la proposition: Soit o un F-automorphisme de F et soit N
un entier tel que IIV appartient & F*. Comme 6 et o sont les seules places & de F
telles que Z(ITV) # 0 et comme o(50) = <o et 0(8) = 0, les éléments [TV et o(ITV)
de F* ont les mémes valuations en toutes les places Z de F. Ainsi IV /o (IIV)
appartient a ¢ et est une racine de I'unité. Il existe donc un entier N > N tel
que TV = o(ITY'). Or d’aprés le lemme précédent on a F = F[IIV] = F[IIV'],
d’ott o est lidentité. L’extension F'/F étant séparable, on en déduit F = F.

O

Finalement pour tout idéal I de A, £lIX%, ; ,(K(0)) est en bijection avec le
quotient

D\ [(D™°) /K™ % Yoo x Vo] .

5.5 Description des actions de ’algebre de Hecke, de 7Z et
du Frobenius.

Nous avons montré précédement que les correspondances géométriques asso-
ciées aux éléments de l'algebre de Hecke de (D>)*, agissent sur l'ensemble des
points supersinguliers. Le but de ce paragraphe est de décrire ces actions dans la
description ensembliste du paragraphe précédent.

— Un élément n de Z agit sur (&;, j;, t;) par translation sur les indices i (cf. le
paragraphe 1.5 du chapitre 2). Ainsi I'image d’un élément

(V, 0, A), (My)eex () e x|\ {oo})
de Y, ; sous l'action de n est
(V,0, A), (02 (Moo), (Ma)welx (oo} (@)ae x])
Dans la description adélique
ENSD 1 0(R(0)) = DX\ [(D) K7™ X Vo X Vo ,

un élément m de Z y opere par translation de valeur m sur la composante

Voo = T

— De la méme facon, le Frobenius géométrique en o envoie

((Vig, A), (My)oe x|, () zelx\{oo})

sur

(Vy@, A), (M) e x1, (0) aelx|\foo})
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avec

(M/ a/) — (Ma:aaa:) Yz 7£ 0, 0
7L @ (M), 60 ) w =0

et M! = goggg(o)(]\/[oo). Dans la description adélique de ENIX%, ;,(R(0)) pré-
cédente, le Frobenius géométrique en o y agit par la translation de vecteur
(deg(0), 1) sur le facteur Vo, X Vs.

Soient I un idéal de A et y un élément de V' (I) distinct de o, de multiplicité
n,, dans I. Soient g, un élément de D N'D, et J un idéal de A tel que

K5 C K" Ng, K™%, "
On note n,, la multiplicité de y dans .J. La correspondance de Hecke

Ellx D10
/ X
gllx,p’[’o gllX,'D,I,o
associée a g;l (cf. le paragraphe 3.4.2 du chapitre 2) se décrit comme suit

au niveau des points supersinguliers. Soit ((V, 0, A), (Mg)ae|x|s (ax)wevu))
un élément de %%, ;,(K(0)). On a un isomorphisme

: ™ o™ Ve \ MP
vy : Dy, —myr M\ MPY.

A I'élément g, L qui opere sur D, n, par multiplication a droite par g,, est
associé une application [g,] : Vi, — V}, telle que le diagramme suivant est
commutatif

Qy
Dyn, my* My \ My
gyl l[gy]

Qy
Dy,n, my” My \ My

L'image c2(((V, ¢, A), (My)ze|x)s (@n)sev(sy)) est le triplet
((Vva 2 )‘)7 (M;:)IE|X\7 (a;Z)CL’GV(J))

défini comme suit. Pour z # y, on a M; = M, et a;, = a, et pour y, M,
est 'image [g,|(M,) et o est donnée par la composée

9y n;, ’ 0 ’
M Yy\ M v
Dy,ng —>Dy,n’y — my y \ y

ou la deuxieme application est la restriction de a, a Dy, . En termes de la
description adélique du paragraphe précédent, cette correspondance s’écrit

DX\ [(D%0)* /K x Vs % V]

[T

DA D) JK7 x Voo x V)] DA\ [(D)* /K7 x Voo X )
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olt ¢; est induit par 'inclusion K77° C K> et ¢y est induit par la multi-
plication a droite de g, sur D.

~ Pour tout idéal I de A, 'action d’un élément g, de G Ly(F,) sur D*\V7% est
donnée par son action sur ), ~ Z. Le groupe PSLy(F,) étant simple, I’en-
domorphisme de Z associé a g, est la translation de valeur —k. val(det(g,)),

pour un certain entier k. De plus si g, est I’élément du centre m,, alors

d’apres la O,-linéarité de la structure de niveau, on a [m,|(M!) = M!x !

d’ou k= 1.

En définitive, pour tout idéal I de A, Sing;(r(0)) : = (EUIX% 1 ,/Z)((0)) est
en bijection avec le quotient

DX\ [(D*°)* K3 x 2],

le Frobenius géométrique en o agissant par la translation de vecteur 1 sur la
composante 7.
La correspondance de Hecke associée a un élément g de (D*)*

gllX D JO/Z)

/ \

(ENX% 1,0/ Z) ((0 (ENX% 1.0/Z)(#(0))

ol J est un idéal de A tel que K7° C K;>° N (¢°°) ' K;"°¢>°, induit une
correspondance

DX\[(D>)* /K7 x Z]

DA[D®)* (K7 x 2 = DA\[(D*)" /K" x

oll ¢; est induit par I'inclusion K77° C K;™° et ¢, est induit par la multiplication
a droite de (g>°)~" sur (D°°)* et la translation de valeur — val(det(g,)) sur Z.

En passant a la limite sur tous les idéaux I de A, (£1ix% ,/Z)(k(0)), que I'on
note Sing(&(0)), est alors isomorphe au quotient

DX\ [(DOO,O)X/(DOO,O)X % Z] ,

laction d’un élément ¢>° de (D°°)* étant donnée par la multiplication & droite
de (g°°)~! sur (D>°)* et par la translation de valeur — val(det(g,)) sur la com-
posante Z.

103



104



Chapitre 4

Preuve de la conjecture de
Deligne-Carayol.

Afin de prouver la conjecture de Deligne-Carayol (cf. le théoréme 4.1), on fixe
un corps global F' et deuz places 0o, 0 de F' rationnelles sur le corps des constantes
F, de X, telles que F, est isomorphe au corps local F' du premier chapitre. On
choisit comme au paragraphe 1.1 du chapitre 2, une algebre a division centrale
D sur F de dimension finie d? dont les invariants sont donnés comme suit;:

1/d =z
inv,(D)=4¢ —1/d ==
0 sinon,

ol z1 et x5 sont deux places de F' distinctes des places oo,0 (Bad = {1, x2}).
Soit D un faisceau d’ordres maximaux de D sur le modele projectif lisse X de F'.
On fixe deux places 3, x4 de F' distinctes des places 00,0, x1, 2. Dans la suite
I désignera un idéal de A = I'(X\{oo}, Ox) variable mais tel que V'(I) contient
les places x3 et 4.

Nous allons dans un premier temps énoncer le résultat de [23] qui décrit la
cohomologie de la fibre générique des schémas de modules (Ellx p /Z). A partir
de ce résultat de nature globale, nous étudierons la cohomologie des cycles proches
associée a la spécialisation de (Ellxp /Z) en o, notament lorsque o € V(I).
Nous montrerons que la représentation locale fondamentale introduite au premier
chapitre, intervient dans ces cycles proches et que le résultat global de [23] permet
de décrire sa partie cuspidale.

1 La catégorie Cpwyx, des représentations ad-
missibles de (D>)* x T',,.

Dans le premier chapitre, on a introduit pour un corps local F', la catégorie
Cerr des représentations admissibles de GL,(F) x I' au sens de la définition

105



1.3, ou I' désigne le groupe de Weil de F'. A cette catégorie Cgr  correspond le
groupe K¢ r dont la description est donnée dans la proposition 1.6.2 du premier
chapitre. De maniere analogue, pour le corps global F', on introduit la catégorie
C(p=)x r, des représentations admissibles de (D*)* xT', ou T, désigne le groupe
de weil de F;,. On note K(pe)x p, le groupe associé a cette catégorie.

Proposition 1.1 Le groupe K pe)x r, est isomorphe au groupe abélien des som-
mes formelles

Z Ar2oga, [T @ 0]

T2 €T3 g106:70€T1,0

ou Ti, désigne 'ensemble des représentations continues, irréductibles de Ty,
aoop €St ensemble des représentations admissibles, irréductibles de (D*)* et
Arogo, décrit 'ensemble des familles d’entiers telles que pour tout sous-groupe
compact ouvert K de (D*)*, il n’y ait qu’un nombre fini de couples (7°°,0,) €
T5510 X Ti0, pour lesquels (7° ® 0,)% # (0) et Aroogg, # 0.

Avec les notations du premier chapitre (D) ~ GL4(F,)), on a un foncteur
Cip=)x,r, — Cgr,r. Pour un objet M de C(pe)x r,, T, une représentation ad-
missible irréductible de GL4(F,) et o, une représentation [-adique irréductible
de [',, on notera Ar o, (M), la multiplicité dans Kqp, r associée a I'image de M
dans la catégorie Cgrr. On a alors I’égalité numérique

Aroo, (M) = Z Ao, (M), (1.2)

€A% (7o)

o A, (m,) est 'ensemble des représentations admissibles irréductibles 1
de (D*)* telles que (II*°), ~ m,. En particulier si A; g, (M) est nul alors
Ao, (M) est nul pour tout élément 11 de A%, (7).
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2 Correspondance locale de Langlands d’apres
Laumon-Rapoport-Stuhler.

Soient 7 = Spec F' le point générique de X et F une cloture algébrique de F.
On considere les groupes de cohomologie [-adique

r=H"((Ellx,p,1/Z) x x: Spec F, Q).

Pour tout entier n, Hp; est un Q;-espace vectoriel de dimension finie qui possede
une ;-structure. En falt les Hy; sont nuls sauf pour 0 < n < 2d — 2. Sur chaque
H}';, on a une action de Gal(F'/F) qui est définie sur et qui est continue pour
la topologie de Krull sur Gal(F'/F) et la topologie l-adique sur Hy ;. On choisit

une cloture algébrique F, de F, contenant F et on considére un dlagramme
F c F, > 0, — k(o)
U U U U
F c F, D 0, — k(o)

ot O, est la normalisation de O, dans F, et k(0) est le corps résiduel de O,. On
note

H:]la,l L= Hn((gllX,D,I/Z) X xr Spec Fm@l)-
D’apres le théoreme de changement de base propre, on a, pour tout n, un iso-
morphisme canonique de (Q;-espaces vectoriels

n n
qu ~ Hna,

qui est compatible a I'action de Gal(F/F) — Gal(F,/F,).
Soit ¢°° un élément de (D>°)*, la correspondance de Hecke (cf. le paragraphe
3.4.2 du chapitre 2) qui lui est associée

Ellxp/(Z x (K N g™ ' K°g™))

Ellxp/(Z x K°) Ellxp/(Z x Kp°)
\XI

définit des actions compatibles de Hj° sur Hp'; et sur Hp ;, définies sur Q et qui
commutent aux actions des groupes de Galms On considere les limites directes

Hy o =lmH,, et My, 2 =limHy, |,
I I

ol la limite est prise sur tous les idéaux stricts I de A tels que V(I) contienne les
places x3, x4 et ou les morphismes de transition sont induits par les morphismes
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de restriction du niveau r; ;. Ces Q,-espaces vectoriels Hp ~ Hy sont alors munis
d’actions compatibles de (D*)*. Les morphismes de transitions étant injectifs,
pour tout idéal I, on considere respectivement Hp, et Hj ; comme des sous-
espaces vectoriels de H," et H . On a ainsi

H;L,I = (HZ})K?O H:]lo,l = (HTT;O)Kfooa

ou respectivement l'action de H3® sur H7; et Hy ;, coincide avec I'action induite
de H7° sur les vecteurs de Hy et H} invariants sous Kp°. )

Dans la suite, on remplacera l'action du groupe de Galois Gal(F,/F,) sur
Hy | par laction du groupe de Weil I',. Comme Hp ; est de dimension finie, on

en déduit le lemme suivant.
Lemme 2.1 La représentation H)) de (D*)* x I, est un objet de la catégorie
O(Doo))(,l"o.

On note [Hy | I'image de H;} dans le groupe K(pw)xr, et pour 7°° € T,%,,
et 0, € Ti, soit )\7-00®0—O(H770) la multiplicité de 7°° ® o, dans H,; .

Soit Sty la représentation de Steinberg de D .

Théoréeme 2.2 ([23]) Si T est une représentation admissible, irréductible de
D>, de dimension infinie, pour laquelle il existe un entier n et une représentation
0o, continue, irréductible de T, telle que A\rwgqy,(Hy' ) # (0) alors n =d —1 et
Steo ® T est une représentation automorphe de D /7% .

Soit 7, une représentation irréductible, cuspidale de GL4(Fj,), de caractere
central d’ordre fini. On rappelle le lemme suivant de [23] dont nous avons fait
mention au paragraphe 2.1 du premier chapitre.

Lemme 2.3 (¢f. [23]) I existe une sous-représentation cuspidale 1T de
Lcusp(GLd(F)Foz\GLd(A))a

telle que Il ~ Sty, 11, > m,, et 11, est cuspidale, irréductible, admissible pour
1=1,---,4.

Proposition 2.4 (c¢f. [18]) Soit 11 un élément de Leysy(GL4(F)FE\GL4(A))
vérifiant les hypotheses du lemme ci-dessus. Il existe alors un et un seul a iso-
morphisme pres, élément T de L(D*F3\Dy) tel que

7, > 11, Yy # x1, 2.
De plus la multiplicité m(t) de 7 dans L(D*FX\DJ) est égale a 1.

Théoreme 2.5 (cf. [23]) Soit T comme dans la proposition ci-dessus. On a alors

i [0 0, Lar(m,)
Ar%@ao(Hno ) = { 1 o,=2%L4r, (70),

ot L4, désigne la correspondance locale de Langlands (cf. paragraphe 2.2 du
premier chapitre).
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3 Les cycles proches pour Elixp .

Dans la suite on notera My le schéma (Ellx p 1/Z) x x'Spec O,. Comme précé-
demment, M, désigne la fibre en 0 de M; et on note M5 : = M, ®.) k(o).

3.1 Rappels sur les cycles proches.

Pour tout ce qui concerne ces rappels, on se réferera a [32]. Pour tout idéal 1
({x3, 24} C V(I)), les schémas M sont de type fini et propres sur Spec O,. On
considere le complexe des cycles proches (resp. des cycles évanescents) R, (Q)
(resp. R®,, (Q)) sur M; 5, muni de son action de I, qui releve I'action du Fro-

benius en o sur M ;.
Propriétés des R, (Q):

— pour tout i, les faisceaux R'W¥, (@) et R'®, (Q) appartiennent a
DZ(MI,ﬁa Ql)a

— si o n’appartient pas a V (I), M est lisse sur Spec O, et donc les R'®, (Q))
sont tous nuls;

~ pour tout point géométrique z de My s, la fibre de R'W, (Q,) en ce point,
est égale a . o
H' (M z) @ppr F,, Qy),

olt My (z) est ’hensélisé strict de M; en Z.
— Pour tout entier i tel que 0 <7 < d, on a

dim Supp R'¥, (Q) <d—1—1i.

On note /\/l;(z) le complété de M ).

Lemme 3.1.1 (Berkovich cf. [1]) Pour tout entier i et tout point géométrique z
de My, le morphisme de restriction

Hi(MI,(z) QFnr F,,Q) — Hi(MI,(z) Qppr F, Q)
est un isomorphisme

On pose ' , _
EVOZJ : =H' (Mg, quno(@l))'

Le morphisme de schéma M; — Spec O, étant propre, on en déduit un isomor-
phisme I',-équivariant

L~ EV), (3.1.2)

Mol —
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Les Q-espaces vectoriels EVOiJ sont munis d'une action de H$° que 'on définit
comme suit. Si (M, ¢, ¢o) est une correspondance géométrique sur M; associée
a un élément de H7°, on rappelle qu’alors c; et cy sont finis et la correspon-
dance cohomologique associée est définie par la composée des trois applications
ci-dessous obtenues d’apres les propriétés de fonctorialité de RV, :

~ 4RV, (Q)) — RV, (c;(Q)), par changement de base;

-~ RY, (¢i(Q))) — Ry, (c4(Q1)), que Pon obtient par fonctorialité de R¥,,
a partir de I’adjointe de la fleche

Q — 1.6, (Q) = c1,.,(Q).

En effet le morphisme f : M; — SpeclF, étant lisse, on a Q) =
FA(Q(d)[2d]) (cf. [28] exposé XVIII). Comme foc; = fo fy, on a alors
ciof=cho f et c(Q) est isomorphe & ch(Q));

- RV, (c5(Q)) — 4RV, (Q), par changement de base.

Cette action est définie sur (Q; et commute a ’action de I',. L’isomorphisme
3.1.2 est alors H}® x I',-équivariant. La limite directe sur le systeme inductif
paramétré par les idéaux I de A, les morphismes de transition étant induits par
les morphismes de restriction du niveau 7,

BV} = lim V.
I
est alors muni d’une action de H>, définie sur (; et commutant a I'action de T',,.

Les morphismes de transition étant injectifs, pour tout idéal I de A, on considere
EV}; comme un sous-espace vectoriel de EV, et on a

E‘/;)i,[ = (E‘/;)Z)K?oa

ot 'action de HS® sur EV/,, correspond a I'action induite de H$° sur les vec-
. )

teurs de E'V} invariants sous K;°. L’isomorphisme 3.1.2 fournit un isomorphisme

(D*>°)* x T',-équivariant

Hi ~ BV} (3.1.3)

Pour tout idéal I, les Q-espaces vectoriels EVZJ étant de dimension finie, on
a le lemme suivant.

Lemme 3.1.4 Pour tout entieri, EV, en tant qu’objet de la catégorie C(p>)x T,
est isomorphe a Hf]o.
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3.2 Supports et germes des cycles proches de Elix p 1.

Proposition 3.2.1 Le support de Ri\Il,,o est contenu dans la 1 + 1-éme strate
M>l+1 de Mjs. De plus si Z est un point géométrique de Mﬂ“ la fibre de
R“Il,,o en Z est donnée par

Uit — [ Y(Spec(D}, ®nr o), Q).

Preuve : Pour tout entier 4, on a dim Supp(R'¥,, ) < d—1—i. D’aprés le lemme
3.1.1, pour tout point géométrique z de Mlh la fibre de R’\IJ% en Z est égale a

Hl(./\/l 1.(s) ®Fpr F,, Ql) D’apres le théoreme de Serre-Tate, /\/l ) est isomorphe
a

Spec (D@ (o) R(0)[[t1, -+, tan]]) -
Cette fibre ne dépend ainsi que de la strate a laquelle z appartient. Les strates
M>h étant de dimension d — h, on en déduit que le support de R'W¥,  est inclus
dans M7 ZOH. De plus d’apres le théoreme de changement de base lisse en coho-

mologie étale, la cohomologie de D!'®z )k (0)[[t1, -+, t4_p]] est la méme que celle
de DI,
0

111



4 Uniformisation du complété formel le long de
I’ensemble des points supersinguliers.

Le but de ce paragraphe est de décrire M ;.. le complété formel de
M[ = (gllxyp,[/Z) X x SpeC OO

le long des points supersinguliers. De maniere équivalente, cela revient a décrire
le complété formel de M; ®p, O} le long de M7 muni de I'action du Frobenius
en o.

Soit G, un Oy,-module formel normal sur (o), de hauteur d. On note D? son
anneau des déformations universelles. Pour tout entier m, on pose

Dd,(m) — Dz ®@nr,a @gr

n

oll a est la puissance m-eme de inverse du relevement canonique O —5QOwr
du Frobenius de (o). On rappelle (cf. le paragraphe 3.2.2 du premier chapitre)

que D™ est Panneau des déformations universelles de Froby'(G,). L'action du
sous-groupe P de GLy(F,) x DS x I', sur lim Spec D¢ donnée au paragraphe

3.2.2 du premier chapitre, peut s’interpréter en disant que

H lim Spec D&m)

meZ "

est muni d’une action GLg(F,) x D x Frob%. L’action de Frob, est alors donné
par les isomorphismes canoniques d’anneaux (et non de O -algebre)

Spec DM, Spec DHmHL), m € 7Z.

A tout élément g, (resp. &,) de GLg(F,) (resp. de D) est associé un isomorphisme

lim Spec D™ 5 lim Spec D™ +7), meZ

ou r = —val(det g,) (resp. 7 = val(rn(d,))). Le Op,-module formel G, étant choisi

normal, (7%, 1, Frob, %) agit trivialement.

Proposition 4.1 Pour tout idéal I de A, on a un isomorphisme

M gD\ [ (D) JE52° x T Spec DA™ | . (4.2)

meZ

compatible a [’action de Frob, ainsi qu’auz morphismes de restriction du niveau.
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Preuve : D’apres le paragraphe 5.4 du chapitre précédent, il existe un seul
(D, 00, 0)-type pour les points supersinguliers, (F,IIz) (cf. le proposition 5.2.1
du chapitre précédent). Soit alors (V, ¢, A), un p-espace muni d’une action de D
qui a (F,IIp) pour (D, 00, 0)-type (cf. le paragraphe 5.3 du chapitre précédent).
On note V35 = 72 x Y, (cf loc. cit.), I'ensemble, pour toutes les places z de
F, des D,-réseaux M, de V, muni d’une structure de niveau oy ,, (I =[], m2*),
qui vérifient les conditions (i)-(iv) de la proposition 5.1.2 du chapitre précédent.
L’ensemble des points supersinguliers Sing;(%(0)) est alors isomorphe & D*\ V54
ou D = End(V, ¢) (cf. le paragraphe 5.5 du chapitre précédent).

On fixe un point base s = (M(s0), (50))ze /x| de Vi tel que le O,-module
formel G, associé au D,-réseau M,(sq) est normal. Le choix de ce point base
donne un isomorphisme

Vi~ (D) K X 2.

On note (&;(50), Ji(50), ti(s0)) le D-faisceau elliptique défini sur k(0), muni d'une
I-structure de niveau 7;(sg), tel que pour tout place = de F', & ,(s0) = My(so) et
12(50) = a(80). Pour un point supersingulier 5 et s = (d°°,m) un élément de
Vi dans la classe de 3, on a un isomorphisme

MLA(,;) — Spec DZ’(m),

(n est la multiplicité de o dans I), donné par le théoreme de Serre-Tate en consi-
dérant M, (5 comme représentant les déformations de

(>, Frobg")((€i(s0), ji(s0) fi(50)), 1(50)).-

On obtient alors un isomorphisme

[T Mus — (D20 /E* x [ Spee D™, (4.3)

s€y§f} mezZ

compatible a l'action de Frob, et aux morphismes de restriction du niveau.
L’action de D) sur le membre de droite de 4.3 permet de définir une action de
D} sur le membre de gauche de 4.3 de sorte que l'action de D* C D ainsi définie,
releve action de D* sur y&‘}. L’isomorphisme 4.2 découle alors de I'isomorphisme

MI,Sing = Ha:eSingI(R(o)) MI,(x)‘ 0

Proposition 4.4 En passant a la limite sur tous les idéaux I de A, les isomor-
phismes 4.2 donnent un isomorphisme (D)™ -équivariant

lim M g~ D"\ [ (D) /(D*°) x [ ] limSpec D™ |, (4.5)
' mezZ "
ot (D°°)* opére a droite sur (D>°)*/(D>°)*.
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Preuve : L’isomorphisme de I’énoncé est clairement (D>°)*-équivariant. Soit
donc g, un élément de G'Ly4(F,) "My (O,). L'action de g, sur le membre de droite

de 4.5 (resp. sur le membre de gauche de 4.5) donne pour tout m des morphismes

gdrt(m) (resp. g4<"(m))

lim Spec Dg’(m) — lim Spec Dz,(m+r)

n n

ott 1 = —val(det g,). Il faut vérifier que, pour tout m, g2"(m) = g¥*(m). Un
point base sy de V37 étant fixé comme dans la preuve de la proposition précé-
dente, soit s = (d°°,m) I’élément de Vi, image du point base sy par (d>°,m).
Soit ((&;, i, ti), t1) la déformation universelle, définie sur S = Spec pLm (n est la
multiplicité de o dans I), de (d°°, Frob”)((&;(s0), ji(s0), #i(50)), Ir(s0)). On note
(&1, 41, t1),15) le D-faisceau elliptique du paragraphe 3.4.2 du deuxieéme chapitre,
image de ((&;, ji, ti), tr) par g, . Sur le point générique n de S, (FL)* X 57 est iso-
morphe a Ker[g,|*xsn C F}xgn (cf. le cas ¢2) du dit paragraphe) et le O,-module
formel Gr,(F,) X g1 est alors isomorphe au O,-module formel Gr,(F,)Kerg, X517

(cf. les notations du paragraphe 3.2.2 du premier chapitre). On a alors, pour tout

m, g4 (m) xgn = g¥t(m) xgn, dott g9 (m) = g¥r(m).

O
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5 Calcul des coefficients \;xg,,(H) ), pour 7, cus-
pidale.

On rappelle que pour tout idéal I de A, on a posé M; = (Ellxp1/Z) Xx
Spec O,. On note encore n le multiplicité de o dans 1.

5.1 Les strates ouvertes non supersinguliéres ne contien-
nent pas de cuspidale.

On note M7? la h-éme strate de M;,, c’est-a-dire avec les notations du
chapitre précédent M7" = (EUIX", ; ,/Z). D’aprés la proposition 4.3 du chapitre
3, 0n a

GLa(0,
MIo =In dph(% /.1/1:1 (Mlo)h
ou n est la multiplicité de o dans I. En passant a la limite sur les idéaux I de A,
on a

MO — IndPh(dF(o) )(MO )i,
ou M, : = limM;,.
I
Proposition 5.1.1 Pour tout entier h tel que 1 < h < d—1, pour toute représen-
tation irréductible admissible 7°° de (D*°)* telle que (7°°), est une représentation

cuspidale de GLy4(F,) et pour toute représentation l-adique irréductible o, de T,
les multiplicités

e, (I MG, B0, @))).
I
sont nulles, quels que soient les entiers p et 1.

Preuve : Pour tout idéal I de A, le Q-espace vectoriel H? (M7Th R'¥, (Q)) se
décompose en une somme directe

-~ HY(M75)g B9, (Q)),
GEGL(Oo/my)/ Py (Oo/my)
ou n est la multiplicité de o dans I. Pour tout élément ¢’ € GL4(O,/m!), on a
g (HE(Mig)g, BT, (Q)) € HE(M7g)g: B1T, (Q1)).
D’apres le lemme 4.4 du chapitre précédent, on a alors
— i ~ GL43(Op/m] z
HY (M3, R0y, (Q) = Indp (6710 HE (M7, BTy, (Q)).

Par passage a la limite sur tous les idéaux I de A, on obtient une bijection
GL4(0O,)-équivariante

lim HP (M5, R0, (@) = Indf 507 lim HP (M7 ), B, (Q)).
I I
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On a de plus une action de Py (F,) sur limH? ((M75)1, R"¥,,(Q)). La décompo-
I

sition d'Twasawa GL4(F,) = P, (F,).GL4(O,) donne alors une bijection GL,4(F,)-
équivariante

lim H? (M7, R, (Q)) = Indp & lim H (M7h)1, R'T,,(Q)).
I I

(Fo)

Le lemme 1.7.1 du premier chapitre donne alors la nullité des multiplicités

A(r)o00 <11Ln HY (Mg, R, (Q )))
I

ce qui entraine la nullité des multiplicités \;egq, (lingf(ML';, Ri\Ilno(Ql))>.
I
U

5.2 Suites spectrales et points supersinguliers.
Pour tout idéal I de A, on a une filtration de M;, par des fermés

= >d >d—1 >1
m%MI,g:MI,oCMI,o C”'CMI,O_MI,()-

A cette filtration est associée la suite spectrale (cf. [29] Applications de la formule
des traces aux sommes trigonométriques)

EY7" = HIM(Mpy ' R, (Q)) = HIM(Mig, R, (@)

Proposition 5.2.1 Pour tout entier positif v, pour toute représentation irréduc-
tible admissible T de (D*)* telle que (7°°), est cuspidale et pour toute repré-
sentation l-adique 1rréductible o, de I',, les multiplicités

s, (i HP (M, RO, (@) )
I
sont nulles pour n strictement positif, et pour n = 0, elles sont égales a
Arsoso, <li_r)n H (ML RV, (@g)) :
I

Preuve : D'aprés la proposition 5.1.1, les multiplicités Aregq, (imE}7?) sont

I
nulles pour (p,q) # (d+ 1,—d — 1). On rappelle que \;xg,, est additive sur les
suites exactes courtes et est positive sur les représentations effectives de sorte que,
si pour un objet V' de C(psyx 1,, Arogq, (V') est nulle, alors il en est de méme pour

tout sous-quotient de V. Par récurrence sur r, E.7"? étant un sous-quotient de
b
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7P les multiplicités Ao, (imE77?) sont nulles pour (p, q) # (d+1, —d—1).
I
La suite (E;7?), étant stationnaire pour r assez grand, on a donc

Areoga, (I@Egéljiq) =0.
I

EZ" étant filtré par les B pour p 4 ¢ = n, les multiplicités A\rog,, (IMEL)
I

sont alors nulles pour n strictement positif. On a aussi I’égalité

S (1PN g, (BT = 37 (~1)"A i, (HEL).
I

p,q 1 n

On en déduit donc que Arxgq, (HMEY,) est égale & \rwg, (lmE}TH97h),
I I

O
Pour tout idéal I de A, la suite exacte des cycles évanescents (cf. 3.1.2) d’objets
de C(peeyx p, (cf. le lemme 3.1.4)
Eyy = HY (M5, R'Y,,(Q)) = H}'}

7703[ ’

permet, compte tenu de la proposition précédente, de prouver la proposition
suivante.

Proposition 5.2.2 Pour toute représentation 17 irréductible de (D>)* telle
que (7°°), est une représentation cuspidale de G Lq(F,) et pour toute représenta-
tion l-adique irréductible o, de T',, les multiplicités )\Too®UD(H,70) sont, pour tout
n, égales a

)\TOO®0'0 (HO(MI:,gv Rn\l}no (Ql))) .

Preuve : D’apres la proposition précédente, les multiplicités Ao, (lg)nE;LI”) sont
I
nulles pour v # 0 et pour u = 0, elles sont égales a

— <1Lm H(M:, R™W,, (@m) .
I

) , : . o+l
Par récurrence sur 7, E"7 étant isomorphe & Kerd';/Imd";"" """ le lemme

. . w,v , N . U,
suivant montre que pour tout u, v, Aregg, (HMEY;) est égale & A\, (IME,Y).
I I
La suite (E)7),étant stationnaire pour r assez grand, on a donc
)

)‘T°°®zro (lanE:;l,)I) = )\TOO®UD (linE;,’Iv) .
I I

Ces multiplicités étant nulles pour u # 0, et E7, ; étant filtré par les EZOUI pour
u+ v =n, on a alors

)\T°°®Uo (li_r>nEcT>Lo,I) = )\T°°®Uo (li_r>nE3:?)7
I I
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d’ou la proposition.
O

Lemme 5.2.3 Soient U,V,W des objets de Cpeyxp, et f: U —V, g: V —
W des fleches de Cipeoyx p,. Si dans K(peyxr,, les multiplicités Arooge, (U) et
Aroge, (W) sont nulles, on a alors I’égalité numérique

Arooge, (Kerg/Im f) = Aooge, (V).

Preyve : La multiplicité A\ ~g,, est additive sur les suites exactes courtes et
est positive sur les objets effectifs. Ainsi pour tout sous-quotient V' de U ou de
W, on a A;wgy, (V') = 0. Comme V/Kerg est isomorphe a un sous-espace de
W, alors A\;egq, (V/ Kerg) est nulle, soit Ayeogy, (Kerg) = Aroegs, (V). On a de
plus une surjection de U sur Im f, d’olt A;xg,, (Im f) = 0 et finalement 1’égalité
Aroga, (Ker g/ Imf) = )\TOO®UD(V)'

O
D’apres un théoreme de Berkovich (cf. [1] et le lemme 3.1.1 de ce texte), on a

HO(MIZ,ga an’no((@l)) = HH(MI,Siny @l)
et donc la proposition suivante.

Proposition 5.2.4 Sous les hypothese de la proposition précédente, les multipli-

Cités Arogo, (H)) ) sont, pour tout n, égales a A\rogyg, (ling”(M;;ing, Ql)> :
I

Remarque : On a des énoncés identiques en considérant les multiplicités Ay, g0, -
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6 La représentation locale fondamentale revisi-
tée.

On fixe un caractere &, de F* d’ordre fini et soit & la restriction de & a O
Pour un objet V' de C(pe)x ,, on a

V = lim V¥,

KeT

ou Z est un ensemble de sous-groupes compacts, ouverts de D ~ GL4(F,), qui
est un systéme fondamental de voisinages de I’élément neutre. Chaque V* est
alors de dimension finie et est de plus muni d’une action de GL4(O,). On pose
alors
V(&) = lim V(&)
KeZ
et on définit V(£,) comme le quotient V' (£))/(m, — &,(m,).Id)V (E)).

Remarque : Si on écrit I'image [V] de V' dans K(pe)x r, sous la forme ) Ay [M]
ot la somme porte sur les éléments irréductibles M de C(peyx r,, alors [V(&,)]
est égal a Y Ay [M] ou la somme porte cette fois sur les éléments irréductibles
M de C(peyx 1, tel que le centre de F,* C D; y agit par le caractere &,.

On rappelle que la représentation U%(¢,) du premier chapitre est isomorphe
a la somme directe

d—1

@ tim H (Spec DA™ 6, B, Q))(E)),

m=0 "

ot Paction de GL4(F,) x DX x ', se décrit comme suit. Pour tout m,

lim H'(Spec DA™ @, Frr Q))(E))

n

est muni d’une action du sous-groupe ‘3 défini comme le noyau de ’application
(9o, 60, 0,) — val (det(g, 'tn(d,)cl(0,)) mod d.

Soit 7, € ', tel que son image dans F* par le morphisme de la théorie du corps de

classe, soit égale a 7,. L’élément 7, induit, pour 0 < m < d—2, des isomorphismes

Spec D2 5 Spec DA™Y de sorte que endomorphisme associé & 74 est égal

a &, (m,) Hd.

Proposition 6.1 Pour tout entier i positif, (li_)mHi(M;Sing,@l)> (&) est iso-
I

morphe, en tant qu’objet de C(peeyx r,, au quotient

DX\ [(D*)* /(D) x UM(&,)] -
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Preuve : D’apres la proposition 4.4, pour tout idéal I de A, on a
Mg = D\ [<D°°’°>X/K?°’° x ] Spec Dz"”’] ,
me7Z
ou n est la multiplicité de o dans I. Ainsi Hz(MI;iny Q) est isomorphe &

DX\ [(DOO,O)X/K?O,O x H Hé(Spec Dg,(m) ®(§gr ﬁ’nr)@l)] :

meZ

d’ou la proposition.

On pose ) ) )
¢: =CP(D(EF) (D)),

et on note € la contragrédiente de €.

Proposition 6.2 Pour tout entier i, (lingi(M;ing,@l)> (&) est isomorphe,
I

en tant qu’objet de C(peoyx r,, a
. i DJ
CoutE)| .

Preuve : Le quotient D*\[(D>?)* x U%(&,)] est en bijection avec I’ensemble
des fonctions f': (D>®°)* — UL (E,) telles que

Vy € (D®9) et V5 € D*, J'(dv) = duf (7).

ou d, désigne 'image de d dans D}. Soit donc f’ une telle fonction. On définit
une fonction f: (D®)* — U (,) par la formule

FO) =" ().
On vérifie alors que pour tout élément d de D* et tout élément §, de D, on a
J(dd,) = 8, M, td, ' ((d)°) = 6,7, ((dy)?) = 6,1 f ().

Ainsi D*\[(D*°)* x U%E(E,)] est en bijection (D*)* x DX x I',-équivariante avec
I’ensemble

{f - (D) — UM(&) | V8, € D, ¥d € D* Wy € (D*)* f(dys,) =6, f(7)},

d’ou la proposition.
O
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Le @Q-espace vectoriel € se décompose comme la somme directe

@ m(7)7,

7
Too=loo

ou m(7) est la multiplicité de 7 dans €.

Proposition 6.3 Pour toute représentation 7 irréductible de (D*°)* telle que
(7%°), est une représentation cuspidale de GL4(F,) et pour toute représentation
l-adique irréductible o, de I',, les multiplicités )\Too®go(H7§0) sont, pour tout n,
données par la somme

Z m(%))\To®7i'o®0'o (ud,i(&)))a

TEA(T>®?)

ou A(7°°°) désigne l'ensemble des sous-représentations T irréductibles de ¢ telles
que 7° = 7% ® 1.

Preuve : D’apres le corollaire 5.2.4 et la proposition précédente, )\Too®go(H£D)
est égale & \;ogq, ([6: ® UL (fo)]DDX) . La proposition découle alors du lemme de
Schur.

O
Le théoreme 4.1 du premier chapitre s’écrit, avec les notations de ce chapitre,
comme suit.

Théoreme 6.4 Soient 7, une représentation irréductible admissible cuspidale
de GLy(F,) de caractére central &,, p, une représentation irréductible admissible
de D) et 0, une représentation irréductible l-adique de T',. Alors la multiplicité
Aro@poeos (U (E,)) de la représentation irréductible m, ® p, ® o, de GLy(F,) X
D} x T, dans la représentation U%(&,), est nulle sii# d—1 et pouri=d—1,
elle est donnée par

| 1sip,=3F,(7,) et 0, = Lar,(T,)
Amo@pona, (Ud(Eo)) = { 0 $i po # Ip, (7o) 0U 0o £ Lar, (o).

Preuve : Soit 7, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,) de carac-
tere central £, (d’ordre fini).

— Soit IT une sous-représentation irréductible de L,s,(GL4(F)FI\GL4(A))
vérifiant les hypothese du lemme 2.3 du premier chapitre, c’est-a-dire telle
que

Ho =T Hoo = Stoo;

et II,, est cuspidale pourz=1,---,4.

121



— Soit 7 la représentation de Dy donnée par la proposition 2.4.
D’apres la proposition 2.1.2 du premier chapitre appliquée a D, I’ensemble

A(7°°°) est alors réduit a un seul élément 7 tel que m(7) = 1. Pour o, une
représentation [-adique de [',, la proposition 6.3 s’écrit

0 sinon.

i )\Too To HZ SiTO:\Toﬂ-o
)\7l'o®’;7'o®0'g (ud, (é—o)) = { @ ( 770) F ( )

— Pour 7 = d — 1, le résultat découle du théoréeme de Laumon, Rapoport et
Stuhler (cf. 2.5), qui donne

_ 1sio, = L4 (15°)
d—1y\ __ 0 d,Fo\ 1o
Arogo, (Hy, ) = { 0 sinon.

— Pour 7 # d — 1, le résultat découle alors du théoreme de Laumon, Rapoport
et Stuhler (cf. 2.2), qui donne

Arsoga, (Hy ) =0sii#d— 1.
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