Modéles semi-factoriels et modéles de Néron

Cédric Pépin

Résumé

Soit S le spectre d'un anneau de valuation discréte de corps de fonctions K.
Soit X un schéma sur S. On dira que X est semi-factoriel sur S si tout faisceau
inversible sur la fibre générique Xk se prolonge en un faisceau inversible sur
X. On montre ici que tout schéma propre géométriquement normal sur K
posséde un modéle propre, plat, normal et semi-factoriel sur S. On construit
également des compactifications semi-factorielles de S-schémas réguliers, tels
que les modéles de Néron des variétés abéliennes.

La propriété de semi-factorialité pour un schéma X/S correspond a la
propriété de Néron de son foncteur de Picard. En particulier, on peut retrouver
le modéle de Néron de la variété de Picard Picg(K/K’red de Xk & partir du
foncteur de Picard Picx,s, comme dans le cas connu des courbes. On en tire
des conséquences sur ’équivalence algébrique relative sur le S-schéma X.
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1 Introduction

Soit S un trait, c’est-a-dire le spectre d’'un anneau de valuation discréte. On

note K son corps de fonctions.

Définition 1.1. Soit X — 5 un S-schéma. On dit que X est semi-factoriel sur §

st I’homomorphisme de restriction
Pic(X) — Pic(Xk)

est surjectif.



Un S-schéma X est donc semi-factoriel si pour tout Ox,.-module inversible L,
il existe un O x-module inversible £ tel que £ ® K soit isomorphe & L. La termi-
nologie « semi-factoriel » provient du cas ou le schéma X est localement factoriel :
il est alors automatiquement semi-factoriel sur S ([EGA IV] 21.6.10).

En ’absence actuelle d’un théoréme de désingularisation général, on ne peut pas
assurer qu’un schéma propre et lisse sur K posséde un modéle propre et plat sur S,
qui soit un schéma régulier.

Dans les sous-sections 2.1 & 2.4, on montre néanmoins que tout schéma X g
qui est propre géométriquement normal sur K posséde un modéle X propre, plat,
normal et semi-factoriel sur S (théoréme 2.6). Plus généralement, on considére un
trait T qui est limite projective filtrante de traits étales sur S, et on construit
des modéles X semi-factoriels sur S et qui le restent aprés le changement de trait
T — S (corollaire 2.12). Lorsque I’on prend pour 7' un hensélis¢ strict S™ de S,
la construction fournit méme des modéles qui commutent & des changements de
trait plus généraux que S — S, que I'on a qualifiés de permis (définition 2.13 et
théoréme 2.17).

Dans la sous-section 2.5, on part d’'un schéma X de type fini, séparé et plat
sur S. Lorsque X est régulier, on construit des compactifications normales X de
X telles que la restriction Pic(X)— Pic(X) soit surjective (théoréme 2.21). Cela
s’applique par exemple au cas ou X /.S est le modéle de Néron d’une variété abélienne
(corollaire 2.23). Dans la sous-section 2.6, on montre une variante des énoncés de
semi-factorialité sur un schéma de Dedekind global, et dans la sous-section 2.7, on
examine le cas d’'un K-schéma propre non normal.

Pour construire des modéles semi-factoriels, on procéde en deux étapes. On consi-
dére d’abord un morphisme lisse de type fini f : Y — B entre schémas noethériens,
et un Oy-module cohérent M qui est inversible au-dessus d’un ouvert schémati-
quement dense U C B. En utilisant les techniques de platification de Raynaud-
Gruson [RG], on montre alors qu’aprés un éclatement bien choisi de la base B
centré en dehors de U, le faisceau M |f-1(yy posséde un prolongement inversible
sur Y (théoréme 2.1). On applique ensuite cet énoncé a une situation universelle
fi:=p1:X xg A— X, oi X est un modeéle propre et plat de Xg. L’espace de pa-
rameétres A est construit & partir du schéma de Picard rigidifié de X i et du modéle
de Néron de sa composante neutre réduite. Un effort particulier a été fait pour que
la construction fonctionne méme en ’absence de point K-rationnel sur X

Dans la section 3, on considére un K-schéma propre géométriquement normal
et géométriquement connexe X, ainsi qu'un modéle propre et plat X/S de X,
semi-factoriel aprés I’extension S™/S. Lorsque PicXK/K(KhS) = Pic(Xgns) (par
exemple si X (K") # () ou si le corps résiduel de S est parfait), la semi-factorialité
de X gns /S signifie précisément que le foncteur Picy /s vérifie la propriété de Néron
d’extension des points étales. On peut alors retrouver le modéle de Néron A de la
variété de Picard Ax = Picg(K/Kmed a partir du foncteur Picx,g (théorémes 3.3
et 3.4). En dimension relative 1, ot 'on peut utiliser des modéles réguliers de X,
il g’agit du théoréme [R] 8.1.4 de Raynaud. Une fois que 'on dispose des modéles
semi-factoriels, la méthode se généralise tout de suite en dimension supérieure, a
ceci prés que le foncteur de Picard n’est plus formellement lisse en général. 11 faut
donc ajouter une étape de lissification des groupes, au sens de [BLR] page 174.

En analysant le lien entre les composantes neutres de Picx,s et A dans la si-
tuation précédente, on obtient des informations sur I’équivalence algébrique sur le
S-schéma X. Plus précisément, supposons S hensélien a corps résiduel algébrique-
ment clos. Soit n 'exposant du groupe des composantes connexes de la fibre spéciale
de A/S. Si L est un faisceau inversible algébriquement équivalent & zéro sur X,
alors E?}" peut se prolonger en un faisceau inversible sur X algébriquement équi-
valent & zéro relativement a S (corollaire 3.15). Cette information sera utilisée dans



[P] pour exprimer le symbole de Néron attaché a Xx ([N] II 9.3) en termes de
multiplicités d’intersection sur X.
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construction des modéles semi-factoriels, et pour m’avoir fait découvrir les Elé-
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2.22 et 3.11 initiaux. Je remercie Pascal Autissier pour plusieurs discussions, ayant
donné lieu a ’énoncé 2.26. Je remercie Siegfried Bosch et Dino Lorenzini pour leur
relecture et leurs commentaires utiles. Enfin, je remercie le rapporteur pour ses
suggestions constructives.

2 Construction des modéles semi-factoriels

2.1 Un théoréme pour les morphismes lisses

Rappelons ([RG] 5.1.3) que si U est un ouvert d’un schéma localement noethé-
rien S, un éclatement U-admissible de S est un éclatement S’ — S centré en dehors
de U. C’est en particulier un isomorphisme au-dessus de U. Nous allons travailler
avec un ouvert U schématiqguement dense dans S (JEGA IV] 11.10.2). Lorsque S
est localement noethérien, cela signifie que U contient tous les points associés a S
([EGA IV] 3.1.8). Si S’ — S est un éclatement U-admissible avec U schématique-
ment dense dans S, I'image réciproque de U dans S’ est schématiquement dense
dans S’ ([RG] 5.1.2 (iii)).

Par ailleurs, étant donné un morphisme de schémas f : X — S et un sous-schéma
ouvert U C S, on notera Xy := X xg U. Lorsque 'on considére un changement
de base de la forme S’ — S, on notera avec un ’ les images réciproques qui s’en
déduisent.

Théoréme 2.1. Soient S un schéma noethérien, U un ouvert schématiquement
dense dans S, f : X — S5 un S-schéma lisse de type fini, M un Ox-module cohé-
rent. Supposons que le Ox,, -module M |x,, soit inversible. Alors il existe un carré
cartésien

X<~—X
Pl
S<~——9
ou S"— S est un éclatement U-admissible, et un Ox:-module inversible M tel que
v o I
Mlx;, =M|x; .

Commengons par un critére pour qu'un module cohérent sur un S-schéma lisse
soit inversible.

Proposition 2.2. Soient S un schéma localement noethérien, U un ouvert dense
de S, f: X — S un S-schéma lisse, M un Ox-module cohérent. On suppose que M
est inversible sur Xy, S-plat, sans composante immergée sur les fibres de X/S (i.e.
M ®kK(s) est sans composante immergée pour tout s € S). Alors M est inversible.

Dans la démonstration, et dans la suite du texte, on utilise la notion d’ouvert
S-dense d’'un S-schéma lisse X, c’est-a-dire dense dans chaque fibre de X/S.



Démonstration. 1l suffit de montrer que pour tout s € S, le module M ®k(s) est
inversible sur f~!(s). En effet, soient dans ce cas # € X et s = f(z). Comme
M ®k(s) est inversible, il existe, quitte & remplacer X par un voisinage ouvert de
z, un homomorphisme a : Ox — M tel que a, ® k(s) soit bijectif. Par Nakayama,
le conoyau de a; est nul. Notant N le noyau de «, on a donc une suite exacte de
Ox z-modules

0— >Ny —> Oxa —25 M, —0.

Alors, M, étant Og s-plat, on a N, ®k(s) = 0 puis N, = 0 a nouveau par Na-
kayama. Ainsi, « est un isomorphisme au voisinage de .

Prouvons donc que M est inversible sur les fibres de f. Notons d’abord que M
est inversible sur un ouvert S-dense W de X. En effet, le critére de platitude par
fibres ([EGA IV] 11.3.10) et le théoréme de platitude générique ([EGA IV] 6.9.1)
assurent que M est localement libre sur un ouvert S-dense de X. Alors M est
inversible sur cet ouvert puisqu’il ’est déja sur I'ouvert dense Xy .

Soient s € S —U. Choisissons une générisation n de s dans U. D’apres [EGA ]|
7.1.9, il existe un trait 7" et un morphisme T'— S envoyant le point fermé ¢ de T
sur s et son point générique sur 7. Le schéma Xp := X xg T est alors régulier.
Notons Mp l'image réciproque de M sur Xp. Il est de profondeur au moins 2 en
tout point z de X7 — Wy : cela résulte de [EGA IV] 6.3.1, puisque le point z n’est
pas associé & M ®k(t) et que prof(Or:) = 1. On en déduit que le module Mp
sur le schéma régulier X est réflexif (cf. [S], §3, Corollaires 2 et 3). En particulier,
il est sans torsion, et étant de rang 1, c’est un idéal fractionnaire de Ox,.. Mais un
ideal fractionnaire réflexif est divisoriel ([B AC] Chap. 7, §4, n°2, Exemple 2), et par
conséquent M est inversible sur le schéma localement factoriel X7. Sa restriction
a la fibre fermée de X7 /T est inversible, donc M ®k(s) est inversible. O

Pour réaliser une situation dans laquelle la proposition 2.2 s’applique, nous
avons besoin d’un procédé d’élimination des composantes immergées (comparer a
[BLR 1V] 2.3).

Rappelons ([EGA IV] 5.9.9) que si Z est un fermé d’un schéma localement noe-
thérien X, et 7 l'injection canonique (X — Z) — X, alors un O x-module M est dit
Z-clos si le morphisme canonique M — i, (M |x_z) est bijectif.

Théoréme 2.3. Soient S un schéma noethérien, U un ouvert schématiquement
dense dans S, f: X — S un S-schéma de type fini et plat & fibres géométriquement
réduites, M un Ox-module cohérent. Supposons que M |x, soit localement libre de
rang > 1, et qu’il existe un ouvert S-dense V de X tel que M|y soit localement
libre. Alors il existe un carré cartésien

X<~—X

)

S<~—9

ot §"— S est un éclatement U-admissible, et un Ox,-module cohérent M vérifiant
les conditions suwantes : notant avec un " les images réciproques par S’ — S,

- M coincide avec M" sur X[;,, UV’ ;

- g est S'-plat ;

- M est sans composante immergée sur les fibres de X'/S’.
En particulier, le O x/-module M est Z'-clos pour Z' := X' — (X{, UV,

La derniére assertion résulte du lemme suivant.
On utilise la notation Ass(-) pour « l’ensemble des points associés & ».



Lemme 2.4. Soient S et X des schémas localement noethériens, U un ouvert sché-
matiquement dense dans S, f: X — S un S-schéma a fibres réduites, W un ouvert
S-dense de X contenant Xy, et M un Ox-module cohérent S-plat. Supposons que
Ass(M ®k(s)) soit contenu dans Ass(X,) pour tout s € S (par exemple, M sans
composante immergée sur les fibres de X/S et localement libre sur W de rang > 1).
Alors M est Z-clos pour Z .= X — W.

Démonstration. D’aprés [EGA IV] 5.10.5, il s’agit de voir que
prof , (M) > 2.

Soit z € Z. Le point f(z) n’est pas dans 'ouvert schématiquement dense U de S,
ce n’est donc pas un point associé a S, autrement dit prof(Og f(.)) > 1. De plus,
le point z n’est pas un point générique de X, et n’est donc pas associé & M ®k(s)
d’aprés les hypothéses, d’ou prof((M ®k(s)),) > 1. Conclusion, prof(M,) > 2
([EGA 1V] 6.3.1). O

Le lemme 2.4 permet également de ramener la preuve du théoréme 2.3 au cas
ou X est un schéma affine.

En effet, supposons d’abord qu’il existe un recouvrement ouvert X = X; U X5
tel que le théoréme soit vrai pour les morphismes induits f; : X; — S par f et
les modules M |x,, pour ¢ = 1,2. Il existe alors des éclatements U-admissibles
w; : S;— S d’'idéaux cohérents Z; de Og et des modules .7\71,- qui sont solutions du
probléme pour les f;. Soit ¢ : S” — S I'éclatement U-admissible du produit Z; - Z
dans S. D’aprés [RG| 5.1.2 (v), on a ¢ = v, 0 ; o 7; : S — S; est 'éclatement
(i)~ (U)-admissible de (I1;4Zj) Os; dans S}. D'ott des carrés cartésiens

F’.
X, =~ X! <t XV

lfﬁ lff lf;l

Pi Yi
S<—— 8 < 9"

)

L’image réciproque f” : X" — 5" de f: X — S par ¢ est alors le recollement de f{’
et f4. On pose

./A\//l|X1{/ = (Fz)*/\/\//lz
Ce O xy-module coincide avec le Ox»-module M sur

(X, uvVhnXxy.

En particulier /\N/l| x7 est localement libre sur cet ouvert, de rang > 1. Mais comme
il est sans composante immergée sur les fibres de f/', il résulte du lemme 2.4 qu’il

est Z"" N X/'-clos pour Z" = X" — (X[}, UV"). Par conséquent, les faisceaux /,\71|X;’

pour i = 1,2 se recollent en un O x»-module /\N/l, qui est solution du probléme pour
le module M.

Par récurrence, on en déduit que si X = U} ; X; pour un certain n > 1 de sorte
que le théoréme soit vrai pour les X;/S et les M |x,, alors le théoréme est vrai pour
X/S et M. Comme le schéma X est quasi-compact, on est ainsi ramené a la

Démonstration du théoréeme 2.3 lorsque X est affine. Notons M* le O x-module dual
de M. C’est un module cohérent sur le schéma affine X. Il existe donc un entier
r > 1 et un morphisme O x-linéaire surjectif u : O% — M*. En composant le mor-
phisme injectif dual M** < O avec le morphisme canonique ¢ : M — M*™, on
obtient un morphisme v : M — O'.



Par hypothése, le module M est localement libre au-dessus de U. Il en va donc
de méme pour le noyau de u, puis pour le conoyau N de v. En particulier, le module
N |x, est U-plat.

On peut donc appliquer le théoréme 5.2.2 de [RG], pour obtenir un éclatement
U-admissible S’ — S tel que le transformé strict A7 de N sur X’ soit S’-plat. Le
Ox-module A’ est quotient de I'image réciproque N’ de N. En particulier, il
est cohérent et le morphisme surjectif O%, — A’ induit un morphisme surjectif
0%, — N’. Soit M son noyau, cohérent et S’-plat. Pour tout s’ € S/, on a une
suite exacte

0——>M®k(s') —= 0% —=N @k(s') —=0.

Le S’-schéma X' — S’ étant & fibres réduites, on en déduit que M est sans compo-
sante immergée sur les fibres de X'/S".

Montrons enfin que M’ = M sur l'ouvert X7, UV’. Comme par hypothése M
est localement libre non seulement sur X7, mais aussi sur la réunion Xy UV, le
conoyau A de v est localement libre sur celle-ci. Le morphisme v’ : M’ — O%, est
donc injectif sur X{;, U V’. De plus, par définition du transformé strict, I'image

réciproque A de A coincide avec N’ sur cet ouvert (noter que 'ouvert U’ de S’ est
schématiquement dense, comme rappelé plus haut). Dot M’ = M sur X}, UV’
par définition de M. O

Démonstration du théoréme 2.1. Gréace au théoréme de platification [RG] 5.2.2, on
peut supposer M plat sur S, et donc inversible sur un ouvert S-dense de X/S (loc.
cit 2.1). Il suffit alors d’appliquer 2.3 puis 2.2. O

Remarque 2.5. Soit 7 : X — 5 un morphisme régulier de schémas noethériens,
muni d’une section o. Si S est excellent et réduit, et si X est le seul voisinage de
o(S) dans X, alors Boutot démontre un énoncé analogue a celui du théoréme 2.1,
utile pour son étude du schéma de Picard local (|[B] V 2.4).

2.2 La situation universelle : énoncé du théoréme et esquisse
de la preuve

Si S est un trait de corps de fonctions K, un modéle sur S d’'un K-schéma X g
est un S-schéma X de fibre générique isomorphe & Xg. Si X est plat sur S, les
points associés & X sont les mémes que les points associés & X (JEGA IV] 3.3.1).
Dans ce cas, si le schéma X est localement noethérien, il est réduit (resp. intégre)
si et seulement si X lest (loc. cit. 3.2.1). Par ailleurs, tout K-schéma propre
posséde un modéle propre et plat sur .S, d’aprés la version relative du théoréme de
compactification de Nagata (cf. Deligne [D], Conrad [C] et Liitkebohmert [L]).

Avec I’énoncé suivant, nous allons voir que tout K-schéma propre géométrique-
ment normal posséde un modéle propre et plat sur S, qui est normal et semi-factoriel
sur S (définition 1.1). Il est intéressant de disposer de modéles semi-factoriels qui
soient normaux, parce que sur un schéma localement noethérien normal, les fais-
ceaux inversibles ont une bonne interprétation en termes de cycles : le groupe de
Picard du schéma s’injecte dans le groupe des classes de cycles 1-codimensionnels
([EGA 1V] 21.6.10).

Théoréme 2.6. Soient S" —T — S des extensions de traits, telles que la com-
posée SPS — S soit une hensélisation stricte de S. Soit Xx un K-schéma propre
géométriquement normal.

Pour tout modeéle propre et plat X/S de Xk, il existe un éclatement X' — X
centré dans la fibre fermée de X/S, tel que (X')r soit semi-factoriel sur T. Le



normalisé X de X' est un modéle propre et plat de Xy sur S, tel que ()~()T soit
normal et semi-factoriel sur 7'.

Par abus, on dira d’un schéma sur un trait S qui devient semi-factoriel apreés
une extension de traits T — S qu’il est semi-factoriel sur T.

Remarque 2.7. On peut demander en outre que le centre de ’éclatement X’ — X
ne rencontre pas le lieu régulier de X (cf. la preuve section 2.3). Ce raffinement
nous sera utile dans la section 2.5.

Remarque 2.8. L’énoncé 2.6 s’applique en particulier au cas ou T' = S. Il s’ap-
plique également au cas ott T' = S, qui peut étre bien plus riche.

Par exemple, si K est un corps de nombres, le théoréme de Mordell-Weil pour
les variétés abéliennes (et la finitude du groupe de Néron-Severi de X i) montrent
que le groupe Pic(Xk) est de type fini. Par conséquent, si on prend pour S le
spectre du localisé de I’anneau des entiers de K en un idéal maximal, alors pour
que la fleche Pic(X) — Pic(Xk) soit surjective, il suffit que son image contienne un
certain ensemble fini.

Au contraire, considérons un trait S strictement hensélien. Supposons de plus
que Pic(Xg) = Picx, /x(K) (cf. lemme 3.1). Alors, dés que la variété de Picard
Ak de Xk est non triviale, le groupe Pic(Xg) n’est pas de type fini. Pour le voir,
introduisons le modéle de Néron A de A sur S. Notant k le corps résiduel de S,
I’hypothése hensélienne assure que la réduction A(K) = A(S) — A(k) est surjective.
Par conséquent, le groupe Pic(Xx) D Pic’(Xgx) = A(K) n’est pas de type fini
dés que A(k) ne V'est pas. Maintenant, considérons la composante neutre A,g de
la fibre spéciale de A/S. Pour tout entier m premier a la caractéristique de k, la
multiplication par m dans A? est une isogénie étale ([BLR] 7.3/2 (b)). Comme k
est séparablement clos, il en résulte que le groupe A9 (k) est m-divisible. Donc, si
A(k) est de type fini, alors A{(k) est fini, puis AY = 0 (A%(k) est dense dans AY),
et finalement Ax = 0 (Ay et Ax ont méme dimension).

Le principe de la démonstration du théoréme 2.6, disons dans le cas S = T, est le
suivant. Supposons pour fixer les idées que I'on dispose d’un K-schéma lisse de type
fini Ag et d’un faisceau inversible M g sur X X g A, tel que pour tout faisceau
inversible L sur X, il existe A\x € A (K) vérifiant L ~ (1 Xxg Ag)* Mk.
Supposons en outre que Ax admette un modéle A/S tel que

a) A— S est lisse de type fini;
b) tout K-point de Ax se prolonge en une S-section de A.

Prolongeons alors Mg en un module cohérent M sur X xg A. Grace au point
a), on peut appliquer le théoréme 2.1 au morphisme p; : X xg A — X, avec l'ou-
vert schématiquement dense X de X et le module M. On obtient alors un carré
cartésien

X xgA<=—X"xg A

X X’

ot X’ — X est un éclatement centré dans la fibre fermée de X/S, et un module
inversible M sur X' x s A qui prolonge Mp. Si maintenant Ax parameétre un
faisceau inversible Lk sur X, tout A € A(S) prolongeant A (point b)) fournit un
prolongement inversible de Lk sur X', a savoir (1 xg A)*;\Z Le S-modéle X' de
Xk est donc semi-factoriel. A fortiori, son normalisé (X’)"°" est semi-factoriel sur
S, et on verra (lemme 2.11) qu'il est propre sur S.



Maintenant, les faisceaux inversibles sur X ne forment pas une famille limi-
tée, au sens ou ils ne sont pas paramétrés par un K-schéma de type fini : le K-
schéma Picy, /x est seulement localement de type fini. Cependant, la composante
neutre Picg(K sk de ce K-groupe est de type fini, et le groupe de Néron-Severi
PicXK/K(K)/Picg(K/K(K) est de type fini. On peut donc engendrer tous les fais-
ceaux inversibles sur Xg & partir de ceux paramétrés par un sous-K-schéma de
type fini de Picx, /-

Une autre difficulté provient du fait qu’en I'absence de point rationnel sur X g,
il n’y a pas en général de faisceau inversible universel sur Xy Xk Picx, k. Pour
contourner ce probléme, il faut remplacer le foncteur de Picard de X /K par un
foncteur de Picard rigidifié (cf. [R] n°2). On récupére alors un faisceau inversible
universel (rigidifié) avec lequel travailler. Cependant, en contrepartie, on perd en
finitude : la variété de Picard rigidifiée de X n’est plus une variété abélienne,
et par conséquent ne posséde pas en général de modéle de Néron (de type fini)
sur S, qui aurait été un bon atout pour construire A. Néanmoins, en choisissant
bien le rigidificateur de Xg, on peut assurer que la variété de Picard rigidifiée
correspondante soit semi-abélienne, et en particulier posséde un modéle de Néron
au sens suivant.

Définition 2.9. Soient S un trait de corps de fonctions K et Ng un K-schéma

lisse et séparé. Un modéle de Néron de Nk sur S est un S-schéma lisse et séparé de

fibre générique N, vérifiant la propriété de Néron d’extension des morphismes :
pour tout S-schéma lisse Y, la fleche de restriction

Homg(Y, N) — Homg (Y, Nk )
est bijective.

Le schéma N ainsi défini est un modéle de Néron Itf de Ng sur S au sens de
[BLR| 10.1/1 : il est localement de type fini sur S (car lisse sur S), mais il n’est pas
de type fini sur S en général. Voir loc. cit. 10.2/2 pour des conditions nécessaires
et suffisantes d’existence d’'un tel N lorsque Nk est un K-schéma en groupes.

En utilisant que le groupe abstrait des composantes géométriquement connexes
de la fibre spéciale du modéle de Néron d’une variété semi-abélienne est de type fini,
on parvient finalement & construire un espace de paramétres A/S convenable.

2.3 La situation universelle : la preuve

Commengons par un lemme concernant les rigidificateurs sur un corps.

Rappelons ([R] 2.1.1.) que si Z — T est un morphisme propre, plat et de présenta-
tion finie, et Y — T un morphisme fini, plat et de présentation finie, un T-morphisme
Y — Z est un rigidificateur de Picy,p si, aprés tout changement de base T — T,
I'application induite sur les sections globales I'(Oz,,) — I'(Oy,, ) est injective.

Lemme 2.10. Soit Xi un schéma réduit propre sur un corps K. Soit xx un sous-
schéma de Xy, fini sur K, qui rencontre chaque composante connexe de X . Alors
rg est un rigidificateur de Picx, k.

Démonstration. En effet, notons {Xg . }cec 'ensemble des composantes connexes
de Xk, et xg . la restriction de xx & Xk .. Considérons la fleche de restriction

F(Ox,) = H F(OXK,C) — (O ) = H [(Ozy..)-
ceC ceC

Comme X est réduit et les xx . non vides, les morphismes d’anneaux

I(Oxy.) —T(Ou.)



ont pour source un corps et pour but un anneau non nul, donc sont injectifs. Le
lemme résulte alors de [R] 2.2.2. O

A partir de maintenant et jusqu’a la fin de cette sous-section 2.3, on se place
sous les hypothéses du théoréme 2.6. Donc T'/S est une sous-extension de traits
de S"/S, et X un K-schéma propre géométriquement normal. On note L/K
I'extension générique de T'/S, et on pose Pk := Picx, /k-

1) Parameétrage sur K des faisceaux inversibles algébriquement équiva-
lents & zéro sur X;. Fixons un sous-schéma fermé xx — X, dont la restriction
a chaque composante connexe de X est un point fermé. Le foncteur de Picard ri-
gidifié (Pg,x ) est représentable par un K-schéma en groupes localement de type
fini ([R] 2.3.1). Le morphisme d’oubli

(PK,LL'K)—>PK

est couvrant pour la topologie étale (loc. cit. 2.1.2 b)). De plus, comme le lieu lisse
de Xk est ici un ouvert dense de X, on peut choisir xx étale sur K. Dans ce cas,
le noyau du morphisme d’oubli est un tore My (loc. cit. 2.4.3 b)). On a ainsi une
suite exacte (de faisceaux abéliens pour la topologie étale)

OHMKH(PK,CCK)OHPIO(HQ

ott ¥ désigne les composantes neutres. L’hypothése que X est géométriquement
normal assure que le K-schéma Pg est propre (|[TDTE VI| 2.1 (ii)). En particulier,
PY. puis (PK,.’L‘[QO, sont sans composante additive : notant K une cloture algé-
brique de K, les K-schémas en groupes réduits P . et (P, o7)yq sont de rang
unipotent nul. Il résulte donc de loc. cit. 3.1 que les K-schémas réduits P .4 et

(Pk,x K)(r)ed sont des K-schémas en groupes, commutatifs, lisses et connexes. On en
déduit en particulier un homomorphisme

(PK?xK)?ed —>PIO(,red

de noyau M, et (PK,OUK)?Cd est ainsi extension d’une variété abélienne par un
tore. D’aprés [BLR] 10.2/2, le K-schéma en groupes (Pg,z k)%, posséde donc un
modele de Néron Ny sur S (définition 2.9).

Soit @, le k-schéma en groupes étale des composantes connexes de la fibre
spéciale de Ny. Notant [ le corps résiduel de T', I'image de la spécialisation

No(T) — @, (1)

est un sous-groupe de @y, (7). Il est donc de type fini (cf. par exemple [BX] 4.11 (i)),
et on peut en choisir un systéme fini de générateurs I'. On en fixe un relévement
{A\lo € (Pr,xk)%q(L) | v € T}. Puis pour tout 7 € T', on note Ny la réunion
de la fibre générique de N et de la composante connexe de la fibre spéciale de Ny
dans laquelle se spécialise XLY70. On note aussi N la composante neutre de Ny. La
réunion
Ao = Ng | Ny
yel

est alors un ouvert de Ny, de fibre générique (P, k)%,

Maintenant, l’'objet universel pour (P, k) est représenté par un couple (P, t),
formé d’un faisceau inversible P g sur Xx X i (Pk,xk) et d’une trivialisation ¢ de
Pk le long du rigidificateur zx X i (Pg, k). D’autre part, comme le schéma X est
de type fini sur un trait, son lieu de régularité X" & est un ouvert de X ([EGA IV]



6.12.6 (ii)). Et Ag étant lisse sur S, Pouvert X™8 xg Ag de X xg Ag est régulier.
On peut donc prolonger le faisceau inversible

P |XK><K(PK,$K)?ed

en un faisceau inversible sur Xx X g (Ag) k U X' X g Ag. Puis on peut prolonger le
faisceau obtenu en un module cohérent My sur X xg Ag ([EGA I] 9.4.8).

2) Paramétrage sur K du groupe de Néron-Severi de X . Soit K une
cloture algébrique de K. Le groupe de Néron-Severi géométrique de X g

NS, = Px(K)/Pg(K)

est de type fini ([SGA 6] XIII 5.1). Comme M est géométriquement connexe, le
groupe NS, coincide avec le « groupe de Néron-Severi géométrique rigidifié » de
XK :

NSy == (Px,2x)(K)/(Px,zx)°(K).

En particulier, le « groupe de Néron-Severi rigidifié » de X,
NS,z = (Px,2x)(L)/ (P, 2x)(L)
est de type fini. Il existe donc un ensemble fini d’indices I et des points
{Ari€ (Px,zx)(L) | i eI}

tels que NS;. 1, soit engendré par les classes des Ap ;.

Par hypotheése, 'extension 7'/ S est une sous-extension d’une hensélisation stricte
Shs /S, Le trait T est donc limite projective filtrante de traits S,, étales sur S. Notant
K, le corps de fonctions de S, le corps L est alors limite inductive filtrante des
K, . 1l existe donc « tel que pour tout ¢ € I, 'élément Ar; € (P, 2k )(L) provienne
d’un élément g, ; € (Px,xk)(K,). Pour ¢ € I, posons

Lr,i=1%xKgAk,:)" Pk,

faisceau inversible sur Xx X K,. Prolongeons-le en un faisceau inversible sur
Xg X g Ko UXT™8 xgS,. Puis choisissons un prolongement cohérent M, ; de celui-
cisur X Xg Sq.

3) Modification de X en dehors de Xx. Considérons 'union disjointe de Ag
et de copies S,,; de S, indexées par I :

A= Ao H S(x,i~
il

C’est un S-schéma lisse de type fini. La premiére projection p; : X xg A — X est
donc un morphisme lisse de type fini. De plus, on a construit un module cohérent
M sur X xg A, égal & Mg sur X xg Ag et & My ; sur X Xg S, ;. Il est inversible
sur p; (X g U X7™e8).

Appliquons le théoréme 2.1 au morphisme p; et au module M, avec 'ouvert
schématiquement dense X U X8 de X. On trouve un carré cartésien

X xgA<=— X" xg A
lpl \Lpl
X<~——X

ot X' — X est un éclatement (X U X'8)-admissible, et un Ox/x a-module in-
versible M qui prolonge M |p;1(XKUXreg). Le modeéle X’/S de Xk ainsi obtenu est
encore propre, et plat puisque X est schématiquement dense dans X'.
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4) Le schéma (X’)r est semi-factoriel sur 7. Soit £, un faisceau inversible
sur X. Il s’agit de voir qu’il existe un faisceau inversible L1 sur X’ xg T tel que
L1 ®L soit isomorphe & L.

On peut toujours rigidifier £, le long du schéma artinien xx ® g L pour obtenir
un point A\ € (Pk,xk)(L). D’aprés Détape 2), il existe {n;, € Z | i € I} et
Ao € (Px,zk)°(L) tels que

AL = Zni “ALi+ALo.
iel
Or (Pk,rx)°(L) = (Pk,zk)%4(L). D’apreés I'étape 1), il existe donc {m., € Z | v €
T} et XD o € (Pk, 2K )%q(L) se prolongeant dans N§(T') tels que

ALo = Z my - AY o+ ALo-
vl
Utilisons maintenant 1’étape 3). Par définition de Ag C A, il existe pour tout v € T
un élément \J € A(T) prolongeant A} , et un élément A§ € A(T") prolongeant )‘OL,O'
Le faisceau inversible

Ly = ®«/er((1 Xs /\E)Y)*/A\;l)@mw ® (1 xg )\8)*]\71

prolonge (1 X g A 0)* Pk sur X’ xgT. Par définition de A, il existe pour tout i € I
un élément A\; € A(T') tel que (1 xg X;)*M prolonge (1 X Ap;)* Pr sur X' xgT.
Le faisceau inversible

2\ ®ni

Lr = ®iel((1 X s )\Z)*M)
prolonge (1 Xx A)* Px ~ L sur X' xgT.

® Lo

5) Normalisation de X’. Pour achever la preuve du théoréme 2.6, il ne reste
plus qu’a montrer que le morphisme de normalisation X := (X’)2°* — X’ est fini.

Lemme 2.11. Soit X un schéma de type fini et plat sur un trait S. Supposons
la fibre générique de X/S géométriquement normale (en particulier X est réduit).
Alors le morphisme de normalisation X" — X est fini.

Démonstration. Soit S le spectre du complété de Panneau local T'(Og) par rapport

a son idéal maximal. Comme S est un trait excellent, le morphisme de normalisation
(Xg)"°" — X5 est fini. Par descente fpqc pour les morphismes finis ([EGA 1V] 2.7.1),
il suffit donc de montrer que le carré commutatif

(XS\) nor S X§

|

XHOI‘ X

est cartésien. Pour cela, on peut supposer X intégre et affine.

Notons Xg (resp. X ) la fibre générique de X /S (resp. Xg/S). Ces fibres sont
normales par hypothése. La fermeture intégrale X"°" de X (resp. (Xg)"" de Xg)
relativement & son algébre des fonctions rationnelles coincide donc avec sa fermeture
intégrale relativement a Ox, (resp. O Xf()' De plus, notant k le corps résiduel de
S, la projection Xg— X induit un isomorphisme

Xi Xg §—)Xk.

Comme de plus X est quasi-compact (et X — X de présentation finie), on peut
appliquer le résultat de descente de [FR] 4.3, pour obtenir que le diagramme ci-
dessus est cartésien. O
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2.4 Changement de trait
Du théoréme 2.6, on déduit le

Corollaire 2.12. Soit S" — S une hensélisation stricte d’un trait S. Soient n un
entier > 1, et T;/S, i = 1,...,n, des sous-extensions de traits de S™/S. Soit Xy
un K-schéma propre géométriquement normal. B

Pour tout modeéle propre et plat X/S de X, il existe un morphisme X — X,
composé d’un éclatement centré dans la fibre fermée de X/S suivi de sa normalisa-
tion, tel que )?/S soit un modeéle propre et plat de X sur S, normal et semi-factoriel
aprés chacun des changements de trait 7; — S.

Démonstration. D’apres le théoréme 2.6, il existe un éclatement f; : X1 — X centré
dans la fibre fermée de X/, tel que (X/)r, soit semi-factoriel sur Ty. Appliquant &
nouveau le théoréme 2.6, cette fois au modéle propre et plat X /S de X, et avec le
trait T, on obtient un éclatement fo : X5 — X/ centré dans la fibre fermée de X1/,
tel que (X5)r, soit semi-factoriel sur T5. Le schéma (X3)7, est encore semi-factoriel
sur T : identifiant les fibres génériques de (X4)r, et (X])r, au moyen de (f2)r,,
un faisceau inversible L, sur la fibre générique de (X4)r, peut se prolonger en un
faisceau inversible £1 sur (X1)r,, et ((f2)r,)* £1 prolonge alors L, sur (X4)r,. Par
ailleurs, le composé X} — X{ — X est un éclatement centré dans la fibre fermée de
X/S (RG] 5.1.4).

On construit ainsi, de proche en proche, un éclatement X/ — X centré dans
la fibre fermée de X/S, tel que X/ /S soit un modéle propre et plat de X,
semi-factoriel aprés chaque extension 7;/S. En composant avec la normalisation
(X)) — X' . on obtient un morphisme X := (X!)"" — X convenable (lemme
2.11). O

On obtient ainsi des modéles semi-factoriels sur S qui commutent & certaines
extensions de traits prescrites et en mombre fini. Nous allons voir que 'on peut
construire des modéles semi-factoriels sur S qui commutent & une certaine classe
d’extensions de traits.

Définition 2.13. Soit T — S un morphisme de traits. On dira que T — S est permis
si le trait T’ est strictement hensélien et si le morphisme T'— S est surjectif régulier.

Notant K, L les corps de fonctions de S, T, et k, [ leurs corps résiduels, le
morphisme T'— S est surjectif régulier si et seulement si il est plat, le morphisme
induit I'(Og) — I'(Or) envoie uniformisante sur uniformisante et les deux extensions
L/K et l/k sont séparables (non nécessairement algébriques) (|[EGA IV] 6.8.1 et
6.7.6). Par exemple, si S est excellent et k séparablement clos, le spectre S du
complété de T'(Og) par rapport a son idéal maximal définit une extension permise
S—S.

Remarque 2.14. Soit S™ un hensélisé strict de S. Une extension permise de traits
T — S se décompose en deux extensions permises T — SP® et SP — S. En effet,
comme T est strictement hensélien, I'extension 7'— S se factorise par S" — S.
Puis, les extensions générique et résiduelle de S"$/S étant algébriques, il résulte de
[B A] Chap. 5, §15, n°4, Corollaire 3, que I'extension T — S est permise.

Remarque 2.15. Si T'— S est une extension permise de traits, elle est en particu-
lier d’indice de ramification 1 au sens de [BLR| 3.6/1. On demande en plus ici que
I'extension des corps de fonctions soit séparable, et que T soit strictement hensélien.

Remarque 2.16. Si T'— S est une extension surjective réguliére de traits, alors
pour tout schéma normal (resp. régulier) X localement de type fini sur S, le schéma
X7 := X Xg T est encore normal (resp. régulier). Cela résulte de [EGA IV] 6.5.4
(ii) et 6.7.4.1 (resp. 6.5.2 (ii) et 6.7.4.1).
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Théoréme 2.17. Soient S un trait de corps de fonctions K et Xg un K-schéma
propre géométriquement normal. _

Pour tout modeéle propre et plat X/S de Xk, il existe un morphisme X — X,
composé d’un éclatement centré dans la fibre fermée de X/S suivi de sa normalisa-
tion, tel que )~(/S soit un modéle propre et plat de Xk, normal et semi-factoriel sur
S et aprés toute extension permise de traits T'— S.

Le point-clé est le suivant : lorsque 'on prend 7' = S dans I’énoncé du théoréme
2.6, la construction de la sous-section 2.3 fournit un éclatement X’ — X tel que X’
soit semi-factoriel aprés I’extension S" /S, mais aussi apres toute extension permise
T/S. Pour le démontrer, nous utiliserons deux lemmes.

Lemme 2.18. Soient T — S une extension de traits d’indice de ramification 1
(|BLR] 8.6/1), et S" un hensélisé strict de S. On note L/K extension générique
de T — S, et K™ le corps de fonctions de SP. Soit Zx un K-schéma de type
fini, dont le réduit Z veqa est lisse sur K. Alors, si ’ensemble Zx (L) est non vide,
Uensemble Z (K lest aussi.

Démonstration. Choisissons A, € Zg (L) = (Zk rea)(L). En chassant les dénomi-
nateurs, on peut toujours trouver un S-schéma affine de type fini U dont la fibre
générique est un voisinage ouvert de I'image de A\j, dans Zk ;eq, et tel que A se
prolonge en un élément A € U(T). En particulier, la fibre fermée de U/S est non
vide. Comme Uk est lisse sur K, et T/S d’indice de ramification 1, il existe donc
un S-morphisme U’ — U composé d’un nombre fini de dilatations centrées dans les
fibres fermées, tel que A se reléve dans le lieu lisse de U’/S ([BLR] 3.6/4). Mais
alors U’(S5%) est nécessairement non vide, et a fortiori Zy(K") = (Zk rea)(K")
est non vide. O

Lemme 2.19. Soit L/K une extension séparable de corps. Soit Gk un K-schéma
en groupes localement de type fini, dont la composante neutre réduite G%red est
lisse sur K. Soit Zx une composante connexe de Gy . Alors, si Uensemble Zx (L)
est non vide, le réduit Zi yeq est lisse sur K.

Démonstration. Comme lextension L/K est séparable, on a (Zk ved)r = ZL red
([EGA 1V] 4.6.4). Supposons Zx (L) non vide. Il existe alors une composante connexe
Z3 de Zp, qui est un torseur trivial sous G . En particulier, le réduit Z7 | 4 est L-
isomorphe au réduit G9 4 = (G%red)L, donc est lisse sur L. Comme Z9 . est une
composante connexe de (Zx yed)r, la projection de ce dernier sur Z K,red/ induit un
morphisme

72 vea — ZK red-

Ce morphisme est plat, et surjectif : la composante connexe Z%)red est définie sur
une sous-extension finie de L/K (appliquer [EGA IV] 4.9.7 en notant que Zk req
est de type fini sur K'), donc son image dans Zg req est a la fois ouverte et fermée.
En conclusion, le schéma Zg yeq est lisse sur K ([EGA IV] 17.7.1 (ii)). O

Démonstration du théoreme 2.17. Conservons les constructions des étapes 1), 2) et
3) de la sous-section 2.3 dans le cas T = S". D’aprés 'étape 4), on sait déja que le
modéle X’ obtenu est semi-factoriel aprés 'extension S"/S. Soit maintenant 7/9
une extension permise de traits quelconque. Notons L le corps de fonctions de T,
et fixons une factorisation 7'— SP® — S, induisant des plongements K C K" C L
(remarque 2.14). Considérons un faisceau inversible £, sur X, et montrons qu’il se
prolonge en un faisceau inversible sur X' xg T.

Rigidifions £y, le long de zx ®x L pour obtenir un point A\, € (Px,zx)(L) =
(Pr, g ) gos (L). Soit Zgme la composante connexe de (Px,Zx)gne telle que A €
Zyns(L). D’aprés le lemme 2.19 appliqué & Iextension séparable L/K"| le réduit
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Zchs req €t lisse sur K hs Puis, d’aprés le lemme 2.18 appliqué a l’extension d’in-
dice de ramification 1 T — S8, il existe Agns € Zgns(K™) C (Pg,zr)(K™). La
différence 01, := A, — Agns dans le groupe (P, z i )(L) appartient au sous-groupe
(Pg,7x)°(L). En effet, comme Zgu(KP) est non vide, la composante connexe
Zns de (P, ) gns est géométriqguement connexe. Il en résulte que Agns et Ap,
vus comme L-points de (Pk,%k)r, sont dans la méme composante connexe de
(PK,IK)L, a savoir Zy. On a donc bien dr, € (PK,IK)%(L) = (PK,IK)O(L).

Maintenant, le faisceau inversible (1 xg d5)* Pk sur X se prolonge en un
faisceau inversible sur X’ xg T. En effet, 'extension T/S étant permise, elle est
d’indice de ramification 1 au sens de [BLR]| 3.6/1. D’apreés loc. cit. 7.2/1, le modéle de
Néron Ny de (Pk, )% commute donc & I'extension T'/S. Par conséquent, d’aprés
I'étape 1) de la sous-section 2.3 appliquée au cas de S", il existe {d, € Z | vy € '}
et 8 € (Px,zk)%4(L) se prolongeant en 6% € N{(T) tels que

0p = dy N o+ 07
yel
v

Khs,
groupe des composantes connexes de la fibre spéciale de Ny). Le faisceau inversible

(rappelons que, par définition, les A}, , engendrent I'image de No(K™s) dans le

Lrs = @yer((1 x5 X)) M@gu T)® @ (1 x5 6%)* M

prolonge alors (1 X 01,)* Pg sur X' xg T.

Par ailleurs, comme (X’)gn: est semi-factoriel sur S, il existe un faisceau in-
versible Lgns qui prolonge (1 X g Agns)* Pk sur (X’)gns. Finalement, le faisceau
inversible

L1 = (Lgns QgnsT) @ L5

prolonge ((1 XK )\Khs)* Pr ®KhsL) X (1 XK 5L)*PK ~ (1 XK )\L)* Pr ~ L, sur
X' xXgT.

On a ainsi prouvé que le schéma (X’)r est semi-factoriel sur T' pour toute
extension permise 7/S. Quitte a éclater X'/S le long d’un sous-schéma fermé de
sa fibre spéciale, on peut supposer que X’ est aussi semi-factoriel sur S (théoréme
2.6). Comme le morphisme de normalisation X — X’ est propre (lemme 2.11), on
obtient un morphisme X — X comme dans 1’énoncé du théoréme. O

2.5 Compactifications semi-factorielles d’'un schéma régulier

Définition 2.20. Soit S un trait de corps de fonctions K. Soit X un S-schéma de
type fini séparé. Une S-compactification de X est une S-immersion ouverte de X
dans un S-schéma propre, dont l’image est dense.

Soit ¢ : X — X une S-immersion ouverte de S-schémas, avec X /S propre. Si
¢t est une S-compactification de X, et si Xg est propre sur K, alors ¢ induit un
isomorphisme tx : Xx — X k. Inversement, si Y/S est plat, et si v 1 X — Xk
est un isomorphisme, alors ¢ est une S-compactification de X.

Théoréme 2.21. Soient S™ —T — S des extensions de traits, telles que la com-
posée SP — S soit une hensélisation stricte de S. Soit X un S-schéma de type fini,
séparé et plat, dont la fibre générique X i est un K-schéma propre géométriquement
normal. On suppose que le lieu singulier de X est contenu dans Xx (par exemple
X régulier).

Il existe une S-compactification X — X de X, avec X plat sur S, normal et tel
que la fleche de restriction Pic(X7)— Pic(X7) soit surjective. (En particulier, le
schéma X est normal et semi-factoriel sur T.)
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Démonstration. D’aprés la version relative du théoréme de compactification de Na-
gata, il existe un S-schéma propre X; et une S-immersion ouverte X — X;. Quitte
a remplacer X; par ’adhérence schématique de X dans X;, on peut supposer que
X — X est une S-compactification de X (définition 2.20) et que X; est plat sur
S. En appliquant le théoréme 2.6 et la remarque 2.7, on trouve un éclatement X-
admissible (X7)" — X tel que ((X1)’)7 soit semi-factoriel sur 7. Quitte a remplacer
X1 par (X;), on peut donc supposer (X;)7/T semi-factoriel.

Considérons maintenant les composantes irréductibles réduites Vj, j =1,...,v,
de la fibre spéciale de X1 /T. Le trait T est limite projective filtrante de traits
S, étales sur S. Son corps résiduel [ est donc limite inductive filtrante des corps
résiduels k, des S, . Les V; proviennent donc des composantes irréductibles réduites
Vi...; de X3 pour un certain o. Comme Xg  est régulier le long de sa fibre spéciale,
I'idéal cohérent Vy, ; sur Xg, définissant Vi ; < Xg, est inversible. Son image
réciproque V; 1=V, ;j ®g, 1 définit V; dans Xrp.

Prolongeons V1 en un module cohérent M; sur X; xg S,. Puis appliquons
le théoréme 2.1 & la premiére projection X; xXg S, — X; et au module My, avec
Pouvert schématiquement dense X de X;. On obtient un carré cartésien

X1 sza<—X2 Xssa

Xj=—Xo

ou X9 — X7 est un éclatement X-admissible, et un module inversible M sur
X2 Xg Sq qui prolonge Vj_ 1. L'immersion ouverte composée X — X, est une
S-compactification de X, et X5 est plat sur S. En procédant de méme avec un
prolongement cohérent de Vi o sur Xs Xg S,, etc, on obtient finalement une S-
compactification X — X,, =: X’ avec X’ plat sur S, semi-factoriel sur T, et tel que
tous les Vy, ; se prolongent en des faisceaux inversibles sur X’ xg S,. A fortiori,
les V; se prolongent en des faisceaux inversibles sur (X’)r.

L’homomorphisme de restriction Pic((X')r) — Pic(Xr) est surjectif. En effet,
soit £ un faisceau inversible sur Xp. Comme (X')7 /T est semi-factoriel, le faisceau
Ly, := L®L se prolonge en un faisceau inversible £’ sur (X’)7. Sur ouvert normal
X7, le faisceau inversible £L®(L' |x,)~! est alors trivial en restriction & X, c’est-
a-dire qu’il est isomorphe & un produit de puissances des V;, j = 1,...,v. Mais
comme ceux-ci se prolongent de fagon inversible sur (X’)r, il en va finalement de
méme pour L.

En conclusion, en notant X le normalisé de X', on obtient une X x-compactifi-
cation X — X ayant les propriétés requises. O

Concernant les changements de traits, on a les résultats analogues a ceux de la
section précédente.

Corollaire 2.22. Soit S" — S une hensélisation stricte d’un trait S. Soient n un
entier > 1, et T;/S, i = 1,...,n, des sous-extensions de traits de S"/S. Soit X un
S-schéma de type fini, séparé et plat, dont la fibre générique Xk est un K-schéma
propre géométriqguement normal. On suppose que le lieu singulier de X est contenu
dans X (par exemple X régulier).

Il existe une S-compactification X — X de X, avec X plat sur S, normal et
tel que la fleche de restriction Pic(Xr7)— Pic(X7) soit surjective pour T = Tj,
1 =1,...,n, et pour T/S extension permise arbitraire.

Démonstration. Soit X'/S une S-compactification de X, plate sur S. Quitte & modi-
fier X’ par un éclatement X-admissible, on peut supposer que pour toute extension
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permise T'/S, induisant une extension générique L/K, la fleche de restriction a la
fibre générique
PiC((X/)T) — PIC(XL)

est surjective (théoréme 2.17 et remarque 2.7).

Soient Vi ., j = 1,...,v, les idéaux inversibles sur Xgus définissant les com-
posantes irréductibles réduites de la fibre spéciale de Xgns /S". Aprés un nouvel
éclatement X-admissible de X', on peut supposer que les V;,_ ; se prolongent en des
faisceaux inversibles sur (X’)gne (théoréme 2.21 appliqué a S"s/S).

Alors, pour toute extension permise T'/S, la fleche de restriction a X

Pic((X")r) — Pic(Xz)

est surjective. En effet, fixons une factorisation 7'— S% — S de T/S. Comme le
corps résiduel de S est séparablement clos, les composantes irréductibles réduites
de la fibre spéciale de X7 /T sont définies par des idéaux inversibles provenant des
Vk.,; par le changement de base 7'/ Shs_Tls se prolongent donc en des faisceaux inver-
sibles sur (X')y. Comme (X')r est déja semi-factoriel, et X est normal (remarque
2.16), 'homomorphisme de restriction ci-dessus est bien surjectif.

Ceci étant, aprés n éclatements X-admissibles, on peut en outre assurer que les
restrictions

Pic((X")z,) — Pic(XT,)

soient surjectives pour ¢ = 1,...,n (théoréme 2.21 appliqué a 7;/S). Le normalisé
X de X' est alors une S-compactification convenable de X. O

Le corollaire 2.22 s’applique par exemple pour obtenir des compactifications
semi-factorielles du modeéle de Néron d’une variété abélienne. Plus généralement,
rappelons que si S est un trait de corps de fonctions K, un torseur fppf Xy sous
une variété abélienne Ag est dit non ramifié si, notant K" le corps de fonctions
d'un hensélisé strict de S, 'ensemble X (K"5) est non vide.

Corollaire 2.23. Soit S un trait de corps de fonctions K. Soient Ax une variété
abélienne, et X un torseur fppf non ramifié sous Ak . Soit X le modéle de Néron
de Xy sur S.

I existe une S-compactification X — X de X, avec X projectif et plat sur S,
normal, tel que la fleche de restriction Pic(X)— Pic(X) soit surjective, et le soit
encore apres toute extension permise 7'/S (définition 2.13).

Si on se prescrit un nombre fini d’extensions de traits T;/S, sous-extensions
d’une hensélisation stricte S"/S, on peut en outre demander que la restriction
Pic(X1,) — Pic(X7,) soit surjective pour tout i.

Démonstration. Le schéma X posséde bien un modéle de Néron X sur S d’aprés
[BLR] 6.5/4. Celui-ci est quasi-projectif sur S (loc. cit. 6.4/1). On peut donc trouver
une S-compactification X — X’ avec X' projectif et plat sur S. La démonstration
du corollaire 2.22 fournit alors une S-compactification X — X convenable. O

L’intérét de telles compactifications est d’exister sans aucune hypothése sur la
réduction de la variété abélienne Ay . Bien entendu, lorsque Ax a réduction semi-
stable sur .S, on dispose de compactifications bien meilleures de son modéle de Néron
A/S : en s’appuyant sur la théorie de la dégénérescence des variétés abéliennes
de Mumford-Faltings-Chai, Kiinnemann a construit une compactification réguliére
canonique de A/S (cf. [Kii]).
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2.6 Une variante globale de la semi-factorialité

Théoréme 2.24. Soit S un schéma noethérien intégre normal de dimension 1, de
corps de fonctions K. Soient n un entier > 1, et T;/S, i =1,...,n, des S-schémas
étales de type fini, avec T; intégre de corps de fonctions L;. Soit X un S-schéma
propre et plat. On suppose que la fibre générique X de X/S est lisse sur K.

Il existe un S-schéma X isomorphe o X au-dessus d’un ouvert non vide de S,
ayant les propriétés suivantes : X /S est propre et plat, X est normal, et la fleche
de restriction Pic()N(Ti) — Pic(Xy,) est surjective pour tout i = 1,...,n.
Démonstration. Comme X est lisse, il existe un ensemble fini F = {s1,...,8,}

de points fermés de S tel que Xy := X xg U soit lisse sur 'ouvert U := S — F de
S. Soit j € {1,...,m}. D’apreés le corollaire 2.12, il existe un modeéle propre plat

normal X,y de Xg sur Ogs;, tel que pour tout i = 1,...,n, et pour tout point ¢;,
de T; au-dessus de s;, le schéma X, ) ®0s., OTi7tij soit semi-factoriel sur OTi;tij'
Chacun des X(s,), 7 = 1,...,m, peut étre é¢tendu en un schéma X; de type fini au-

dessus d’un voisinage ouvert S; de s; dans S ([EGA IV] 8.8.2). Quitte & diminuer
S; autour de s;, on peut supposer X;/S; propre (loc. cit. 8.10.5 (xii)), puis plat.
On peut méme supposer S; NF = {s;} et X; = X au-dessus de S; NU. Chaque X;
peut alors étre recollé & Xy au-dessus de S; MU, pour obtenir un schéma X propre
et plat sur S, lisse au-dessus de U, et normal.

Montrons que la restriction Pic(Xr,) — Pic(Xy,) est surjective pour tout ¢ =

1,...,n. Comme la formation de X commute au changement de base T; — S, on
peut supposer T; = S, et il faut alors montrer que Pic(X) — Pic(X ) est surjective.
Soit L un faisceau inversible sur Xx. Comme Xg est réduit, on peut supposer
que L est le faisceau défini par un diviseur D sur Xg. On notera H le cycle 1-
codimensionnel sur X, obtenu en prenant ’adhérence schématique du cycle cyc(D )
défini par D sur Xg. Par ailleurs, il existe, pour tout 7 = 1,...,m, un diviseur
Dj qui prolonge Dk sur X(,,). La partie verticale V; du cycle cyc(Dj) est une
combinaison Z-linéaire des composantes irréductibles réduites de la fibre X,,. On

peut donc voir V; comme un cycle 1-codimensionnel sur X. On va montrer que

n
Z:=H+ Z V;
j=1
est de la forme cyc(D) pour un certain diviseur D sur X, ce qui achévera la dé-
monstration puisque Xy est normal.
Comme le schéma X est normal, il suffit de voir que le cycle Z est localement
principal. Ecrivons Z = Zﬁefﬁ“ ne - {£} et posons pour tout z € X,

T, = Spec(Ox ), Zy:= Z ne - (&3 NTy).
XM

Le cycle Z est localement principal si et seulement si, pour tout = € X , il existe une
fonction rationnelle f sur T} telle Z, = cyc(div(f)) (JEGA IV] 21.6.7). Maintenant,
si z € X se projette sur un point s; de F', le cycle Z, coincide avec le cycle

Yo one-({GnT) = (H+V)NT,
£E(X(s,))™

qui n’est autre que le cycle localement principal cyc(Dj|z, ). Sinon, le point  appar-
tient a I'ouvert régulier Xy, sur lequel Z est automatiquement localement principal.
Le cycle Z est donc bien localement principal sur X. O

Remarque 2.25. Le S-schéma X construit est isomorphe & X précisément au-
dessus de l'ouvert U au-dessus duquel X/S est lisse.
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2.7 Une variante sans normalité

Comme signalé avant ’énoncé 2.6, il est plus agréable de disposer de modéles
semi-factoriels normauz, sur lesquels les diviseurs peuvent étre vus comme des cycles
1-codimensionnels.

Cependant, soit K le corps de fonctions d’un trait S, et soit Xy un schéma
propre sur K, qui n’est pas normal. On peut alors se demander s’il existe des
modeéles propres, plats et semi-factoriels, nécessairement non normaux, de X sur
S. On notera que Xk ne posséde pas de modéle régulier.

Pour énoncer la « variante sans normalité » que nous avons en vue, rappelons
([TDTE VI] 3.1) qu'un K-schéma en groupes commutatif, de type fini et connexe
G est dit sans composante additive si, notant K une cloture algébrique de K, le
K-schéma en groupes Gﬁred est extension d’une variété abélienne par un tore.

Théoréme 2.26. Soient S" —T — S des extensions de traits, telles que la com-
posée ST — S soit une hensélisation stricte de S. Soit Xx un K-schéma propre
géométriqguement réduit, tel que le K-schéma en groupes Picg(K/K soit sans compo-
sante additive.

Pour tout modele propre et plat X/S de X, il existe un éclatement X' — X
centré dans la fibre fermée de X/S, tel que X'/S soit un modéle propre et plat de
Xk, et tel que (X')r/T soit semi-factoriel.

Démonstration. Au cours de la démonstration du théoréme 2.6, ’hypothése de nor-
malité géométrique sur le K-schéma propre Xy est intervenue pour assurer les
faits suivants : Xy est réduit (donc le lemme 2.10 s’applique), chaque compo-
sante connexe de Xk posséde un point étale sur K (done, dans I’étape 1) de la
sous-section 2.3, Mk est un tore), Picg(K/K est propre (donc, toujours dans cette
étape 1), Picgg( /K €st sans composante additive), et le morphisme de normalisation
X = (X')"r — X’ est fini (dans I'étape 5) de la sous-section 2.3).

Maintenant, pour que chaque composante connexe de X g posséde un point étale
sur K, il suffit que Xk soit géométriquement réduit, puisqu’alors 'ouvert de lissité
de X est dense dans Xk ([BLR]| 2.2/16).

En conclusion, sous les hypothéses du théoréme 2.26, la preuve du théoréme 2.6,
sans ’étape 5) de normalisation, fournit un éclatement X’ — X convenable. O

Exemple 2.27. Lorsque Xk est une courbe, les hypotheéses du théoréme 2.26 sont
vérifiées si et seulement si la courbe X ®x K est réduite a singularités multiples
ordinaires ([BLR] 9.2/9 et 9.2/10).

Remarque 2.28. Concernant les changement de traits, on dispose des variantes
sans normalité des théorémes 2.12 et 2.17 : mémes constructions, sans normaliser.

3 Modéle de Néron d’une variété de Picard

Soit S un trait de corps de fonctions K et de corps résiduel k. Soit X un K-
schéma propre géométriquement normal. Sa variété de Picard Ak := Picg(K /K red
est une variété abélienne sur K ([TDTE VI] 3.2). En particulier, elle posséde un
modele de Néron A de type fini sur S. Soit d’autre part X/S un modéle propre
et plat de Xk, qui est semi-factoriel sur un hensélisé strict de S. Un tel modéle
existe toujours d’apres le théoréme 2.6. Le foncteur de Picard Picx, g est le faisceau
fppf associé au préfaisceau T'— Pic(X xg T'). Dans cette section, on décrit A en
termes de Picy,g (théorémes 3.3 et 3.4). On en tire ensuite une conséquence sur
léquivalence algébrique des faisceaux inversibles sur X (corollaire 3.15).
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3.1 Foncteur de Picard et modéle de Néron

Commengons avec un trait S de corps de fonctions K, et un schéma X/S
propre et plat & fibre générique X géométriquement normale, de sorte que Ag :=
Picg(K/K’red est un K-schéma en groupes, et méme une variété abélienne.

Soit E I'adhérence schématique de la section unité de Picx, ,x dans Picy,g
([R] 3.2 c)). Le quotient fppf Picx,s /E a pour fibre générique Picx, /x. On note
@ l'adhérence schématique de Ax dans Picx/gs /E, et P I'image réciproque de @
par I’épimorphisme canonique ¢ : Picx,g — Picx,g /E. L'inclusion  — Picx/s /E
induit donc un morphisme cartésien de suites exactes :

OHEHPICX/S *q>Pl(Zx/S/E*>O

]

0 E P Q 0.

Choisissons un rigidificateur Y — X de Picx,s ([R] 2.2.3 ¢)). On peut considérer
le foncteur de Picard de X/S relatif au rigidificateur Y, noté (Picx,g,Y") (loc. cit.
2.1). Il est représentable par un espace algébrique en groupes localement de type fini
sur S (loc. cit. 2.3.1), et on dispose d’un épimorphisme canonique 7 : (Picx,g,Y") —
Picx,g (loc. cit. 2.1.2). Notant H I’adhérence schématique du noyau de rx dans
(Picx/s,Y), on a r(H) C E par fonctorialité de 'adhérence schématique (loc. cit.
3.2 ¢)). Il est prouvé dans loc. cit. 4.1 que

(Picxys,Y)/H —— Picy/s /E

est un isomorphisme, et que par suite Picx/g /E est un schéma en groupes locale-
ment de type fini et séparé sur S. Il en résulte que I'inclusion @ < Picx/s /E est
une immersion fermée de schémas, et le schéma @) est plat sur S.

Soit (P,Y) l'image réciproque de P par r, i.e. 'image réciproque de @ par le
composé gor. C’est un sous-espace fermé de (Picx/g,Y), qui par conséquent contient
H. D’ou un carré cartésien

(Picx/s,Y)/H ——Picxs /E

(P,Y)/H —"—~P/E=Q.

En particulier 7 est un isomorphisme.
Comme H et ) sont S-plats, la suite exacte

0 H (PY) Q 0,

montre que (P,Y) est S-plat (cf. [SGA 3] I, Exp. VIp, 9.2 (xi)). Celui-ci est donc

contenu dans r~!(Af), adhérence schématique dans (Picy,g,Y) de l'image ré-
ciproque de A par r. Mais par fonctorialité de ’adhérence schématique, on a

gor(r~1(Axk)) C Q,ie. r1(Ax) C (P,Y). Ainsi (P,Y) = r—1(Ag). Puis
P = r((P.Y)) = FTTAR)

est contenu dans Ay, adhérence schématique de A dans Picy /s- Comme q(Ax) C
Q, on trouve finalement P = Ag. En résumé :

— X schéma propre et plat sur S a fibre générique X g géométriquement normale
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- Ak = Picg(K/K,red variété de Picard de Xx

— Picx,g foncteur de Picard fppf de X/

— P adhérence schématique de Ax dans Picy,g

— E adhérence schématique de Ox € Ax dans Picy,g

— @ := P/FE plus grand quotient séparé sur S de P, représentable par un schéma
localement de type fini et plat sur S

~ (Picxys,Y) foncteur de Picard de X/ relatif au rigidificateur Y, muni de la
fleche d’oubli r : (Picx/g,Y) — Picx/g

— (P,Y) adhérence schématique de r~*(Ag) dans (Picx/s,Y)

— H adhérence schématique de 7! (0x) dans (Picy/s,Y).

Lorsque X est une courbe, ces notations sont les mémes que celles utilisées dans
[BLR| 9.5, en notant que dans ce cas, Picg(K/Kerd = Picg(K/K. Par ailleurs, avec

ces notations, la fibre générique de P est Px = Qg = Ak = Picg(K/K)red, a ne pas
confondre avec la notation Pk := Picx, ,k utilisée dans la section 2, et qui n’a plus
d’utilité ici.
Lemme 3.1. Supposons de plus X géométriquement connexe. Si le morphisme
Br(K)— Br(Xg)
induit par X /K sur les groupes de Brauer est injectif, alors on a l’égalité
Pic(Xk) = Picx/x (K).
Dans ce cas, si X est semi-factoriel sur S, alors le morphisme de restriction
Q(S) — Q(K)
est bijectif.

Démonstration. Le K-schéma Xk est propre géométriquement intégre. Par consé-
quent, I'(Ox, ) = K, et la suite spectrale de Leray pour G,,x induit une suite
exacte

0 —— Pic(Xg) — Picx, /g (K) — Br(K) — Br(Xg)

(IBLR] 8.1/4). Si la fleche Br(K) — Br(Xk) est injective, on a donc bien 1'égalité
PiC(XK) = PiCXK/K(K).

L’injectivité de Q(S) — Q(K) est déja acquise puisque ) est séparé sur S. Mon-
trons la surjectivité, dans le cas ot Pic(Xg) = Picx, /x(K) et X/S est semi-
factoriel. Soit ax € Q(K) = Picg(K/K(K) C Pic(Xk). Soit Lx un faisceau in-
versible sur Xk représentant ax. Puisque X est semi-factoriel sur 5, il existe un
O x-module inversible £ prolongeant Ly . L’image de la classe de £ par la composée

PIC(X) —)PiCX/S(S) —)(PiCX/S /E)(S)
prolonge ax dans Q(S). O

Remarque 3.2. Par exemple, le morphisme Br(K) — Br(X ) est injectif si X g (K)
est non vide, ou si S est hensélien & corps résiduel algébriquement clos (dans le
second cas on a méme Br(K) = 0 d’aprés un théoréme de Lang, voir [BLR| page
203 pour des références).

Rappelons enfin que si X/S est une courbe, le foncteur de Picard Picx,g est
formellement lisse sur S ([R] 2.3.2). Comme ceci cesse d’étre vrai en dimension
supérieure, nous serons amenés a lissifier des S-schémas en groupes ([BLR| page
174), voire des S-espaces algébriques en groupes (cf. appendice).

Nous pouvons maintenant énoncer ’analogue, en dimension supérieure, du théo-

réme [R] 8.1.4 a) (ou [BLR] 9.5/4) de Raynaud.
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Théoréme 3.3. Soit S un trait de corps de fonctions K et de corps résiduel k.
Soit Xg un K-schéma propre, géométriquement normal et géométriguement con-
nexe. Soitent A = Picg(K/K_’md la variété de Picard de Xp, et A son modéle de
Néron sur S.

Soit d’autre part X/S un modeéle propre et plat de Xy, semi-factoriel sur un
hensélisé strict S* de S. Soient P l'adhérence schématique de Ax dans Picx/s, E
celle de la section unité de Picx,. /k, et Q le quotient fppf P/E, qui est représentable
par un S-schéma en groupes localement de type fini et séparé sur S ([R] 4.1.1). Soit
Q' le lissifié de Q.

Notant K" le corps de fonctions de SPS, supposons que le morphisme induit par
X jens /KPS sur les groupes de Brauer Br(K") — Br(Xu.) soit injectif (cf. 3.2).

Alors lidentité de Ax se prolonge en un isomorphisme de S-schémas en groupes

Q —== A.

Ainsi, le modeéle de Néron sur S de Picg(K/KJed est le séparé lissifié de son adhérence
schématique dans Picyg.

Démonstration. Toutes les données de ’énoncé commutent & I’hensélisation stricte
de S. Pour montrer que la fléche canonique Q' — A est un isomorphisme, on peut
donc supposer S strictement hensélien.

Le S-schéma en groupes ' est séparé et lisse, de fibre générique Ag. De plus,
le morphisme

Q'(S) — Q'(K)
est bijectif d’aprés le lemme 3.1. Pour démontrer le théoréme, il reste a vérifier que
Q' est de type fini sur S (cf. [BLR] 7.1/1). Pour cela, la méthode est la méme que
dans [BLR] 9.5/7, a ceci prés qu'il faut travailler avec @’ au lieu de Q. Comme
dans loc. cit., il suffit de montrer que le morphisme canonique ' — A induit un
isomorphisme sur les composantes neutres.

Pour cela, le point clé a démontrer est que le groupe abstrait des composantes
connexes P = Q'(k)/(Q")°(k) de (Q')x est de type fini. Le méme raisonnement
que celui de loc. cit. permet alors de conclure que (Q')° — A° est bien un isomor-
phisme.

Dans la suite de la démonstration, si G est un S-foncteur en groupes dont la
fibre spéciale Gy, est représentable par un k-schéma localement de type fini, on note
®¢ le groupe abstrait des composantes connexes de Gy, & savoir

G = Gy (k) /G (k)
ou k est une cloture algébrique de k. On a
D¢ = Gy (k)/G(k)

lorsque Gy, est lisse sur le corps séparablement clos k.
Avec ces notations, la lissification @' — @ induit un morphisme ®o — ®¢. Si
<I>'Q désigne son image et N son noyau, on a une suite exacte de groupes abstraits

0 N do o, 0.

Comme la lissification est un morphisme de type fini, le groupe N est fini. On est
donc ramené & montrer que ®g est de type fini.

La fibre spéciale P, de P est représentable par un sous-k-schéma en groupes
fermé de Picx, /1, (& savoir ;' (Qr)). Le groupe ®g est quotient du groupe ®p.

Notant <I>'PiCX/S I'image de ®p dans le groupe Ppic,, 5, on a une extension

0 M (I)p 4>0,

/
PiCX/S
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avec M fini. Maintenant, le groupe de Néron-Severi géométrique ®pic, s de Xy, est
de type fini ([SGA 6] XIII 5.1). Par conséquent ®p, et donc @, sont de type fini.
Ceci achéve la démonstration. O

On a réalisé le modéle de Néron A de Ai en séparant le foncteur P, puis en
lissifiant le schéma en groupes obtenu. Le processus inverse, & savoir lissification
puis séparation, permet aussi de retrouver A.

Plus précisément, notons comme précédemment (P,Y) Padhérence schématique
de 77 1(Ak) dans (Picx/s,Y), ot r désigne I’épimorphisme canonique

(PiCx/S7 Y) — PiCX/S .

C’est un S-espace algébrique en groupes localement de type fini, dont la fibre géné-
rique 71 (Ag) est lisse ([R] 2.4.3 b)). Posons :

— (P,Y)’ espace algébrique en groupes sur S, lissifié de (P,Y")
— I adhérence schématique de r~!(0x) dans (P,Y)’.

Théoréme 3.4. Soit S un trait de corps de fonctions K et de corps résiduel k.
Soit Xg un K-schéma propre, géométriquement normal et géométriguement con-
nexe. Soient A = Picg(K/KJed la variété de Picard de Xg, et A son modéle de
Néron sur S.

Soit d’autre part X/S un modeéle propre et plat de Xy, semi-factoriel sur un
hensélisé strict S™ de S.

Notant K" le corps de fonctions de SP, supposons que le morphisme induit par
Xpens /K" sur les groupes de Brauer Br(K") — Br(Xgus) soit injectif (cf. 3.2).

Alors le modéle de Néron A admet une présentation (pour la topologie fppf) par
les S-espaces algébriques en groupes définis ci-dessus

0——I——(PY) —A——0,
ot (P,Y) — A est l'unique S-morphisme prolongeant r : (P,Y)x — Ak.
Si X est cohomologiquement plat sur S, le foncteur Picx,s est un espace algé-

brique ([R] 5.2). Notant alors F l’adhérence schématique de la section unité de Ak
dans le lissifié P' de P, lidentité de Ay induit la suite exacte

0 F P’ A 0.

Les ingrédients de la démonstration sont essentiellement les mémes que pour le
théoréme 3.3, mais la preuve en est indépendante.

Démonstration. On a vu en début de section que le S-schéma en groupes @@ admet
une présentation par des S-espaces algébriques en groupes

0 H (P,Y) P/E=Q ——=0.

Par définition de I et H, la lissification (P,Y) —(P,Y) induit une fleche I — H.
Notant C' le faisceau fppf quotient (P,Y)’/I, on obtient un morphisme de suite
exactes

0O——I——(PY) —>C——0

]

0—>H—>(PY)—>Q —>0.

Comme [ est plat sur S, le faisceau C' est encore un S-espace algébrique en groupes
(cf. par exemple [BLR] 8.4/9). Il est localement de type fini sur S d’aprés ’analogue
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de [SGA 3] I, Exp. VIp, 9.2 (xii) pour les espaces algébriques en groupes. Comme
il est séparé sur S (I est fermé dans (P,Y)’), c’est un S-schéma (cf. [A] IV 4.B).
11 est lisse sur S puisqu’il est quotient de (P,Y)’ qui est lisse sur S par I qui est
plat sur S ([SGA 3] loc. cit.). En particulier, 'identité de Agx se prolonge en un
S-morphisme C'— A. Pour montrer que c¢’est un isomorphisme, on peut supposer S
strictement hensélien. Il reste alors & voir que C(S) — C(K) est surjectif et que C
est de type fini sur S.

Soit ax € C(K) = Ax(K) = Picqu(K). D’aprés le lemme 3.1, on peut re-
présenter ay par un faisceau inversible Lx sur Xg. Comme X est semi-factoriel
sur S, on peut prolonger Lx en un faisceau inversible £ sur X. Par définition, le
rigidificateur Y est fini sur S. On peut donc rigidifier £ en (£, «), définissant ainsi
une section b € (P,Y)(S). Celle-ci se reléve en une section b’ du lissifié (P,Y), et
par commutativité du diagramme ci-dessus, 'image a € C(S) de V' a pour fibre
générique ag. D’ou la surjectivité de C'(S) — C(K).

Montrons enfin que C//S est de type fini. Comme dans 3.3 (et dans [BLR] 9.5/7),
cela revient & montrer que le groupe ordinaire ¢ des composantes connexes de Cy
est de type fini.

Le groupe ®¢ est quotient du groupe ®(pyy/, et le morphisme de k-schémas

((P, Y)’)k —(P,Y )y

est de type fini. On est donc ramené a voir que ®(pyy est de type fini. Mais le noyau
de
(Pa Y)k — Pk:

est connexe ([R] 2.4.3 b)), si bien que ®(py) = ®p. Ce dernier est de type fini parce
que le groupe de Néron-Severi géométrique ®pic, , l'est ([SGA 6] XIII 5.1). Ceci
achéve la démonstration de la premiére partie du théoréme.

Maintenant, lorsque Picx /s est un espace algébrique, il n’y a pas lieu de consi-
dérer le rigidificateur Y, et la seconde partie du théoréme se démontre comme la
premiére. O

Remarque 3.5. Avec les notations des théorémes 3.3 et 3.4, la fléche composée
(PY) —(PY)—P—Q

se factorise de facon unique A travers la lissification Q' — Q. Le diagramme

(P.Y)
\A /

est commutatif. En effet, les deux morphismes (P,Y)’ — A coincident avec rg sur
les fibres génériques, espace (P,Y)’ est lisse sur S (donc réduit) et A/S est séparé.

Q/

3.2 Comparaison des composantes neutres

Définition 3.6 ([R]| 3.2 d)). Soient T un schéma, et G un T-foncteur en groupes
dont les fibres sont représentables et localement de type fini. La composante neutre

de G est le sous-foncteur G° C G dont la fibre en t € T est la composante neutre
de la fibre de G en t.

Pour étudier la situation déduite du théoréme 3.4 au niveau des composantes
neutres (définition 3.7), nous utiliserons en particulier la notation suivante.
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Notation 3.7 ([R] 6.1.11 3)). Soit S un trait de corps résiduel k. Soit X un schéma
normal, propre et plat sur S. On note&;, 1 = 1,...,r, les points maximauz de la fibre
spéciale X, de X/ S, d; la longueur de 'anneau artinien Ox, ¢,, et X; la composante
irréductible de Xy de point générique & munie de sa structure réduite.

On définit un entier d' par la condition suivante : c’est le plus grand entier
divisant les d;, i = 1,...,r, tel que le cycle 1-codimensionnel sur X

T

(1/d)(Xp) =D (di/d')(X;)

i=1
sott un diviseur.

Proposition 3.8. Dans la situation du théoréeme 3.4, la fleche rix se prolonge en
un morphisme fidélement plat localement de type fini

(PY))" — A°.

Supposons X cohomologiquement plat sur S. Si X est normal et si d’ =1 (notation
3.8), alors lidentité de Ak se prolonge en un isomorphisme

~

(P)0 —~s A0,

Démonstration. Comme [ est fidélement plat localement de type fini sur S, 1’épi-
morphisme

(P,Y) — 4

est aussi. La fibre générique r'(Ax) de (P,Y)" est connexe (puisque Ay et
Ker(rg) le sont, cf [R] 2.4.3 b)). L’inclusion ((P, Y)’)O C (P,Y)' est donc ouverte,
et par conséquent le morphisme induit sur les composantes neutres

(P,Y))’ — A

est localement de type fini, plat et surjectif sur les fibres génériques. En particulier,
I'image du k-morphisme
0
(P Y);) — A
est ouverte, et donc égale au groupe Ag tout entier. Par conséquent, le morphisme
(P, Y)’)O — A° est surjectif.

Lorsqu’on suppose de plus X cohomologiquement plat sur .S, le résultat ci-dessus
s’applique au morphisme (P’)? — A% Pour voir que c’est un isomorphisme si X
est normal et « d = 1 », on peut supposer S strictement hensélien. L’adhérence
schématique F' de la section unité de Agx dans le S-espace algébrique localement
séparé P’ est étale sur S (|R] 3.3.5), et le noyau de la fleche précédente est ouvert
FN(P")° de F. Mais on a (FN(P")%)(S) C (ENPY)(S), et les hypothéses entrainent
que (EN P%(S) =0 (|R] 6.4.1 3)). D’out I'isomorphisme annoncé. O

Remarque 3.9. Un cas ou X est cohomologiquement plat sur S, et ou d’ = 1, est
lorsque les fibres de X/S sont géométriquement réduites ([EGA III| 7.8.6).

Concernant la surjectivité au niveau des sections, on a la

Proposition 3.10. On conserve les notations du théoréme 3.4, et on se place dans
le cas ou S est hensélien et k algébriqguement clos. Alors le morphisme canonique

(P,Y))°(S) — A°(S)

est surjectif.
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Démonstration. Commencons par traiter le cas ot I'(Og) est complet. D’aprés
[BLR] 9.6/2, pour montrer la surjectivité de

(PY))"(8) — A°(9),

il suffit alors de vérifier que le groupe abstrait (P,Y)’(S)/((P, Y)’)O(S) est de type
fini et que le morphisme (P,Y)'(S) — A(S) est surjectif.

L’espace algébrique (P,Y) est lisse sur S, et sa fibre générique 7"1_(1 (Ak) est
connexe puisque Ax et Ker(rg) le sont (|R] 2.4.3 b)). Le morphisme de groupes

(PY)(S)/((P,Y))*(S) — ®pyy

est donc bijectif. Et on a déja vu au cours de la démonstration du théoréme 3.4 que
ce groupe est de type fini.

Passons & la surjectivité de (P,Y)'(S)— A(S). Soit a € A(S). Notons ax €
Ak (K) sa fibre générique. On a vu au cours de la démonstration du théoréme
3.4 que l'on pouvait trouver b’ € (P,Y)(S) dont I'image dans A(S) prolonge a.
Comme A/S est séparé, 'image de b' est a. Ceci achéve la démonstration dans le
cas ou I'(Og) est complet.

Supposons maintenant S hensélien. Soit a € A°(S). Notant G — S I'image ré-
ciproque de ((P, Y)’)O — AY par a : §— A%, il résulte du cas précédent qu’il
existe b € G(5), ont S est le spectre du complété de I'(Og) par rapport & son
idéal maximal. Soit U — G un recouvrement étale représentable du S-espace algé-
brique G. Comme S est strictement hensélien, b se reléve en un élément de U(S).
Remarquons maintenant que la fibre générique de U/S est lisse. En effet, il suf-
fit de voir que ((P, Y) )O — A0 est lisse sur les fibres génériques, ou encore que
P’épimorphisme canonique (P,Y)x — Ak est lisse. Mais c’est bien le cas puisque
(Picx,g,Y)x —Picx, ,k l'est ([R] 2.4.3 b)). Par conséquent, I'extension S5
étant d’indice de ramification 1, il existe une suite finie de S-dilatations U’ — U
centrées dans les fibres fermées, telles que b se reléve dans le lieu lisse de U’ /S
([BLR] 3.6/4). Mais alors, comme S est hensélien, U’, et donc U puis G, possédent

une S-section. Son image dans ((P,Y)’ )0 fournit un relévement de a. O

Corollaire 3.11. Dans la situation de la proposition 3.11, on a un isomorphisme

((PY))() [ (((PY))'(8) +1(5)) == A(S)/4%(5)

c’est-a-dire, en termes des groupes des composantes connexes des fibres spéciales,
une suite eracte

OHI(S)/(I(S) N ((P’ Y)/)O(S)) —Qpyy —= P4 ——0.

Remarque 3.12. Lorsque de plus X/S est cohomologiquement plat, i.e. lorsque
Picx /s est un espace algébrique, le corollaire 3.12 s’écrit

P/(8)/((P')°(8) + F(8)) — > B,

(avec les notations du théoréme 3.4). La bijection P'(S) ~ P(S) induit une bijection
F(S) ~ E(S). Le groupe ® 4 s’insére donc dans une suite exacte courte

0— P°(S) [ (P(S)N ((P)()+F(8)) ) — @4 — P(S)/ (P(S) + E(S)) — 0.

Si X est normal et si d’ = 1 (notation 3.8), le noyau se simplifie en P°(S)/(P")°(S)
(puisqu’alors E(S) N PY(S) = 0 d’apreés |R] 6.4.1 3)).
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Passons & un corollaire de la proposition 3.11 concernant I’équivalence algébrique
sur X.

Définition 3.13. (cf. [SGA 6] XIII 4.1 et 4.4) Soit Z — T un morphisme propre.
Soit L un Oz-module inversible. On dit que L est algébriquement équivalent a
zéro (relativement a T') si son image dans Picz,r(T) appartient au sous-groupe
Pic%/T(T). On notera Pic’(Z/T) (ou simplement Pic®(Z) s’il n'y a pas d’ambiguité)
le sous-groupe du groupe de Picard de Z formé des classes de O z-modules inversibles
algébriquement équivalents a zéro relativement a T'.

Par définition de Pic% /7> le fait pour un Oz-module inversible d’étre algébri-
quement équivalent & zéro relativement & T peut se vérifier sur les fibres de Z/T.

Corollaire 3.14. Soit S un trait hensélien, de corps résiduel algébriquement clos
k et de corps des fractions K. Soit Xx un K-schéma propre, géométriquement
normal et géométriquement connexe. Soit X/S un modéle de Xy, propre, plat et
semi-factoriel sur S. Soit A/S le modéle de Néron de la variété de Picard de Xp.

Soit Lk un Ox, -module inversible algébriquement équivalent & zéro. Si le point
correspondant de Ak (K) se prolonge dans la composante neutre de A, alors il existe
un Ox -module inversible L algébriquement équivalent & zéro relativement a S pro-
longeant L .

En particulier, soit n l’exposant du groupe des composantes connezes de Ay. Pour
tout Ox, -module inversible Lx algébriquement équivalent a zéro, il existe un Ox-
module inversible L' algébriquement équivalent a zéro relativement a S prolongeant
E?}”. Autrement dit, le conoyau de la fleche de restriction

Pic’(X/S) — Pic®(Xk)
est tué par n.

Démonstration. Soit Lx d’image ax € Picg(K/K(K) = Ak (K), et supposons que
ar se prolonge en a € A°(S). D’aprés la proposition 3.11, on peut relever a en
be ((P, Y)’)O(S). Maintenant, le morphisme de lissification (P,Y)" —(P,Y) induit
une inclusion

(P,Y))’(S) € (P,Y)(S).

La section b correspond via cette inclusion a la classe d’un couple (£, a). Comme
la fleche composée
(P,Y)?—(P,Y)—P

se factorise par PY, qui est un sous-foncteur de Picg( /8 le O x-module inversible £
est algébriquement équivalent & zéro.
D’autre part, le diagramme commutatif (cf. remarque 3.5)

(P,Y) A

| |

(P,Y) —=P——=Q

montre que le Ox, -module inversible £L ® K représente ax. Comme
PiC(XK) — PiCXK/K(K)

est injectif (et méme bijectif, cf. lemme 3.1), le faisceau £ ® K est donc isomorphe
aLlg. O

Pour finir, signalons des conditions suffisantes pour que l’espace algébrique
(P,Y) utilisé tout au long de cette section 3 soit représentable par un schéma.
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Proposition 3.15. Soit S un trait de corps de fonctions K et de corps résiduel
k. Soit f : X — S un morphisme de schémas propre et plat. Si f. Ox = Og et si
X est normal, alors la composante neutre (P,Y)? de l’espace algébrique en groupes
(P,Y) est représentable par un schéma séparé sur S. Si de plus k est séparablement
clos, alors (P,Y') est représentable par un schéma.

Démonstration. Cette proposition est énoncée et démontrée dans [LLR], proposi-
tion 3.2, avec (Picx/g,Y) au lieu de (P,Y), et sous les hypothéses additionnelles
suivantes : f est de dimension relative 1 et X est régulier (loc. cit., début de la
section 3). Nous allons reprendre ici la démonstration de loc. cit., pour s’assurer
qu’elle fonctionne dans la situation de ’énoncé 3.16.

Le premier point & noter est le suivant. Lorsque X/S est une courbe, 1’espace
algébrique (Picx,g,Y’) est lisse sur S, si bien que sa composante neutre (Picxg, Y)°
est toujours représentable par un espace algébrique localement de type fini (ouvert
dans (Picx/g,Y)). Pour que (PicX/S,Y)O soit représentable par un schéma, il lui
suffit alors d’étre séparé sur S ([A] IV 4.B). En se restreignant au sous-espace fermé
(P,Y) de (Picx/s,Y), on va également pouvoir travailler avec une composante
neutre qui est représentable a priori par un espace algébrique, et ceci sans hypothése
de lissité ou de dimension. Le foncteur (P,Y)° est en effet toujours représentable
par un sous-espace ouvert de (P,Y), puisque la fibre générique de (P,Y) est un
K-schéma en groupes connere (égal a ri’ (Ax)).

Ceci étant, posons G := (P,Y), et montrons que I'espace algébrique G° est un
schéma. Comme rappelé ci-dessus, il lui suffit pour cela d’étre séparé sur S. Ceci
est le cas si et seulement si sa section unité est une immersion fermée. Notant
FEy Tadhérence schématique de O dans G, 'adhérence schématique de Ox dans
GO est By N GY, et comme c’est un sous-espace fermé de GV, il suffit donc de
montrer que 0 = Ey N GY. Pour vérifier cette derniére égalité, on peut supposer S
strictement hensélien, et comme Ey N G est étale sur S ([R] 3.3.5), il suffit alors
de voir que (Ey N G°)(S) = {0}. On va montrer plus généralement que le groupe
(Ey N (Picx/s,Y)?)(S) est nul.

Etablissons d’abord l'injectivité de 'application Ey (S) — Picx,s(S) induite par
le morphisme canonique r : (Picx,g,Y’) — Picx/g. Soit donc a un automorphisme
du Oy-module Oy tel que (Ox, ) définisse un élément de Ey (5), et montrons
que (Ox, ) est isomorphe a (Ox,1d). Posons a := a(1) € T'(Oy)*. La condition
(Ox,a) € Ey(S) signifie qu’il existe un automorphisme A\gx du Ox,.-module Ox,
tel que aly, = Ak|y,. Autrement dit, que a, vu dans I'(Oy, )*, est dans I'image
de K* = I'(Oxy)* —=T(Oy,)*. Comme Y est fini donc entier sur S, on trouve
ainsi @ € T'(Oy)* N K* = TI'(Og)*, et la multiplication par a dans Ox définit un
isomorphisme \ : (Ox,1d) = (Ox, a).

Montrons maintenant que tout couple (£, ) € (Ey N (Picx/s,Y)?)(S) est tri-
vial. D’aprés ce que 1'on vient de voir, il suffit de montrer que le faisceau inversible
L est trivial.

Par hypothése, le faisceau £ définit un éléement de (E N Pick /5)(S). Or, comme
X est normal, ce groupe est engendré par (1/d')(Xy) (notation 3.8 et [R] 6.4.1 3)).
On peut done supposer L = Ox (D) avec D = (¢/d')(Xx) et 0 < ¢ < d'—1. Notant 7
une uniformisante de I'(Og), on a alors £ = 77 0x. Comme ce faisceau est trivial,
I'injectivité établie ci-dessus fournit un isomorphisme u : (Ox,Id) = (Ed/,ad').
Posons a := «(1) € I'(L]y). Comme I'(Ox) = I'(Og), il existe donc u € I'(S)* tel
que a?’ = p(1)y = 7% e T(L” |y).

D’autre part, la condition (£, ) € Ey(S) entraine comme plus haut que a, vu
dans T'(L |y) ® K = I'(Oy,,), appartient & K*. Par conséquent, 'égalité a? = m9u
dans F(Ed/ ly) ® K montre que d’ divise q. Mais alors ¢ =0 et £ = Ox.

On a ainsi prouvé que G° était représentable par un schéma séparé sur S. D’autre
part, par définition, le groupe G = (P,Y) est I'adhérence schématique de sa fibre
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générique. Lorsque k est séparablement clos, on en déduit que le S-espace algébrique
localement de type fini G est représentable par un schéma ([R] 3.3.6 2)). O

4 Appendice : lissification des espaces algébriques
en groupes

Soit S un trait de corps de fonctions K.

Définition 4.1. Soit G un S-espace algébrique en groupes, localement de type fini
sur S. On suppose que la fibre générique de G est lisse sur K. Une lissification du
groupe G est un morphisme de S-espaces algébriques en groupes G' — G, ot G’ est
lisse sur S, vérifiant la propriété universelle suivante :

tout morphisme de S-espaces algébriques Z — G, avec Z lisse sur S, se factorise
de fagon unique par G' — G.

Une lissification du groupe G est unique & unique isomorphisme prés. L’existence
des lissifications de groupes dans la catégorie des S-schémas est établie dans [BLR],
7.1/5. L’objet de cet appendice est d’étendre les méthodes de loc. cit. pour obtenir
des lissifications de groupes dans la catégorie des S-espaces algébriques.

4.1 Dilatation des espaces algébriques

Soient k le corps résiduel de S et 7 une uniformisante de I'(Og). Soient X un
espace algébrique localement de type fini sur S et Yj un sous-espace fermé de Xy. La
donnée, pour tout S-schéma U et tout S-morphisme étale U — X, de la dilatation
UL — U du schéma U le long du sous-schéma fermé Yy, iy := Yy, xx U ([BLR] 3.2),
constitue une construction locale pour la topologie étale de X, au sens de [Kn]
1.1.11. En effet, si V — U est un morphisme de X-schémas étales, alors c’est un
morphisme étale, donc plat, et par conséquent V' xy UL = V.. Cette construction
est effective puisque les dilatations sont des morphismes affines (loc. cit. 1.1.12 et
1.4.12). Les dilatations U — U descendent donc en un S-morphisme affine d’espaces
algébriques u : X, — X.

Définition 4.2. Le morphisme u : X — X construit ci-dessus est la dilatation de
X le long de Y.

La propriété universelle de la dilatation est la suivante.

Proposition 4.3. L’espace algébrique X est plat sur S et uy : (X.)r— Xi se
factorise de fagon unique par Yy. De plus, pour tout espace algébrique Z plat sur
S, et pour tout S-morphisme v : Z — X tel que vy : Zy, — X se factorise par Yy, il
existe un unique S-morphisme v' : Z — X! tel que v =uov’.

Démonstration. La premiére assertion résulte de ’énoncé analogue pour les schémas
([BLR] 3.2/1 (a)) et du lemme général 4.4 ci-dessous appliqué a la situation

(X7 )k Yy

Montrons la seconde assertion. Soient Z un espace algébrique plat sur S et
v : Z — X un S-morphisme tel que v : Z — X}, se factorise par Y}. Choisissons un
relévement v : V — U de v entre des recouvrements étales représentables p: V — Z
etp:U—X de Z et X.
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Soit 4 la dilatation de U le long de Y}, 7. Posons R := U x x U. Par construction
locale de X7, la dilatation R, — R de R le long de Yj r coincide avec le produit
fibré U, xx: U}. On a donc trois diagrammes exacts, reliés par des S-morphismes
de la fagon suivante :

p p1
Xr<—U,=—R;
5 7 . P2
v

<
s
S

<

X

N .

<"
<

=

Le carré
Yk —_— Xk

]

Yiv — U

étant cartésien, la factorisation de v, par Y}, induit une factorisation de oy, par Yj ¢.
Comme V est un schéma plat sur S, il existe un unique S-morphisme ¢’ : V — U/
tel que ¥ = wo ¢’ ([BLR] 3.2/1 (b)). De méme, il existe un unique S-morphisme
¥V :Vxz V=R telque o =1uo0?.

Par commutativité dans le grand diagramme, on vérifie que

Goprot =0op, =wod opy.

Par unicité de la factorisation de ©op; par @ (loc. cit.), on en déduit p; ot/ = op;.
De méme, pyot’ = 7' ops, et par conséquent ¢ induit un S-morphisme v’ : Z — X,
Puis, en utilisant que p : V — Z est un épimorphisme, on obtient que v = u o v’.

Reste a voir 'unicité d’un tel v’. Cette question étant locale sur Z, on peut
supposer que Z est un schéma. Soit U — X un recouvrement étale représentable de
X. Formons les deux carrés cartésiens

A Y P (A

L

~/ ~
v u

Le produit fibré Z x x U, est un schéma, ce qui permet d'utiliser le résultat d’unicité
connu pour les schémas. En effet, le grand rectangle étant cartésien, la fleche o’
apparait donc comme la factorisation par 4 de I'image réciproque de v par U — X.
Or, par unicité de la descente, v’ détermine entiérement v’. O

Lemme 4.4. Considérons un diagramme de S-espaces algébriques

X' v
S
x—tsy



Choisissons des relévements é, B, f de a, B, f sur des recouvrements étales repré-
sentables p, q, p', ¢ de X, Y, X', Y’ :

’

U/L>X/ Y/<LV/
|
XH—Y B

/ AN

Supposons qu’il existe un diagramme commutatif

U/ V/
&l | l@
v—1.v

Alors, si B est un monomorphisme, la fleche f' induit une fleche f : X' —Y’
rendant commutatif le diagramme

Xl fﬁ Y/

f
X —Y.

De plus, une telle factorisation f' de f par a et B est unique.

Démonstration. Le diagramme commutatif

U/L>X/ # vy <4y

«a B
a X ——Y 3
/ X
U ! 1%

montre que 3o ¢ o f’ = foaoyp'. Ainsi, pour tout S-schéma T et pour tout
uy, uy € UN(T),

P (h) = ' (uy) = B(d'(F' (1)) = B(d' (F' (up))) = ¢/ (F' (1)) = ¢/ (F'(u3))

puisque 3 est un monomorphisme. On en déduit que f " passe aux quotients en une
fleche f/ : X’ —Y’. On vérifie que f’ est bien une factorisation de f en utilisant
I’épimorphisme p. Cette factorisation est unique puisque g est un monomorphisme.

O

Lemme 4.5. Soient X' des S-espaces algébriques localement de type fini, et Y}
des sous-espaces fermés de Xy, pour i = 1,2. La dilatation de X' xg X2 le long
de Y}l x Y2 est le produit (X')!. x (X2) des dilatations de X' le long de Y}
En particulier, la dilatation d’un S-espace algébrique en groupes localement de type
fini G le long d’un sous-groupe fermé de Gy est un homomorphisme de S-espaces
algébriques en groupes.
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Démonstration. Le produit des dilatations (X1!). — X; et (X?2), — X, vérifie la
propriété universelle de la dilatation (X! xg X?2)! — X! x5 X? d’ou la premiére
assertion. La seconde assertion en résulte, en utilisant que la loi de groupe de G
induit une fleche (G xs G)!. — G (proposition 4.3). O

4.2 Lissification des groupes

Soit G un S-espace algébrique en groupes, localement de type fini sur S, de
fibre générique lisse. Notons SP un hensélisé strict de S et k, son corps résiduel.
Comme G} est représentable par un schéma, on peut considérer le sous-schéma
fermé réduit Fy de Gy, dont l'espace topologique sous-jacent est ’adhérence de
Zariski de I’ensemble des ky-points de G}, qui se relévent dans G(S"). C’est un
sous-groupe fermé de Gj. La dilatation de G le long de F},

u:G— G

est un homomorphisme de S-espaces algébriques en groupes (lemme 4.5).

Fixons une fois pour toutes un recouvrement étale représentable p : U — G de
G. Le schéma U est localement de type fini sur S, & fibre générique lisse. Le sous-
schéma fermé Fy, ;7 de Uy, est U(S")-permis, au sens de [BLR] page 71. On a méme
plus précisément :

1. L’ensemble des kg-points de Fj ;y qui se relévent dans U(S") est schémati-
quement dense dans Fj, .

2. Le schéma F}, iy est lisse sur k et QlU/S|FIc,U est libre.

Remarquons d’abord que Fj, y est exactement le sous-schéma fermé réduit de Uy
ayant pour espace topologique sous-jacent I’adhérence de Zariski de I’ensemble des
ks-points de Uy qui se relévent dans U(S") (utiliser [EGA IV] 11.10.5 (ii) b)). D’ou
le point 1. D’autre part, le k-schéma en groupes Fj est géométriquement réduit
([EGA 1V] 11.10.7), donc lisse. Par conséquent, le k-schéma Fj, 7 est lisse. Enfin, le
morphisme py : Uy — G, étant étale, on a

QlU/S|Fl«,U = Qllfk/k:‘Fk,U = (pk)*Qé’k/HFk,U'

Comme Qék /i, est libre, la seconde assertion du point 2 en résulte.

Choisissons une fois pour toutes un relévement ey € U(S") de la section neutre
e € G(5"). Notons §(er) son défaut de lissité et e}, son unique factorisation par la
dilatation U; — U de U le long de Fy . Comme Fy, 7 est U(S")-permis,

d(ey) < max{0,d(ey) — 1}

d’apres [BLR] 3.4/1. On peut alors appliquer les arguments précédents au recouvre-
ment p; : Uy — G ala place de p, et a la section e, a la place de eyy. En composant
un nombre fini de dilatations, on obtient donc un morphisme de S-espaces algé-
briques en groupes G’ — G qui induit un isomorphisme sur les fibres génériques,
et un recouvrement étale représentable U’ — G’ tel que la section neutre de G’ se
reléve dans Pouvert de lissité Uf,., du S-schéma U’. En particulier, la section neutre
de G, se releve dans (Ul )k, €t c’est donc un point lisse du k-schéma en groupes
G).. Par conséquent, G} est lisse sur k. Les fibres de G’ sur S sont donc lisses, et
comme G’ est plat sur S (proposition 4.3), on en déduit que G’ est lisse sur S.
Montrons que G’ — G est une lissification du groupe G. Soit f : Z— G un
morphisme de S-espaces algébriques, avec Z lisse sur S. Représentons f par un
morphisme f : V—U ot V —Z est un recouvrement étale représentable de Z.
Comme V est un schéma lisse sur S, ’ensemble des ks-points de Vi qui se relévent
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dans V(S") est schématiquement dense dans Vj,. Par conséquent fr se factorise par
Fj v. En appliquant le lemme 4.4 & la situation

Zi £
Z—f>G,

on en déduit que fj, se factorise de fagcon unique par Fj. D’aprés la proposition 4.3,
la fleche f se factorise donc de fagon unique par u : G; — G. Une répétition finie de
cet argument montre que f se factorise, de fagon unique, par G’ — G. Conclusion,
G’ — G est bien une lissification du S-espace algébrique en groupes G.
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