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Définition

¥ Definition 1.1
Soient n € N* et (X}, i)ic[o,n) avec (X;,¥;) € R? et les x; distincts

deux a deux. Le polynéme d’interpolation de Lagrange associé
aux n+ 1 points (X;, ¥i)ie[o,n], NOté Pn, est donné par

Zy, , VteR (1)

avec
n

l
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Théoréme

Theorem 1

Le polynome d’interpolation de Lagrange, P, associé aux n +

1 points (X, ¥i)ie[o,n), €St 'unique polyndme de degré au plus n,
vérifiant

Pn(xi) = yi, Vie [0,n]. 3)
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Exemple
A titre d’exemple, on représente, En figure 1, le polynédme
d’interpolation de Lagrange associé a 7 points donnés.

)
. 7 Points (x‘,y‘)

15 L L L L L L L )
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

FIGURE — Polyndme d’interpolation de Lagrange avec 7 points donnés)
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Exercices
# Exercise 1.1

Ecrire la fonction LAGRANGE permettant de calculer P, (polynéme
d'interpolation de Lagrange associé aux n + 1 points (X, ¥i)ie[o,n])
au point x € R.

# Exercise 1.2

Soit P, le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux n+ 1
points (X;, ¥i)ie[o,n) €t X un vecteur de R™.

@ Ecrire la fonction LAGRANGEVEC permettant de calculer le
vecteur Y € R™ tel que

Yi = Pn(Xi), Vie[1,m].
@ Evaluer le colt arithmétique de la fonction LAGRANGEVEC en

fonction de n et m.



Exercices

# Exercise 1.3

Soient ne N* et (a,b) e RZaveca < b.Onnote X = (Xj,..., Xni1)
la dicrétisation réguliere de l'intervalle [a, b] avec n + 1 points et
Y e R™ ' telque Y; = f(X)), Vie[1,n+1].

Ecrire un programme permettant de représenter graphiquement f
et P, (polyndbme d’interpolation de Lagrange associé aux n + 1
points (X, Yi)ie[o,n)) sur lintervalle [a, b].

On utilisera pour cela la fonction PLOT dont la syntaxeestrroTt (x, v)
ol x et v sont des vecteurs de R¥. Cette fonction relie successi-
vement les points (x (j), vy (3)), pour j allant de 1 a k, par des
segments.



Erreur de l'interpolation

Soit une fonction f : [a, b] — R. On suppose que les y; sont donnés
par

Yi= f(Xi)a Vie [[Oan]' (4)
On cherche a évaluer I'erreur Ej(t) = f(t) — Pn(t).
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Erreur de l'interpolation
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FIGURE — Erreurs d’interpolation avec n = 6
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Erreur de l'interpolation

Yo=Y

08 ¥=P gl
. 11Paints )
s - -2 o 2 B &

FIGURE — Erreurs d’interpolation avec n = 10
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Erreur de l'interpolation

[E——r)
=P glt)

. 19Points ()

FIGURE — Erreurs d’interpolation avec n = 18
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Erreur de l'interpolation

Theorem 2: Cauchy, 1840

Soient f : [a,b] — R, une fonction (n + 1)-fois différentiable et
Pn(t) le polyndme d’interpolation de degré n passant par (x;, f(X;)),
Vi e [0, n]. Alors, Vt € [a, b], 3§+ € (MiNjejo,np (X, 1), MaXico,n) (Xi; ),

M) 1
f(t) — Pn(t) = n+1|,1:£ (5)
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Points de Chebyshev

Pour minimiser I'erreur commise lors de l'interpolation d’une fonction f
par un polynéme d’interpolation de Lagrange, on peut, pour un n
donné, "jouer" sur le choix des points x; :

Trouver (X)), X; € [a, b], distincts deux & deux, tels que

n n
max [ | [t —X;| < max | ||t —x], Y(x){o, X; € [a b], distincts 2 & 2
re[ab]ﬂ' l te[a,b]g| il, Y(Xi)izo, Xi € [a, b]

(6)
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Points de Chebyshev

Theorem 3

Les points réalisant (6) sont les points de Chebyshev donnés par

5% — a+b+b—acos((2i+1)7r
T2 2 2n+ 2

), Vie[0,n]. ()
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Points de Chebyshev

Pairts da Chebyshay Pairts da Chebyshay

/| y-tn=vneY)
/ =P,

oz
. Troms iy
S /

FIGURE — Erreurs d’interpolation avec n = 6
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Points de Chebyshev

Pairts da Chebyshay Pairts da Chebyshay

| yet=1 1) |
o | o \
| . 11Paifts (ry) |
S R
5 o 1 2 3 + 5 [ 7 % = ] [ 2 0 &

FIGURE — Erreurs d’interpolation avec n = 10
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Points de Chebyshev

Pairts da Chebyshay

Pairts da Chebyshay

yeI=111e6) ‘
=P glt

) 2 4 &
t

FIGURE — Erreurs d’interpolation avec n = 18
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Plan

@ Dérivation numérique
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Dérivée

On propose de chercher une approximation de la dérivée premiéere de
f en un point x €]a, b|.

¥ Definition 2.1

Une fonction f définie sur un intervalle [a, b] est dérivable en un
point x €]a, b[ si la limite suivante existe et est finie

F(x) = Iim,,_,o%(f(x 4+ h) — F(x) (8)
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Premieres approximations

différence finie progressive :

F(x) ~ -
différence finie rétrograde :
f’(X)% f(X)_:,(X_h)
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Estimation d’erreur

Theorem 4: Taylor-Lagrange

On suppose que f € C"1 sur /. Alors, pour tout h € R tel que x + h
appartienne a /, il existe 6, €]0, 1[ tel que I'on ait

*‘I

n hn+1
f(x + h) = Z mf<”+1>(x+0hh) (11)
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Estimation d’erreur

Soit h > 0. Si f e C?(]a, b[), alors 3¢, €]x, x + h[, 3¢_ €]x — h, x| tel que

1x) + o1 (e)

h

F(x) - 21O )

29 mars 2016
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Estimation d’erreur

Soit h > 0. Si f e C?(]a, b[), alors 3¢, €]x, x + h[, 3¢_ €]x — h, x| tel que
f(x + h) — f(x) hi

) = 00+ 5 FP(E) (12)
f) —fx—h) _ f,(x)_h%f(z)(g_) (13)

e Ces formules sont des approximations d’ordre 1 de f'(x) par
rapport a h.
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Estimation d’erreur

Soit h > 0. Si f e C?(]a, b[), alors 3¢, €]x, x + h[, 3¢_ €]x — h, x| tel que

(e M=109 g 2 g, (12)
fx) —fx—h) f,(x)_’gf<2>(§_) (13)

e Ces formules sont des approximations d’ordre 1 de f'(x) par
rapport a h.

e On peut aussi obtenir ces formules en dérivant les polynédmes
d’interpolation associés aux points {x, x + h} et {x — h, x}.
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Exercice 1

4 Exercise 2.1
On note x; = a + ih, i € [0, n], une discrétisation réguliere de
Iintervalle [a, b]. Soit une fonction f : [a,b] — R suffisament
réguliere. On suppose que les y; sont donnés par

yi = f(xi), vie[0,n]. (14)

Ecrire une fonction DERIVE1 permettant de calculer des approxi-
mations d’ordre 1 de f'(x;) pour i € [0, n].
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Ordre 2

Pour obtenir une formule d’approximation d’ordre 2 de f/(x), on
suppose f € C3(]a, b[) et on peut alors développer les formules de
Taylor de f(x + h) et f(x — h) jusqu’au troisieme ordre.

29 mars 2016 24/ 48



Ordre 2

Pour obtenir une formule d’approximation d’ordre 2 de f/(x), on
suppose f € C3(]a, b[) et on peut alors développer les formules de
Taylor de f(x + h) et f(x — h) jusqu’au troisieme ordre.

On obtient alors

F(x) = f(x + h)2—hf(x— h) N O(hz). (15)
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Ordre 2

Pour obtenir une formule d’approximation d’ordre 2 de f/(x), on
suppose f € C3(]a, b[) et on peut alors développer les formules de
Taylor de f(x + h) et f(x — h) jusqu’au troisieme ordre.

On obtient alors

F(x) = f(x + h)2—hf(x— h) N O(hz). (15)

e Cette approximation est la formule des différences finies
centrées.
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Ordre 2

Pour obtenir une formule d’approximation d’ordre 2 de f/(x), on
suppose f € C3(]a, b[) et on peut alors développer les formules de
Taylor de f(x + h) et f(x — h) jusqu’au troisieme ordre.

On obtient alors

F(x) = f(x + h)2—hf(x— h) N O(hg)‘ (15)

e Cette approximation est la formule des différences finies
centrées.
e Cette approximation est d’ordre 2.
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Exercice 2

4 Exercise 2.2
On note x; = a + ih, i € [0, n], une discrétisation réguliere de
Iintervalle [a, b]. Soit une fonction f : [a,b] — R suffisament
réguliere. On suppose que les y; sont donnés par

yi = f(xi), vie[0,n]. (16)

Ecrire une fonction DERIVE2 permettant de calculer des approxi-
mations d’ordre 2 de f'(x;) pour i € [0, n].
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Dérivée seconde

Si f e C*(]a, b[), on peut alors développer les formules de Taylor de
f(x + h) et f(x — h) jusqu’au quatrieme ordre.
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Dérivée seconde

Si f e C*(]a, b[), on peut alors développer les formules de Taylor de
f(x + h) et f(x — h) jusqu’au quatrieme ordre.
On obtient alors

f(2)(X)= f(X+h)_2';S2X)+f(X_h> + O(hz) (17)
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Dérivée seconde

Si f e C*(]a, b[), on peut alors développer les formules de Taylor de
f(x + h) et f(x — h) jusqu’au quatrieme ordre.
On obtient alors

f(x + h) — 2f(x) + f(x — h)

f@(x) = = + O(K). (17)

Cette approximation est d’ordre 2.
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Exercice 3

4 Exercise 2.3
On note x; = a + ih, i € [0, n], une discrétisation réguliere de
Iintervalle [a, b]. Soit une fonction f : [a,b] — R suffisament
réguliere. On suppose que les y; sont donnés par

yi = f(xi), vie[0,n]. (18)

Ecrire une fonction DERIVESECONDEZ2 permettant de calculer des
approximations d’ordre 2 de (®)(x;) pour i € [0, n].
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Plan

© Intégration numérique
@ Méthodes simplistes
@ Méthodes de Newton-Cotes
@ Méthodes composites
@ Autres méthodes
@ Intégrales multiples
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Intégration
Soit f une fonction définie et intégrable sur un intervalle [a, b] donné.
On propose de chercher une approximation de

- Lb (1)t

f(a)

fib)

a B

FIGURE — Représentation de la fonction f
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Intégration
Soit f une fonction définie et intégrable sur un intervalle [a, b] donné.
On propose de chercher une approximation de

- Lb (1)t

FIGURE — Représentation de Sg f(t)dt
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Méthodes simplistes
On approche f par le polyndme constant P(t) = f(a).

fia)

fib)

a b

FIGURE — Représentation de la fonction f
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Méthodes simplistes

On approche f par le polyndme constant P(t) = f(a)

[—=m]

fo)f e

a

FIGURE — Représentation de 52 P(t)dt

o 5 = = DA
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Méthodes simplistes
On approche f par le polyndme constant P(t) = f(a).

[—=m]

[ R

a

FIGURE — Représentation de 52 P(t)dt

b
J f(t)dt ~ (b — a)f(a), formule du rectangle (& gauche)

a
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Méthodes simplistes
On approche f par le polynéme constant P(t) = f(b).

fia)

fib)

a b

FIGURE — Représentation de la fonction f
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Méthodes simplistes
On approche f par le polynéme constant P(t) = f(b).

[—=m]

fa)) oo

[ R

a

FIGURE — Représentation de Sz P(t)dt
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Méthodes simplistes
On approche f par le polynéme constant P(t) = f(b).

[—=m]

fa)) oo

[ R

a

FIGURE — Représentation de Sz P(t)dt

b
f f(t)dt ~ (b — a)f(b), formule du rectangle (a droite)

a
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Méthodes simplistes
On approche f par le polynéme constant P(t) = f(c), avec
c=(a+b)2.

1]

f(a)

fib)

b

FIGURE — Représentation de la fonction f
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Méthodes simplistes

c=(a+b)2.

Ie)

On approche f par le polynéme constant P(t) = f(c), avec

fa) -

fo)f e

FIGURE — Représentation de jz P(t)dt

o = = = QA
29 mars 2016 3
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Méthodes simplistes

On approche f par le polynéme constant P(t) = f(c), avec
c=(a+b)2.

Ie)

fa) -

fo)f e

FIGURE — Représentation de jz P(t)dt
J‘b

f(t)ax ~ (b — a)f(%b), formule du point milieu
a . = - =

2/48



Méthodes de Newton-Cotes
@ Discrétisation réguliere de [a, b] : Vi€ [0, n], t; = a + ih avec

_ b-a
h— T.
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Méthodes de Newton-Cotes
@ Discrétisation réguliere de [a, b] : Vi€ [0, n], t; = a + ih avec
h=b-a
© On approche f par le polyndme d’interpolation de Lagrange P, de
degré ntel que
Pn(t) = f(t), Vie [0, n].
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Méthodes de Newton-Cotes

@ Discrétisation réguliere de [a, b] : Vi€ [0, n], t; = a + ih avec
h=bza

n
© On approche f par le polyndme d’interpolation de Lagrange P, de
degré ntel que
Pn(t) = f(t), Vie [0, n].

Pa(t) = ), Li(t)f(t)

i=0
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Méthodes de Newton-Cotes

@ Discrétisation réguliere de [a, b] : Vi€ [0, n], t; = a + ih avec
h— b=a

=4,
© On approche f par le polynéme d’interpolation de Lagrange P, de
degré ntel que
Pn(t) = f(t), Vie [0, n].

Pa(t) = ), Li(t)f(t)

i=0

© Onaalors

b b n b
f f(t)dtzf Pn(t)dt=2f(t,-)f Li(t)dt.
a a e a
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Méthodes de Newton-Cotes
@ Discrétisation réguliere de [a, b] : Vi€ [0, n], t; = a + ih avec
h=b-a
© On approche f par le polyndme d’interpolation de Lagrange P, de
degré ntel que
Pn(ti) = f(ti), Vie[0,n].

© Onaalors

a i=0
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Méthodes de Newton-Cotes

b n b
J f(tydt ~ Y aif(t) avec a; = f Li(t)dt
a i=0 a

En posant a; = hAw;, on a
n A W Wi Wo W3 Wyg | NOM ordre
17121 1 trapezes 1
211311 4 A1 Simpson 3
3,381 3 3 1 Simpson (3/8) 3
412/45| 7 32 12 32 7 | Villarceau 5

b
Simpson : J f(t)dt ~
a
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Méthodes de Newton-Cotes

b n b
J f(tydt ~ Y aif(t) avec a; = f Li(t)dt
a i=0

a

En posant a; = hAw;, on a

n A W Wi Wo W3 Wyg | NOM ordre
17121 1 trapézes 1
211311 4 A1 Simpson 3
3,381 3 3 1 Simpson (3/8) 3
412/45| 7 32 12 32 7 | Villarceau 5

Simpson : Lb f(t)at zbg a (f(a) 1 a2 Z b 4 f(b))
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Méthodes de Newton-Cotes

¥ Definition 3.1

On dit qu’une formule d’intégration (ou formule de quadrature) est
d’ordre n si elle est exacte pour les polyn6mes de degré inférieur
ou égal a n.

Theorem 5

Les formules de Newton-Cotes a n + 1 points sont d’ordre n si n
est impair et d’ordre n + 1 sinon.
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Méthodes de Newton-Cotes

¥ Definition 3.1

On dit qu’une formule d’intégration (ou formule de quadrature) est
d’ordre n si elle est exacte pour les polynbmes de degré inférieur
ou égal a n.

Theorem 6

Les formules de Newton-Cotes a n + 1 points sont d’ordre n si n
est impair et d’ordre n + 1 sinon.

Du au phénomene de Runge, ces formules ne sont pas "fiables" pour
des ordres élevés.

29 mars 2016 35/48
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Méthodes composites

Les méthodes composites sont basées sur la relation de Chasles.
Soit (Xk)ke[o,np UN€ discrétisation réguliere de l'intervalle [a, b] :
Xk = a+ khavec h= (b— a)/n. On a alors

Lb f(x)dx = é JXk f(x)dx.

Xk—1
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Méthodes composites des points milieux

Jj f(x)dx = kz; ka f(x)dx.

Xk—1

On note my = =5,

ka F(x)dx ~ hf(my)

Xk—1
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Méthodes composites des points milieux

Jj f(x)dx = kz; rk f(x)dx.

Xk—1

On note my = =5,
Xk
j F(x)dx ~ hf(my)
Xk—1
Theorem 8
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Méthodes composites des points milieux

Jj f(x)dx = kz; JXk f(x)dx.

Xk—1

On note my = =5,
Xk
j F(x)dx ~ hf(my)
Xk—1
Theorem 9

Jb f(x)dx = h Zn] f(mk) + O(H?).
8 k=1

Erreur d’'ordre 2 (par rapport a h.)



Méthodes composites des points milieux : Exercice

4 Exercise 3.1

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a, b]. Ecrire la fonction
QUADPM permettant de calculer une approximation de l'intégrale
de f sur [a, b] par la méthode composite des points milieux.

29 mars 2016 38/48



Méthodes composites des trapézes

ka f(x)dx.

Xk—1

Jb f(x)dx = Zn]
a k=1

L f(x)dx ~ h(f)
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Méthodes composites des trapézes

ka f(x)dx.

Xk—1

Jb f(x)dx = Zn]
a k=1

L f(x)dx ~ h(f)

Theorem 11

fb f(x)dx = h i (’C(Xk—”z+ %)y 1 o).
& k=1
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Méthodes composites des trapézes

ka f(x)dx.

Xk—1

Jb f(x)dx = Zn]
a k=1

L f(x)dx ~ h(f)

Theorem 12

fb f(x)dx = h i (’C(Xk—”z+ %)y 1 o).
& k=1

Erreur d’ordre 2 (par rapport a h.)
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Méthodes composites des trapezes : Exercice

4 Exercise 3.2

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a, b]. Ecrire la fonction
QUADTRAPEZE permettant de calculer une approximation de I'in-
tégrale de f sur [a, b] par la méthode composite des trapézes.
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Méthodes composites de Simpson

Jj f(x)dx = kz; JXk f(x)dx.

Xk—1

On note my = =5,

[ toaax ~ gty + 41tmo + foxo)

Xk—1
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Méthodes composites de Simpson

Jj f(x)dx = kz; ka f(x)dx.

Xk—1

On note my = =5,

[ toaax ~ gty + 41tmo + foxo)

Xk—1

Theorem 14

b n
J f(x)dx = g D (F(Xk—1) + 4F(mi) + f(xk)) + O(h*).
8 k=1
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Méthodes composites de Simpson

Jj f(x)dx = kz; JXk f(x)dx.

Xk—1

On note my = =5,

[ toaax ~ gty + 41tmo + foxo)

Xk—1

Theorem 15

b n
J f(x)dx = g D (F(Xk—1) + 4F(mi) + f(xk)) + O(h").
8 k=1

Erreur d’'ordre 4 (par rapport a h.)



Méthodes composites de Simpson : Exercice

4 Exercise 3.3

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a, b]. Ecrire la fonction
QUADSIMPSON permettant de calculer une approximation de I'in-
tégrale de f sur [a, b] par la méthode composite de Simpson.
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Ordres (numériques) des méthodes composites

ordres des methodes compositas

. -’“"‘//

w0° 0+ 10°
h

FIGURE — Ordre de I'erreur des méthodes composites

@ Exercise 3.4

Ecrire un programme Matlab permettant d’obtenir cette figure sa-
chant qu’ici f(x) = sin(x),a=0et b = .
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Autres méthodes

Il existe un grand nombre de méthodes d’intégration numérique :
Méthode de Gauss-Legendre

Méthode de Gauss-Tchebychev

Méthode de Gauss-Laguerre

Méthode de Gauss-Hermitte

Méthode de Gauss-Lobatto

Méthode de Romberg...
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Intégrales multiples

On veut approcher, en utilisant la formule de Simpson, l'intégrale

b rd
I:f f f(x, y)dydx
a Jc
c+d

foy g(x) = dg (f(x,c)+4f(x, 5 )+f(x,d)).

Iszg(x)dx ~ b:"(g() 49( +b)+g(b))
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Intégrales multiples : formule de Simpson 2D

_ a+b _ c+d
Onpose o = &2 et g = &4

f(a,c) + 4f(a,B) + f(a,d)
badc( 4 d)))

| ~

6 6 +4(f(a, €) + 4f (v, B) + f(a,
+f(b,c) + 4f(b, B) + f(b, d)
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Intégrales multiples : méthodes composites
@ Discrétisation réguliére de [a, b] : Vk € [0, n], xx = a + khy avec

hX = b%a
@ Discrétisation réguliere de [c,d] : VI € [0,m], y, = a+ Ih, avec
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Intégrales multiples : méthodes composites
@ Discrétisation réguliére de [a, b] : Vk € [0, n], xx = a + khy avec

hX = b%a
@ Discrétisation réguliere de [c,d] : VI € [0,m], y, = a+ Ih, avec
hy = dT_C~

© Relation de Chasles :

Lb Ld f(x,y)dydx = 2 ifx L 1 (x, y)dydx.
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Intégrales multiples : méthodes composites
@ Discrétisation réguliere de [a, b] : Vk € [0, n], xx = a + khy avec

hx _ bna
@ Discrétisation réguliére de [c,d] : VI € [0,m], y; = a+ Ih, avec
hy = 2.

© Relation de Chasles :

Lb Ld f(x,y)dydx = 2 if{ L | (x, y)dydx.

© Formule de Simpson 2D :
Sb Sdf X y )dydx
(Xk 1 Yi- 1)+4f(Xk 1,81 + f(Xk—1, Y1)

hX Z Z ( ak,y/ 1) + 4f(ak7/81) + f(akay/>) )
k=11=1 +f(xk Yi—1) + 4f(xk, B1) + f(Xk, Y1)

avec ay = =5 et g = Y=t
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@ Résolution de systémes linéaires
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