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1 Meéthodes composites pour le calcul de Sf f(z)dx

Les méthodes composites sont basées sur la relation de Chasles.
Soit (21 )re[o,n] une discrétisation réguliere de lintervalle [A, B]: xx = A + kh avec h = (B — A)/n. On a

alors
B n T
L f(x)dx = ];1 f f(x)dz. (0.1)

Th—1

1.1 Description de différentes méthodes
1.1.1 Meéthodes composites des points milieux

On note my, = z’“‘éﬂ et on approche chacune des intégrales par la formule du point milieux :

| " f@)de ~ hf(my).

Tr—1

Théoréme 1 Soit f une fonction définie et suffisament réguliére sur U'intervalle [A, B]. On a alors
B n
J fl@)dz =h ) flmg) + O(h?).
A k=1

Cette formule de quadrature est exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal a 1. Son degré d’exactitude
est donc 1.
L’erreur commise est en O(h?): elle est donc d’ordre 2. ]

Q. 1 Soit f une fonction définie sur l’intervalle [A, B]. Ecrire la fonction QUADPM permettant de calculer
une approximation de lintégrale de f sur [A, B] par la méthode composite des points milieux. .



1.1.2 Meéthodes composites des trapézes

On approche chacune des intégrales de (0.1 par la formule des trapézes

o o f@e—1) + f)
J f(z)dz ~ h%.

Th—1
Théoréme 2 Soit f une fonction définie et suffisament réguliére sur l'intervalle [a,b]. On a alors

JB fla)dz = h i J@e) + 1@ | o p2),
A k=1

2

Cette formule de quadrature a pour degré d’exactitude 1: elle est exacte pour les polyndmes de degré inférieur
ou €égal a 1.
L’erreur commise est en O(h?): elle est donc d’ordre 2. ]

Q. 2 Soit f une fonction définie sur Uintervalle [A, B]. Ecrire la fonction QUADTRAPEZE permettant de cal-
culer une approzimation de l’intégrale de f sur [A, B] par la méthode composite des trapézes. On minimisera
le nombre d’appels a la fonction f. ]

1.1.3 Meéthodes composites de Simpson
On approche chacune des intégrales de (0.1]) par la formule de Simpson

| " p@)de ~ P (Fann) + 4f(ma) + flan)-

Tk—1 6

Théoréme 3 Soit f une fonction définie et suffisament réguliére sur lintervalle [a,b]. On a alors

n

B
| rarte = G S o) + 4t m) + fan)) + 0(h)

k=1
Cette formule de quadrature a pour degré d’exactitude 5 : elle est exacte pour les polyndomes de degré inférieur
ou égal a 3.
L’erreur commise est en O(h*): elle est donc d’ordre 4. .

Q. 3 Soit f une fonction définie sur l'intervalle [A, B]. Ecrire la fonction QUADSIMPSON permettant de calculer
une approximation de lintégrale de f sur [A, B] par la méthode composite de Simpson. On minimisera le nombre
d’appels a la fonction f. ]

1.1.4 Meéthode composite de Villarceau

On rappelle que les formules de Newton-Cotes génériques sont données par

m

b
J f(z)dz ~ Z a; f(@3).

=0

Avec z; = a + ih, Vi€ [0,m] et h = (b — a)/m. En posant o; = hAw;, on a

m| A |wy w; wy w3 w4 | nom degré exactitude | ordre de l’erreur
111211 1 trapézes 1 2
21 1/3]1 4 1 Simpson 3 4
31381 3 3 1 Simpson (3/8) 3 4
4 12/45| 7 32 12 32 7 | Villarceau 5 6

On va donc approcher chacune des intégrales de (0.1) par la formule de Villarceau.

Théoréme 4 Soit f une fonction définie et suffisament réguliére sur l’intervalle [A, B]. La méthode composite
de Villarceau a pour degré d’exactitude 5 : elle est exacte pour les polyndomes de degré inférieur ou égal a 5.
L’erreur commise est en O(h%): elle est donc d’ordre 6. ]

Q. 4 Soit f une fonction définie sur lintervalle [A, B]. Ecrire la fonction QUADVILLARCEAU permettant de cal-
culer une approzimation de lintégrale de f sur [A, B] par la méthode composite de Villarceau. On minimisera
le nombre d’appels a la fonction f. ]



1.2 Validation par I’ordre des formules de quadrature

On va vérifier les résultats d’exactitude des formules des différents théorémes cités. Pour cela, on peut s’aider
du tableau Le fichier TestPoly.m contenant les exemples du tableau est fourni : il génére un tableau de
structure, chaque élément du tableau étant un des exemples.

l A l B l P(z) l Sﬁ P(z)dx l degré ‘
-1]1 2z + 3 6 1
0 2 322 —2x + 3 10 2
—2 ] 2 2x3 — 422 — 2z + 3 —28/3 3
0 | 2 ot + 223 — 427 — 22 +3 86/15 4
-2 1 2 —225 —32% —22% — 422 — 22+ 3 | —716/15 5
0 1 2% —22% — 327 —22% — 427 — 22 +3 | —131/210 6
1|1 3z7 + 4x% — 225 — 3% — 223 — 427 — 22 +3 | 344/105 7
—2 [ 1 [ 2% =327 + 428 — 22° — 327 — 22 — 42?7 — 22 + 3 | 65811/280 8

Table 1: Quelques intégrales exactes

Q. 5 Ecrire un programme, nommé VALIDPOLY.M, permettant de vérifier, pour chacune des 4 méthodes com-
posites précédentes et pour chacun des exemples fournis, leurs degrés d’exactitude. =

1.3 Validation par l’ordre de I’erreur

On va vérifier I'ordre des erreurs pour chacune des formules de quadrature programmées. On pourra utiliser
comme exemple la fonction f(z) = sin(z) sachant que { sin(z)dz = 2.

Q. 6 Ecrire un programme, nommé ERREUR.M, permettant de vérifier graphiquement, pour chacune des 4
méthodes composites précédentes, 'ordre des erreurs. voir figure [1} =

ordres des methodes composites
10 T T

Erreur

QuadPM
QuadTrapeze
QuadSimpson
QuadVillarceau .
—0— 0(h?)
—v—o(n*
—8—0(h%)
-25 1 1

N 107 107" 10°

Figure 1: Ordre de l'erreur des méthodes composites

1.4 Programmation générique des méthodes composites

On va voir, dans cette partie, qu’il est possible de programmer de maniére générique les méthodes composites
de Newton-Cotes. Voici les sources des fonctions QUADCOMPOSITE (fichier QuadComposite.m) et TRAPEZE
(fichier Trapeze.m)


http://www.math.univ-paris13.fr/~cuvelier/docs/Enseignements/Energetique_App/AnaNumI/TestPoly.m
http://www.math.univ-paris13.fr/~cuvelier/docs/Enseignements/Energetique_App/AnaNumI/QuadComposite.m
http://www.math.univ-paris13.fr/~cuvelier/docs/Enseignements/Energetique_App/AnaNumI/Trapeze.m

Listing 1: QuadComposite.m

function I=QuadComposite(f,A,B,n, method)
h=(B-A) /n;
x=A:h:B;
1=0;
for k=1:n
I=I4+method (f,x(k) ,x(k+1));
end

Listing 2: Trapeze.m

function I=Trapeze(f,a,b)
I=((b—a)/2)«(f(a)+f(b));

Pour utiliser la méthode composite des trapézes, on appelle alors la fonction QUADCOMPOSITE avec la method
définie par la fonction TRAPEZE :

Listing 3: script

clear all
close all

g=a(x) sin (x);

I=QuadComposite(g,0,pi,100,Q@Trapeze) ;

Q.7 1. Sur le méme principe, écrire les fonctions SIMPSON et VILLARCEAU de telle sorte qu’elles puissent
étre utilisées avec la fonction QUADCOMPOSITE.

2. Ecrire des programmes de validations de ces fonctions. .

2 Meéthodes composites pour le calcul de Sg Sff f(z,y)dxdy (facultatif)

Soit n et m deux entiers strictement positifs. On note (zx)kefo,n] et (¥1)iefo,m] les discrétisations réguliéres des
intervalles [A, B] et [C, D]:

o Vke[0,n], ) = A + kh, avec h, = B=4.

D-C
o

e Ve [0,m], yi = C + lh, avec h, =
On utilise la relation de Chasles sur le pavé [A, B] x [C, D] pour obtenir

JD ’ f(z,y)dady = i zn] fy f " fey)dedy (0.2)

2.1 Description de différentes méthodes
2.1.1 Meéthodes composites des points milieux (2D)

Pour obtenir la formule du point milieu (2D) pour le calcul de SZ Sf f(x,y)dydz, on utilise, tout d’abord, la

formule 1D sur lintervalle [c,d] :
d
c+d
[ sty <o (2 57).

Lb Ldf(:c,y)dydx ~ h, Lbf <x ¢ ; d) dz.

Ensuite, on utilise la formule 1D sur l'intervalle [a, b], pour obtenir formule du point milieu (2D)

b rd b d
[ [ #e vt = wpor (5255,

Ce qui donne




Q. 8 Soit [ une fonction définie sur [A, B] x [C, D]. Ecrire la fonction QUADPM2D permettant de calculer
. D (B . . . .
une approximation de SC SA f(x,y)dxdy par la méthode composite des points milieux. .

Q. 9 Sur le méme principe écrire les fonctions QUADTRAPEZE2D et QUADSIMPSON2D permettant de calculer
une approrimation de Sg SAB f(x,y)dxdy respectivement par la méthode composite des trapézes et de Simpson.=

Remarque 5 1. L’ordre des formules de quadrature 2D est identique a leur analogue en 1D.

2. En posant h = max(hy, hy), lUordre de Uerreur des formules de quadrature 2D est identique & leur analogue
en 1D. .

On va vérifier les résultats d’exactitude des formules des différents théorémes cités. Pour cela, on peut s’aider
du tableau 2 Le fichier [TestPoly2D.m| contenant les exemples du tableau est fourni : il génére un tableau de
structure, chaque élément du tableau étant un des exemples.

l [a,b] x [c,d] l P(z,y) l SZ Sf P(z,y)dydz l degré ‘
—“1,1] x [-1,1 2r —y + 3 12 1
[—1,2] x [-2,1 227 + 4oy —3y> +x—y+ 3 18 2
[—2,2] x [-2,4 23 —22%y — 2y + 22+ day — 3y +x—y + 3 —752 3
—-2,1] x [-3,3 221 — 222 4yt — S — 222y — 23+ a¥ + day — 3P+ —y + 3 819/10 4
—3,3] x[-3,3 x® —2xty —a%y? oyt — 2% — 222y —2¢° — 3y + -3 —864/5 5

Table 2: Quelques intégrales 2D exactes

Q. 10 Ecrire un programme, nommé VALIDPOLY2D .M, permettant de vérifier, pour chacune des 3 formules de
quadrature précédentes et pour chacun des exemples fournis, l’ordre des formules de quadrature. =

On va vérifier I'ordre des erreurs pour chacune des formules de quadratures programmeées. On pourra utiliser
comme exemple la fonction f(z,y) = cos(z + y) sachant que {7 {7 cos(z + y)dady = —4.

Q. 11 Ecrire un programime, nommé ERREUR2D .M, permettant de vérifier graphiquement, pour chacune des 3
formules de quadrature précédentes , l’ordre des erreurs. voir figure[2 =

ordres des methodes composites
T

Erreur

Quad2DPM
Quad2DTrapeze
Quad2DSimpson
——0(h®)
—v—onh? 4

Figure 2: Ordre de l’erreur des méthodes composites 2D


http://www.math.univ-paris13.fr/~cuvelier/docs/Enseignements/Energetique_App/AnaNumI/TestPoly2D.m
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