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durée : 1h30.

Sans documents et sans calculatrice

Les paramètres d'entrées (données) et de sortie (résultats) de toutes les fonctions algo-
rithmiques devront être décrits précisemment.

Exercice 1 : Produits et sommes (4 points)

Soient t, x deux réels, m,n, p, q des entiers strictement supérieurs à 1, uuu “ pu1, . . . , unq un vecteur de Rn,
vvv “ pv1, . . . , vpq un vecteur de Rp et www “ pw1, . . . , wqq un vecteur de Rq.

Soit s le réel dé�ni par

s “
q
ÿ

k“1

˜

sinpwk ` xq
p
ź

j“1

pk ` vjq

¸

.

Q. 1 1. Ecrire la fonction SP permettant de calculer s. Toutes les données seront passées en paramètre à
la fonction.

2. Ecrire un algorithme (complet) utilisant cette fonction. ‚

Soit zzz “ pz1, . . . , znq le vecteur de Rn dé�ni par

zzzi “
n
ź

j“1

˜

puj ` iπq
m
ÿ

k“1

cospkπ ` jtq

¸

, @i P v1, nw.

Q. 2 1. Ecrire la fonction PS permettant de calculer zzz. Toutes les données seront passées en paramètre à
la fonction.

2. Ecrire un algorithme (complet) utilisant cette fonction. ‚

Exercice 2 : Dérivation (8 points)

On note pxiqiPv0,nw la discrétisation régulière de l'intervalle ra, bs en n ` 1 points. Soit une fonction f :
ra, bs ÝÑ R su�sament régulière. On suppose les yi donnés par

yi “ fpxiq, @i P v0, nw. (2.1)

Q. 1 (algorithmique) Ecrire une fonction DisReg permettant de retourner l'ensemble des pxiqiPv0,nw. ‚

On rappelle le théorème suivant

Théorème 1 (Taylor-Lagrange) On suppose que f P Cn`1 sur I un intervalle de R. Soit x̄ P I et h P R tel
que x̄` h appartienne à I, on a

fpx̄` hq “ fpx̄q `
n
ÿ

k“1

hk

k!
f pkqpx̄q `Ophn`1q (2.2)

‚

Q. 2 (mathématiques) 1. En utilisant (2.1) et les formules de Taylor en xi`1 et xi´1, montrer que,
@i P v1, n´ 1w,

f 1pxiq “
yi`1 ´ yi´1

2h
`Oph2q (2.3)

2. En utilisant (2.1) et les formules de Taylor en xi´1 et xi´2, montrer que, @i P v2, nw,

f 1pxiq “
3yi ´ 4yi´1 ` yi´2

2h
`Oph2q (2.4)
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3. En utilisant (2.1) et les formules de Taylor en xi`1 et xi`2, montrer que, @i P v0, n´ 2w,

f 1pxiq “
´3yi ` 4yi`1 ´ yi`2

2h
`Oph2q (2.5)

‚

Q. 3 (algorithmique) A partir des formules précédentes, écrire une fonction Derive2 permettant de retour-
ner des approximations d'ordre 2 de f 1pxiq pour i P v0, nw. ‚

Q. 4 (algorithmique) Soit fpxq “ sinpx3´cospx2´1qq. En utilisant au mieux les fonctions déjà écrites, écrire
un algorithme complet permettant de calculer des approximations d'ordre 2 de la dérivée de f aux 41 points de
la discrétisation régulière de r´π{2, π{2s. ‚

Exercice 3 : Interpolation (8 points)

Soient n P N˚ et pxi, yiqiPv0,nw avec pxi, yiq P R2 et les xi distincts deux à deux. Le polynôme d'interpo-
lation de Lagrange associé aux n` 1 points pxi, yiqiPv0,nw, noté Pn, est donné par

Pnptq “
n
ÿ

i“0

yiLiptq, @t P R (3.1)

avec

@i P v0, nw, Liptq “
n
ź

j“0
j‰i

t´ xj
xi ´ xj

, @t P R. (3.2)

Théorème 2 Le polynôme d'interpolation de Lagrange, Pn, associé aux n ` 1 points pxi, yiqiPv0,nw, est
l'unique polynôme de degré au plus n, véri�ant

Pnpxiq “ yi, @i P v0, nw. (3.3)

‚

Q. 1 Ecrire la fonction Lagrange permettant de calculer Pn (polynôme d'interpolation de Lagrange associé
aux n` 1 points pxi, yiqiPv0,nw) au point t P R. ‚

Q. 2 Soit ααα un vecteur de Rm. Ecrire la fonction LagrangeVec permettant de calculer le vecteur βββ P Rm tel
que

βi “ Pnpαiq, @i P v1,mw.

‚

Q. 3 Les n` 1 points de Tchebyche� de l'intervalle rα, βs sont donnés par

zk “
α` β

2
`
β ´ α

2
cos

ˆ

p2k ` 1qπ

2pn` 1q

˙

, @k P v0, nw. (3.4)

Ecrire la fonction Tchebycheff permettant de calculer ces n` 1 points. ‚

Q. 4 Soient a “ ´π, b “ π, f : t ÞÑ cosp3t2q, et n “ 9. On note xxx “ px0, . . . , xnq et zzz “ pz0, . . . , znq
respectivement les n`1 points de la discrétisation régulière de l'intervalle ra, bs et les n`1 points de Tchebyche�
de l'intervalle ra, bs. On note yi “ fpxiq, wi “ fpziq @i P v0, nw. Ecrire un algorithme complet permettant de
calculer au point t “ π{7

‚ le polynôme d'interpolation de Lagrange passant par les n` 1 points pxi, yiqiPv0,nw
‚ le polynôme d'interpolation de Lagrange passant par les n` 1 points pzi, wiqiPv0,nw ‚
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