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Travaux dirigés - E.D.P. 2

Exercice 1

On souhaite résoudre numériquement l'E.D.P. suivante

�

�
B2u

Bx2
px, yq �

B2u

By2
px, yq



� fpx, yq, @px, yq Psa; br�sc, dr, (1.1)

upa, yq � uapyq, @y P rc, ds, (1.2)

upb, yq � ubpyq, @y P rc, ds, (1.3)

upx, cq � ucpxq, @x P ra, bs, (1.4)

upx, dq � udpxq, @x P ra, bs, . (1.5)

avec a, b, c et d quatre réels, a   b et c   d.

Q. 1 1. L'E.D.P. (1.1) est-elle elliptique, parabolique ou hyperbolique? Justi�er.

2. Quelles sont les données du problème (1.1) à (1.5)? (préciser le type de chaque donnée : réel, entier,
fonction, vecteur, ...)

3. Quelles sont les inconnues du problème (1.1) à (1.5)? (préciser le type)

4. Quelles sont les conditions aux limites?

5. Quelles propriétés les conditions aux limites doivent-elles véri�er? 


On note xi, i P v0, Nxw et yj , j P v0, Nyw les discrétisations régulières des intervalles ra; bs et rc; ds avec Nx

pas de discrétisation en x et Ny pas de discrétisation en y. On souhaite résoudre l'E.D.P. à l'aide du schéma
numérique

�
ui�1,j � 2ui,j � ui�1,j

∆x2
�
ui,j�1 � 2ui,j � ui,j�1

∆y2
� fi,j . (1.6)

Q. 2 1. A quoi correspondent les valeurs ui,j , fi,j , ∆x et ∆y?

2. Expliquer comment le schéma (1.6) a été obtenu à partir de (1.1).

3. Donner une discrétisation (détaillée) du problème (1.1) à (1.5)

4. Le schéma est de quel ordre? 


On note UUU le vecteur de dimension d � pNx � 1qpNy � 1q, écrit sous forme blocs :

UUU �

�
����
UUU0

UUU1

...

UUUNy

�
���
 avec UUU j �

�
����
u0,j
u1,j
...

uNx,j

�
���
P RNx�1, @j P v0, Nyw.

Q. 3 Montrer que le vecteur UUU est solution d'un système linéaire

AUUU � bbb (1.7)

en explicitant la matrice A et le vecteur bbb (préciser les dimensions). 


Q. 4 1. Ecrire la fonction AssembleMatD retournant la matrice D P MspRq dé�nie par

M �

�
��������

α 0 . . . . . . 0

0 β
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . β 0

0 . . . . . . 0 α

�
�������


(1.8)

où α et β sont des réels donnés.
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2. Soient B, D et E, trois matrices de MnpRq données. Ecrire la fonction AssembleMat2D retournant la
matrice M P MdpRq avec d � n�m dé�nie par

M �

�
��������������

D 0 0 . . . . . . . . . 0

E B E
. . .

...

0
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . E B E

0 . . . . . . . . . 0 0 D

�
�������������


. (1.9)

3. On suppose les données du problème (1.1) à (1.5) fournies et les fonctions AssembleMatD, Assem-
bleMat2D et RSL (résolution de système linéaire : xxxÐ RSLpA, bbbq) déjà implémentée.
Ecrire un algorithme complet de résolution du problème (1.1) à (1.5) en utilisant le schéma (1.6). 


Exercice 2

On souhaite résoudre numériquement l'E.D.P. suivante

�

�
B2u

Bx2
px, yq �

B2u

By2
px, yq



� νupx, yq � fpx, yq, @px, yq Psa; br�sc, dr, (2.1)

upa, yq � uapyq, @y P rc, ds, (2.2)

upb, yq � ubpyq, @y P rc, ds, (2.3)

upx, cq � ucpxq, @x P ra, bs, (2.4)

Bu

Bnnn
px, dq � vdpxq, @x Psa, br, . (2.5)

où a, b, c, d, sont quatre réels (a   b, c   d), ν est un réel strictement positif et nnn est la normale unitaire
extérieure au domaine ra, bs � rc, ds.

Q. 1 1. Soit x Psa, br. Rappeler la dé�nition de Bu
Bnnn px, dq et en déduire que Bu

Bnnn px, dq �
Bu
By px, dq.

2. L'E.D.P. (2.1) est-elle elliptique, parabolique ou hyperbolique? Justi�er.

3. Quelles sont les données du problème (2.1) à (2.5)? (préciser le type de chaque donnée : réel, entier,
fonction, vecteur, ...)

4. Quelles sont les inconnues du problème (2.1) à (2.5)? (préciser le type)

5. Quelles sont les conditions aux limites?

6. Quelles propriétés les conditions aux limites doivent-elles véri�er? 


On note xi, i P v0, Nxw et yj , j P v0, Nyw les discrétisations régulières des intervalles ra; bs et rc; ds avec Nx

pas de discrétisation en x et Ny pas de discrétisation en y. On souhaite résoudre l'E.D.P. à l'aide des schémas
numériques

�
ui�1,j � 2ui,j � ui�1,j

∆x2
�
ui,j�1 � 2ui,j � ui,j�1

∆y2
� νui,j � fi,j , (2.6)

ui,Ny�2 � 4ui,Ny�1 � 3ui,Ny

2∆y
� vdpxiq. (2.7)

Q. 2 1. A quoi correspondent les valeurs ui,j , fi,j , ∆x et ∆y?

2. Expliquer comment le schéma (2.6) a été obtenu à partir de (2.1).

3. Expliquer comment le schéma (2.7) a été obtenu à partir de (2.5).

4. Donner une discrétisation (détaillée) du problème (2.1) à (2.5) en utilisant les schémas (2.6) et (2.7).

5. Le schéma est de quel ordre? 


2



On note UUU le vecteur de dimension d � pNx � 1qpNy � 1q, écrit sous forme blocs :

UUU �

�
����
UUU0

UUU1

...

UUUNy

�
���
 avec UUU j �

�
����
u0,j
u1,j
...

uNx,j

�
���
P RNx�1, @j P v0, Nyw.

Q. 3 Montrer que le vecteur UUU est solution d'un système linéaire

AUUU � bbb (2.8)

en explicitant la matrice A et le vecteur bbb (préciser les dimensions). 


Q. 4 1. Ecrire la fonction AssembleMatD retournant la matrice D P MspRq dé�nie par

M �

�
��������

α 0 . . . . . . 0

0 β
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . β 0

0 . . . . . . 0 α

�
�������


(2.9)

où α et β sont des réels donnés.

2. Soient B, D, E, F, G et H, six matrices de MnpRq données. Ecrire la fonction AssembleMat2D retour-
nant la matrice M P MdpRq avec d � n�m dé�nie par

M �

�
�������������

D 0 0 . . . . . . . . . 0

E B E
. . .

...

0
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . 0

0 . . . . . . 0 E B E
0 . . . . . . 0 F G H

�
������������


. (2.10)

3. On suppose les données du problème (2.1) à (2.5) fournies et les fonctions AssembleMatD, Assem-
bleMat2D et RSL (résolution de système linéaire : xxxÐ RSLpA, bbbq) déjà implémentée.
Ecrire un algorithme complet de résolution du problème (2.1) à (2.5) en utilisant les schémas (2.6) et
(2.7). 
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