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TRAVAUX DIRIGES - E.D.P. 2

EXERCICE 1

On souhaite résoudre numériquement I’E.D.P. suivante

(G + Tien) = S, ¥ datlxded, (1)
a7y) = ua(y)a Yy e [Ca d]7 (1'2)

u(bv y) = ub(y)7 Vy e [C, d]7 (13)

u(z, c) uc(z), VY € [a,b], (1.4)

w(z,d) = wugq(z), V€ [a,b],. (1.5)

avec a, b, ¢ et d quatre réels, a < b et ¢ <d.
Q.1 1. L’E.D.P. (1.1) est-elle elliptique, parabolique ou hyperbolique? Justifier.

2. Quelles sont les données du probleme (1.1) a (1.5)2 (préciser le type de chaque donnée : réel, entier,
fonction, vecteur, ...)

3. Quelles sont les inconnues du probléme (1.1) a (1.5)? (préciser le type)
4. Quelles sont les conditions aux limites?
5. Quelles propriétés les conditions aux limites doivent-elles vérifier? .

On note z;, ¢ € [0, N,] et y;, j € [0, N,] les discrétisations réguliéres des intervalles [a;d] et [c; d] avec N,
pas de discrétisation en x et N, pas de discrétisation en y. On souhaite résoudre I’E.D.P. & I'aide du schéma

numérique
_ui+1,j — 2ui,j + Ui—1,5 _ Uj,j4+1 — 2ui,j + Ui, j—1

Ap? Ay = fi;- (1.6)
Q. 2 1. A quoi correspondent les valeurs w; j, fi;, Ax et Ay?
2. Expliquer comment le schéma (1.6) a été obtenu & partir de (1.1).
3. Donner une discrétisation (détaillée) du probleme (1.1) a (1.5)
4. Le schéma est de quel ordre? =

On note U le vecteur de dimension d = (N, + 1)(N, + 1), écrit sous forme blocs :

Uo o, j
U1 Ui, N1 )

U= ) avec U; = ) e RY=*1 vje [0,N,].
Uy UN,,j

Y

Q. 3 Montrer que le vecteur U est solution d’un systéme linéaire
AU =b (1.7)
en explicitant la matrice A et le vecteur b (préciser les dimensions). ]

Q.4 1. Ecrire la fonction ASSEMBLEMATD retournant la matrice D € M4(R) définie par

a 0 ... ... 0
0 B
M = (1.8)
: 8 0
0 0 «

o o et B sont des réels donnés.



2. Soient B, D et E, trois matrices de M,,(R) données. Ecrire la fonction ASSEMBLEMAT2D retournant la
matrice Ml € My(R) avec d = n x m définie par

D 0 0 ... ... ... 0
E B E
0
M = (1.9)
0
: E B E
0 0 0 D

3. On suppose les données du probléme (1.1) a (1.5) fournies et les fonctions ASSEMBLEMATD, ASSEM-
BLEMAT2D et RSL (résolution de systeme linéaire : £ «— RSL(A,b)) déja implémentée.
Ecrire un algorithme complet de résolution du probléme (1.1) a (1.5) en utilisant le schéma (1.6). .

EXERCICE 2

On souhaite résoudre numériquement I’E.D.P. suivante

(G + Tawn) Frutea) = Sl Vo) eabxe.d )
u(a, y) = ua(y)a Vy € [C7 d]v (2 2)

u(b, y) up(y), Yy € [c.d], (2.3)

u(z,c) = uc(x), Yx € [a,b], (2.4)

%(m,d) = wg(z), Yz €la,bl,. (2.5)

ol a, b, ¢, d, sont quatre réels (a < b, ¢ < d), v est un réel strictement positif et n est la normale unitaire
extérieure au domaine [a, b] % [c,d].

Q.1 1. Soit x €]a,b[. Rappeler la définition de %(m,d) et en déduire que %(m,d) = ?—y(m,d)

2. L’E.D.P. (2.1) est-elle elliptique, parabolique ou hyperbolique? Justifier.

3. Quelles sont les données du probleme (2.1) a (2.5)2 (préciser le type de chaque donnée : réel, entier,
fonction, vecteur, ...)

4. Quelles sont les inconnues du probléme (2.1) a (2.5)% (préciser le type)
5. Quelles sont les conditions auz limites?
6. Quelles propriétés les conditions aux limites doivent-elles vérifier? ]

On note z;, ¢ € [0, N,] et y;, j € [0, N, ] les discrétisations réguliéres des intervalles [a;b] et [c; d] avec N,
pas de discrétisation en x et N, pas de discrétisation en y. On souhaite résoudre I'E.D.P. & I’aide des schémas
numériques

C Uity = 2y F Uioty Uit = 2+ Ui
Az? Ay?
wi N, —2 — 4u; N, —1 + 3u; N,
2Ay

+vui; = fij, (2.6)

= va(z;). (2.7)

Q. 2 1. A quoi correspondent les valeurs v; j, fij, Ax et Ay?
2. Ezxpliquer comment le schéma (2.6) a été obtenu a partir de (2.1).
3. Ezxpliquer comment le schéma (2.7) a été obtenu d partir de (2.5).
4. Donner une discrétisation (détaillée) du probléeme (2.1) & (2.5) en utilisant les schémas (2.6) et (2.7).

5. Le schéma est de quel ordre? =



On note U le vecteur de dimension d = (N, + 1)(N, + 1), écrit sous forme blocs :

Uy uo,j
U1 uLj N1 )

U= |avec U;= e R v e [0, N, ].
Un UN,,j

Y

Q. 3 Montrer que le vecteur U est solution d’un systéme linéaire

AU =b (2.8)
en explicitant la matrice A et le vecteur b (préciser les dimensions). ]
Q.4 1. Ecrire la fonction ASSEMBLEMATD retournant la matrice D € Ms(R) définie par

a 0 ... ... 0

0 B :

M = (2.9)

: g 0

0 0 «

ot o et B sont des réels donnés.
2. Soient B, D, E, F, G et H, siz matrices de M, (R) données. Ecrire la fonction ASSEMBLEMAT2D retour-

nant la matrice M € My(R) avec d = n x m définie par

D 0 0 0
E B E
0
M = (2.10)
: - ) .0
o ... ... 0 E B E
o ... ... 0 F G H

3. On suppose les données du probléme (2.1) a (2.5) fournies et les fonctions ASSEMBLEMATD, ASSEM-

BLEMAT2D et RSL (résolution de systéme linéaire : £ «— RSL(A,b)) déja implémentée.
Ecrire un algorithme complet de résolution du probleme (2.1) a (2.5) en wutilisant les schémas (2.6) et

(2.7). ]



