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Le couplage Océan-Atmosphére est décrit par un systéme d'E.D.P. couplées
de Navier-Stokes de la mécanique des fluides.

Le modéle de Lorentz est une version trés simplifiée de ces équations
pour I'étude du phénoméne de convection de Rayleigh-Bénard :

X'(t) = —ox(t)+oy(t)
y'(e) = —=x(t)y(t) + px(t) — y(¢) (1)
Z'(t) = x(t)y(t) — Bz(1)

ol
e x(t) : proportionnel & I'intensité du mouvement de convection,

e y(t) : proportionnel a la différence de température entre les courants
ascendants et descendants,

e z(t) :proportionnel a une variation de température
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Modele de Lorentz
Avec o = 10, p = 28, [ = 8/3 et les données initales x(0) = —8, y(0) =8
et z(0) =p—1.

Modele de Lorentz
20 T T T
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Modéle de Lorentz : papillon

Modele de Lorentz
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Modéle du Bruxelator

Une solution de bromate de potassium et d'acide sulfurique mélangée a une
solution d'acide manolique et de bromure de sodium peut entrainer, sous
certaines conditions, une oscillation de la couleur de la solution mélange du
rouge au bleue avec une période de 7 secondes.

Le modéle associé est nommé modéle du bruxelator. Sous certaines
hypothéses, le modéle simplifié peut s'écrire :

{ A(t) = 1+aA?(t)B(t)— (B+1A(t) @)
B'(t) = —aA?(t)B(t)+ BA(t)
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Modéle du Bruxelator
Avec a =1, 3 =35¢etles C.l. A(0) =3 et B(0) =2

Brusselator simplifie — Concentrations
T T T

——A®
—B()
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Modéle du Bruxelator
Avec a =1, 3 =35¢etles C.l. A(0) =3 et B(0) =2

Brusselator simplifie

B(t)
w
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Pendule pesant sans viscosité

Le pendule pesant : objet pesant accroché a une tige de masse négligeable,
I'autre extrémité de la tige est I'axe de rotation du pendule.

0" (t) + %sin(@(t)) —0. (3)

ol 6(t) est I'angle que fait, a l'instant t, le pendule par rapport a I'axe
vertical, L la longueur de la tige.

0
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Pendule pesant sans viscosité
Avec%=3et|esC.|.90=%’T, 0y =0:

Pendule pesant - valeur angulaire

o(t)

Pendule pesant - vitesse angulaire
T
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Pendule pesant sans viscosité
Avec & =3 et les C.l. 6y = %’T, 0, =

Pendule pesant

')
<

-1+

-2+

-3+
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Pendule pesant sans viscosité
Avec & =3

Représentation des courbes paramétrées (6(t),0'(t))

1
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Soit une fonction y définie sur un intervalle de R a valeurs dans R™ de
classe CP (continiiment dérivable d’ordre p) et on note y(P) la dérivée
d'ordre p de y.

Définition

On appelle équation différentielle ordinaire (E.D.O.) d’ordre p une
équation de la forme :

f(tvy(t)>y(1)(t)7y(2)(t)7 200 ay(p)(t)) = 0.

Définition
On appelle forme canonique d’une E.D.QO. une expression du type :

vy () = G(t,y(6),yV (), y?(1),....yPV(2). (4)
Proposition

Toute équation différentielle d’ordre p sous forme canonique peut s'écrire
comme un systéme de p équations différentielles d’ordre 1.

Cuvelier F. (Ingénieurs Energétique I) 5 janvier 2015 14 / 41



Plan

@ Introduction

@ Formulation générale : le probléme de Cauchy
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Définition (probléme de Cauchy)

Soit f I'application continue définie par

f . [t%t°+T]xR™ — R™
(t.y) — f(t,y)

avec T €]0, +m]. Le probléme de Cauchy revient 4 chercher une
fonction y définie par

y « [t%t°+T7] — R"
t — y(t)

continue et dérivable, telle que

y(©) = fley(t), Vee (oo +T) o
y(t% = yoeR™
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y'(t) = f(t,y(t), Vee[t0 O+ T]
(C) {y(tO) _ y[O]eRm'

Exercice
Quelles sont les données du probléme de Cauchy ?

{ y'(t) = f(ty(t), Vte[t0 O+ T]
y(t

0) = Yo e R™.
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y'(t) = f(t,y(t), Vee[t0 O+ T]
(C) {y(tO) _ y[O]ERm.

Exercice
Quelles sont les données du probléme de Cauchy ?

{ y'(t) = f(ty(t), Vte[t0 O+ T]
y(t% = yoeR™

o t%cR, TeR™™, meN*

o la fonction f

o le vecteur yl% € R™
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Exercice
Déterminer le probléme de Cauchy associé au modéle du Bruxelator
simplifié :

g { Al = 1+aA()B(t) — (8 +DA()
(B) {B/(t) = —ah?(t)B(t) + BA(t)

avec C.I. A(0) = Ag et B(0) = Ao.
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Exercice
Déterminer le probléme de Cauchy associé au modéle du Bruxelator
simplifié :

g { Al = 1+aA()B(t) — (8 +DA()
(B) {B/(t) = —ah?(t)B(t) + BA(t)

avec C.I. A(0) = Ag et B(0) = Ao.

o On pose y(t) — (ﬁgg) avec yu(t) — A(t) et yo(t) — B(E).
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Exercice
Déterminer le probléme de Cauchy associé au modéle du Bruxelator
simplifié :

g { Al = 1+aA()B(t) — (8 +DA()
(B) {B/(t) = —ah?(t)B(t) + BA(t)

avec C.I. A(0) = Ag et B(0) = Ao.

o On pose y(t) — @Eg) avec yu(t) — A(t) et yo(t) — B(E).
@ La forme canonique de (B) est y'(t) = Gp(t,y(t)) avec p =1 et

Gy(t,z) = <

1+ a21222 — (5 + 1)21
—a21222 + Bz '
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Exercice
Déterminer le probléme de Cauchy associé au modéle du Bruxelator
simplifié :

g { Al = 1+aA()B(t) — (8 +DA()
(B) {B/(t) = —ah?(t)B(t) + BA(t)

avec C.I. A(0) = Ag et B(0) = Ao.

o On pose y(t) — <£8> avec y (£) = A(t) et yo(t) — B(t).

@ La forme canonique de (B) est y'(t) = Gp(t,y(t)) avec p =1 et

_ 1-1-0421222—(54-1)21
Gu(t.2) = < —a21222 + Bz '
o On pose f},(t,2) = Gp(t,2) et yl = (Ag, By)*

@ {79 7 . wenT
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Exercice
Déterminer le probléme de Cauchy associé au modéle du pendule pesant
simplifié :

(P) 6@(t) + éL’sin(e(t)) —0.

avec C.I. 6(0) = 6 et 0'(0) = 6.

Cuvelier F. (Ingénieurs Energétique I) E.D.O. : méthodes numériques (cours 1 5 janvier 2015 19 / 41




Exercice
Déterminer le probléme de Cauchy associé au modéle du pendule pesant
simplifié :

(P) 6@(t) + éL’sin(e(t)) —0.

avec C.I. 6(0) = 6 et 0'(0) = 6.

@ On pose y(t) = (y1(t), y2(t))" avec y1(t) = 0(t) et ya(t) = 6'(t).
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Exercice
Déterminer le probléme de Cauchy associé au modéle du pendule pesant
simplifié :

(P) 6@(t) + %sin(&(t}) —0.

avec C.I. 6(0) = 6 et 0'(0) = 6.

@ On pose y(t) = (y1(t),y2(t))* avec y1(t) = 0(t) et y2(t) = 0'(¢).

(1) 1
W (AN _ (00 _ (6D
vl (yl(l)(t)> (9(2)@‘)) (—i’sinw(t)))
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Exercice
Déterminer le probléme de Cauchy associé au modéle du pendule pesant
simplifié :

(P) 6@(t) + %sin(&(t)) —0.

avec C.I. 6(0) = 6 et 0'(0) = 6.

@ On pose y(t) = (y1(t),y2(t))* avec y1(t) = 0(t) et y2(t) = 0'(¢).

yP() =
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@ Probléme de Cauchy linéaire :

{ y'(t) = 3y(t)—3t, si t>0
y(0) =1

On a f(t,v) = 3v — 3t et une solution y(t) = (1 —1/3)e3* + ¢t +1/3.
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@ Probléme de Cauchy linéaire :

y'(t) = 3y(t)—3t, si t>0
y(0) =1
On a f(t,v) = 3v — 3t et une solution y(t) = (1 —1/3)e3t + ¢t + 1/3.
@ Probléme non-linéaire :

{ y'(t) = y(t), si t>0
y(0) = 0

On a f(t,v) = /v et trois solutions y(t) =0, y(t) = 4/8t3/27 et
y(t) = —/8t3/27.
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(6) = Ft.y(t)
(PO) U(t‘)) _ Jeoam

avec f : U — R™, U un ouvert de R x R™ et (t°,yl% ¢ U.
Theorem (Cauchy-Lipschitz)

On suppose que la fonction f est continue sur U et quelle est localement
lipschitzienne en 'y : V(t,y) € U, IW voisinage t, 3V voisinage y, 3L > 0
tels que

VseW, Y(u,v) € V2, [f(s,u) —f(s,v)| < L]u—v]| (7)

Sous ces hypothéses le probléme de Cauchy (PC) admet une unique
solution.

Proposition

.0 : L
Si —(t,y) est continue et bornée, alors f satisfait (7).

oy

V.
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@ Introduction

@ Dérivation numérique
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On note t" = a+ nh, n€ [0, N]] et h = (b — a)/N une discrétisation
réguliére de [a, b]. Soit (Dy), une approximation de y’(t"). On appelle
o différence finie progressive |'approximation

(Dy)P = y( ) — () e [0, N — 1] (8)

h
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On note t" = a+ nh, n€ [0, N]] et h = (b — a)/N une discrétisation
réguliére de [a, b]. Soit (Dy), une approximation de y’(t"). On appelle
o différence finie progressive |'approximation

(Dy)P = Y(tm)h_ V() o, — 1] (8)

o différence finie rétrograde I'approximation

(Dy)f = Y=Y g ©)

h
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On note t" = a+ nh, n€ [0, N]] et h = (b — a)/N une discrétisation
réguliére de [a, b]. Soit (Dy), une approximation de y’(t"). On appelle
o différence finie progressive |'approximation

(Dy)P = Y(tm)h_ V() o, — 1] (8)

o différence finie rétrograde I'approximation

()R = XX e g1y ©)

o différence finie centrée |'approximation

tn-‘rl) _ y(tn—l)

(Dy)S = X , Vne[l,N—1] (10)

2h
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Definition

Soit g une fonction. On dit que g se comporte comme un grand O de

h9 quand h tend vers 0

iH > 0,3C > 0, t.q. |g(h)| < Ch9, VYhe]—H,H[ < g(h) = O(h7)

Proposition (Développement de Taylor)
Soit f € C""1([a, b]; R).
o Y(x,y) € [a, b]? il existe un & €]x, y[ tel que

r f(r+1)(€)
- k _ N\l
g (=) + Ty =)
e Vx € [a, b], Vh e R* vérifiant x + h € [a, b], il existe
€ €] min(x, x + h),max(x, x + h)[ tel quel
r (r+1)
f(x+h)="~f(x 77( (f)h”rl

(r +1)!
Cuvelier F. (Ingénieurs Energétique I) 5 janvier 2015
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Définition

La différence |y’ (t") — (Dy)n| est appelée erreur de troncature au point
t". On dira que |y'(t") — (Dy)n| est d’ordre p > 0 si il existe une
constance C > 0 telle que

ly'(¢") — (Dy)a| < ChP.

Proposition
n+1y _ n
yen — on)f) =y en - 22X oy )
ny _ n—1
yen) — n)f) =y - L oy, 1)
n+1ly n—1
@) — )€ =y ~ LEEXED) o). as)
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Plan

@ Introduction

o Méthode des différences finies pour le probléme de Cauchy en
dimension m =1

Cuvelier F. (Ingénieurs Energétique I) E.D.O. : méthodes numériques (cours 1 5 janvier 2015 26 / 41



On veut résoudre le probléme de Cauchy :

"(t) = f(t,y(t), Vte[t0t°+ T]
(PC) {§<t°> ~ ek

La méthode d’Euler progressive est donnée par le schéma

0 (16)

{ y"tl = y" L hf(t",y"), Vne [0,N — 1]
v =yt

Ce schéma est explicite, car il permet le calcul direct de y"** en fonction
de y".
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On veut résoudre le probleme de Cauchy :

"(t) = f(t,y(t), Vte[tt"+ T]
(Pe) {§<t°> ~ peR

La méthode d’Euler régressive est donnée par le schéma

{ yn+1 — yn + hf(t"+1,y"+1), Yne [[O, N — 1] (17)
o= y(t)
Ce schéma est implicite, car y"*! est définit implicitement en fonction de
y™. Il faut donc résoudre & chaque pas de temps une équation non-linéaire
en utilisant des méthodes de point fixe par exemple.
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@ Exemple
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Soit I'E.D.O. suivante
{ y'(t) y(t) + £2y2(t), pour te[0,5],
y(0) = -1

de solution exacte
y(t)=1/(e7t — 2 + 2t —2).

Y =y()+ y?(t) avec y(0)=-1 et N=10
T T T T

exacte
—6— Euler Progressive
< Euler Regressive
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Soit I'E.D.O. suivante
{ y'(t) y(t) + £2y2(t), pour te[0,5],
y(0) = -1

de solution exacte
y(t)=1/(e7t — 2 + 2t —2).

Y (=y()+ y?(t) avec y(0)=-1 et N=50
T T T T

exacte
—&— Euler Progressive 7

&— Euler Regressive

~1¢:
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@ Stabilité (absolue)
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Stabilité (absolue)

On étudie le probléme modéle suivant :

{ Y'(t) = Ay(t), pour teR,,
y(@) = yw
ol A < 0 est donné. La solution exacte est
y(t) = yoe.
En particulier, on a
TR

Définition

On pose t" = nh, ou le pas de temps h > Q est donné et y" une
approximation de y(t") par un schéma donné. On dit alors que le schéma
associé a ce probléme est absolument stable si

lim y” =0.

n—+00

v
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Stabilité (absolue)

@ Ce n'est malheureusement pas toujours le cas avec le schéma d’Euler
progressif et h = 23 ~ 1.05.
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Stabilité (absolue)
@ Ce n'est malheureusement pas toujours le cas avec le schéma d’Euler
progressif et h = 23 ~ 1.05.

@ Instabilité Euler progressif - Stabilité Euler rétrograde :

8

N

o

-2

y'(t)=—2y(t) avec y(0)=1 et h=1.0526

e

exacte
Euler Progressive

Euler Regressive
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Stabilité (absolue)

@ Par contre, avec h = % ~ 0.95, le méme schéma est stable.
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Stabilité (absolue)

@ Par contre, avec h = % ~ 0.95, le méme schéma est stable.
@ Stabilité Euler progressif - Stabilité Euler rétrograde :

y'(t)=—2y(t) avec y(0)=1 et h=0.95238
T T T T T

1

T
exacte

—&— Euler Progressive
—<— Euler Regressive [

0.8

0.6

0.4

0.2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Stabilité (absolue)

Avec h = 0.1, les deux schémas sont stables :

y'(t)=-2y(t) avec y(0)=1 et h=0.1

1 T T
exacte
Euler Progressive
0.9 Euler Regressive [
| |
16 18 20
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Stabilité (absolue) pour Euler progressif

Le schéma d'Euler progressif associé au probléme modéle

{ y'(t) = Ay(t), pour teRy,
y(©0) = x

° y"+1 =y"+ hf(tn,yn) =y"+ Ahy" = (1 + Ah)yn
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Stabilité (absolue) pour Euler progressif

Le schéma d'Euler progressif associé au probléme modéle

{ y'(t) = Ay(t), pour teRy,
y(©0) = x

o yn+1 =y 4+ hF(t",y") = y" 4+ Ahy™ = (1 + Ah)y"
o y"=(1+Xh)"y° Vn=0
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Stabilité (absolue) pour Euler progressif

Le schéma d'Euler progressif associé au probléme modéle

{ y'(t) = Ay(t), pour teRy,
y(©0) = x

o y™h =y + hf(t",y") = y" + Ahy" = (1 + Ah)y"
o y"=(1+A)"y° V¥n=0
@ si |1+ Ah| <1 alors limp_, 100 |y"| = 0,

@ si |1+ \h| > 1alors limp, 00 |y"| = +00,
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Stabilité (absolue) pour Euler progressif

Le schéma d'Euler progressif associé au probléme modéle

{ y'(t) = Ay(t), pour teRy,
y(©0) = x

o ¥yl =y L hf(t", y") = y" + Ahy" = (1 4+ Ah)y"
o y"=(1+A)"y° V¥n=0

@ si |1+ Ah| <1 alors limp_, 100 |y"| = 0,

@ si |1+ Ah| > 1alors lim,_ 1o |y"| = +0,

°

Stabilité ssi |1 + Ah| <1 <= 0<h< —2.
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Stabilité (absolue) pour Euler progressif

Le schéma d'Euler progressif associé au probléme modéle

{ y'(t) = Ay(t), pour teRy,
y(©0) = x

y"T =y hf(t",y") = y" + Ahy" = (1 + Ah)y"
y" = (1+Ah)"y° ¥n>0
si |1+ Ah| < 1alors limy—1o0 [y"| =0,
si |1+ Ah| > 1 alors lim,— 1o |y"| = +0,
2

Stabilité ssi [1 + Ah[ <1 +<=0<h< —1%.

Le schéma d'Euler progressif est conditionnellement stable.
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Stabilité (absolue) pour Euler régressif

Le schéma d'Euler régressif associé au probléme modéle

{ y'(t) = Ay(t), pour teR,,
y(0) = xw

n+l — n o pf(pntl oty — 0 4 Ayt = n
°y y" 4+ hE(ETT, y ") =y + Ahy BV
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Stabilité (absolue) pour Euler régressif

Le schéma d'Euler régressif associé au probléme modéle

{ y'(t) = Ay(t), pour teR,,
y(0) = xw

° yn+1 — yn + hf(t"+1,y"+1) — yn + )\hy"+1 — yn

1 n
n — _ 0 >
oy (1_)\h)y,Vn/0

e Or |2| < 1donc limp_, o |y"| =0,

1—M\h
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Stabilité (absolue) pour Euler régressif

Le schéma d'Euler régressif associé au probléme modéle

{ y'(t) = Ay(t), pour teR,,
y(0) = xw

1 n
1-

° yn+1 _ yn + hf(t"+1,y"+1) — yn + )\hy"+1 _

1 n
n — 0 >
oy (1_)\h>y,Vn/0

e Or |2| < 1donc limp_, o |y"| =0,

@ Le schéma d'Euler régressif est inconditionnellement stable.

Cuvelier F. (Ingénieurs Energétique I) E.D.O. : méthodes numériques (cours 1 5 janvier 2015

38 / 41



Plan

@ Introduction

o Méthode des différences finies pour le probléme de Cauchy en
dimension m
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On veut résoudre le probléme de Cauchy :

"(t) = f(t,y(t)), Vte[t0t°+ T]
" @ T lan

La méthode d’Euler progressive est donnée par le schéma

y™l = y" + hf(t",y"), Yne[0,N —1]
0 _ u(40 (18)
y' = y(&)
Ce schéma est explicite, car il permet le calcul direct de y"** en fonction

de y".
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On veut résoudre le probléme de Cauchy :

"(t) = f(t,y(t)), Vte[t0t°+ T]
" @ T lan

La méthode d’Euler régressive est donnée par le schéma

{ y™l =y 4 RF(E YY) Ve [0,N — 1] (19)

' =y

n+1

Ce schéma est implicite, car y"** est définit implicitement en fonction de

n

y .
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