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Probléme de Cauchy :

1) = fley(®)
P @ T e

Les méthodes a pas multiples s'écrivent sous la forme générale :

I

k
Zaiy[nJrl hZBI n+l n+ ) (1)
i=0

ou k est le nombre de pas, ay # 0 et |ag| + |Bo| > 0 et yln+il
connus Vi € [0, k — 1].

Remarque

Si Bx = 0 le schéma est explicite, sinon il est implicite.
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Z iy [n+i] _ hZ ﬁl n+l n+l )

Définition (ordre)

[n+k]

Soit y la solution du probléme de Cauchy (PC) et y la valeur

obtenue par le schéma (1) en prenant yl"+il = y(t+1),
Vi e [0,k —1]. Alors, I'erreur locale est

7(n+ k) = y(¢£"Hk) — ylr+kl,

Le schéma (1) est d’ordre p si

(n+ k) = O(hP).
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Z aiy [n+i] _ hE 51 n+l n+1 )

Un schéma a pas multiple de type (1) est d’ordre p si et seulement
si

Za; = 0,

k
g B, ¥qel[l,p].

i=0 i=0

[
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Exemple : schéma de point milieu

@ schéma du point milieu :

ylrtll — =1 L ohf(¢n, ylrly n > 1,
ylol = donné.
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@ schéma du point milieu :

ylrtll — =1 L ohf(¢n, ylrly n > 1,
ylol = donné.

@ schéma a 2 pas.
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@ schéma du point milieu :

ylrtll — =1 L ohf(¢n, ylrly n > 1,
ylol = donné.

@ schéma a 2 pas.

@ Schéma d’ordre 2.
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Exemple : schéma de point milieu

@ schéma du point milieu :

ylrtll — =1 L ohf(¢n, ylrly n > 1,
ylol = donné.

@ schéma a 2 pas.
@ Schéma d’ordre 2.

e Comment calculer yl11?
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Exemple : schéma de point milieu

@ schéma du point milieu :

ylrtll — =1 L ohf(¢n, ylrly n > 1,
ylol = donné.

@ schéma a 2 pas.
@ Schéma d’ordre 2.

e Comment calculer yl11?
= avec un schéma a un pas de méme ordre (ou d’ordre
supérieur)
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On note fI = £(t", ylnl)

en=1,

{ y[n+1] _ y[n] + g <3f[n] _ f[nfl]) ,

donné.

<
S
2
Il
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On note fI = £(t", ylnl)

en=1,

y[n+1] _ y[n] + g <3f[n] _ f[nfl]) :
ylo] = donné.

{ ylnetl =yl 4 (23{["] _16fln-1 +5f[n—2]>7

= donné.
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On note fL" — f(tnvy[”])

oen=>1,
y[n+1] = y[n] + g <3f[n] _ f["*l]) ,
y[o] = donné.
o n=2,
y[”+1] — y[n] + % (23{["] _ 16f‘["*1] + 5f[nf2]> :
y[o] = donné.
e n=3

y[”+1] - y["] + % (55f[”] — 5ofln=1 | 37fln=2] _ gf[n—3]> 7
y[o] = donné.
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On note Fl7l — £(t7 ylnl

oen=>1,
y[n+1] — y[n] + g <3f[n] _ f["*l]) ,
ylol = donné.
o n=2,
y[”+1] - y[n] + % (23{["] _16fln—1 + 5f[nf2]> :
ylo = donné.
=

y[”+1] - y["] + % (55f[”] — 5ofln=1 | 37fln=2] _ gf[n—3]> 7
y[o] = donné.

Ces schémas sont explicites et leur ordre correspond a leur nombre
de pas, respectivement 2, 3 et 4.
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Méthodes d'Adams-Bashforth

On note £ = £(t7 ylnl

Exercice

Ecrire la fonction algorithmique AB2 associée au schéma
d’Adams-Bashforth d'ordre 2

h
[n+1] _ o] 4 & [n] _ £[n—-1]
y y 4+ 5 (3f f )

pour la résolution du probléme de Cauchy

(&) = Ft.y(t)
(PO) U(r{’) _ yecam
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On note fI = £(t", ylnl)

en=0,

ylnt1l = y[n]+g(f[n+1] +f[n]>7
ylol = donné.



Méthodes a pas multiples
oe0
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On note fI = £(t", ylnl)

en=0,

{ ylot1l — ylnl +g(f[n+1] +f[n]>7

{ yletl =yl 4 <5f[n+1] 4 gfln _ f[n—l]) 7

= donné.
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Méthodes d'Adams-Moulton
On note fI = £(t", ylnl)

e n=0,

ylrtl = ylnl b <5f[n+1] 4 gflnl _f[nf1])7
yl® = donné.

y[”+1] = y[n] + % (9f[n+1] + 19f[n] _ 5f[”_1] + f'[n_2]> ,
y[o] = donné.
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On note fI = £(t", ylnl)

en=0,

ylrtl = ylnl b <5f[n+1] 4 gfln] _f[nf1])7
yl® = donné.

y[”+1] = y[n] + % (9f[n+1] + 19f[n] _ 5f[”_1] + f'[n_2]> ,
y[o] = donné.

Ces schémas sont implicites et leur ordre correspond a leur nombre
de pas plus 1, respectivement 2, 3 et 4.
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On note I = £(¢", ylnl)

Exercice

Ecrire la fonction algorithmique AM2 associée au schéma
d'Adams-Moulton d’ordre 2

G (Fir 4 £

[n+1] _ [n]
y y +2

pour la résolution du probléme de Cauchy

t) = f(t,y(t)
(PC) {y(to) = ¥o eyR’"-

On pourra utiliser la fonction PointFixe de paramétres ¢, xo
(position initiale), tol (tolérance), nmax (nombre maximum
d’itération) retournant une approximation du point x tel que
¢(x) = x par une méthode de point fixe.

<
<
—~
N—
|
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Schéma prédicteur-correcteur

Un schéma de type prédicteur-correcteur consiste a combiner un
schéma explicite (prédicteur) avec un schéma implicite
(correcteur) pour obtenit un nouveau schéma explicite.
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Schéma prédicteur-correcteur

Un schéma de type prédicteur-correcteur consiste a combiner un
schéma explicite (prédicteur) avec un schéma implicite
(correcteur) pour obtenit un nouveau schéma explicite.

Exemple 1 :

e Euler explicite : yl"+1 = ylnl 4 pf (7 yln])
o Euler implicite : y[n+1] = ylnl 4 pf (g1 y[n+1])

Schéma prédicteur-correcteur associé :
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Schéma prédicteur-correcteur

Un schéma de type prédicteur-correcteur consiste a combiner un
schéma explicite (prédicteur) avec un schéma implicite
(correcteur) pour obtenit un nouveau schéma explicite.

Exemple 1 :

e Euler explicite : yl"+1 = ylnl 4 pf (7 yln])

o Euler implicite : yl"+1 = ylrl 4 pf (g1 yln+1])
Schéma prédicteur-correcteur associé :

o Prédiction : yl"tt — ylnl 1 pf (¢ ylnl)
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Schéma prédicteur-correcteur

Un schéma de type prédicteur-correcteur consiste a combiner un
schéma explicite (prédicteur) avec un schéma implicite
(correcteur) pour obtenit un nouveau schéma explicite.

Exemple 1 :

e Euler explicite : yl"+1 = ylnl 4 pf (7 yln])

o Euler implicite : y[n+1] = ylnl 4 pf (g1 y[n+1])
Schéma prédicteur-correcteur associé :

o Prédiction : yl"™l = ylnl 4 pf (¢ ylol

e Correction : yln+1] — yln] 4 hf(t"+1’y["+1])
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Schéma prédicteur-correcteur

Un schéma de type prédicteur-correcteur consiste a combiner un
schéma explicite (prédicteur) avec un schéma implicite
(correcteur) pour obtenit un nouveau schéma explicite.

Exemple 1 :

e Euler explicite : yl"+1 = ylnl 4 pf (7 yln])

o Euler implicite : y[n+1] = ylnl 4 pf (g1 y[n+1])
Schéma prédicteur-correcteur associé :

o Prédiction : yl"™l = ylnl 4 pf (¢ ylol

e Correction : yln+1] — yln] 4 hf(t"+1’y["+1])

On obtient alors le schéma :

y[n+1] :y[n] + hf(tn+1,y[n] + hf(t”,y["])).
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Schéma prédicteur-correcteur

Exemple 2 :
e Euler explicite : yl"+11 = ylnl 4 pf (7 yln])

o Trapéze implicite :
y[n+1] — y[n] + g(f(tn’y[n]) + f(tn-l‘l’y[n-i-l]))
Schéma prédicteur-correcteur associé :
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Schéma prédicteur-correcteur

Exemple 2 :
e Euler explicite : yl"+11 = ylnl 4 pf (7 yln])
e Trapéze implicite
yIm 1) = ylol s Bef(en,ylol) 4 £ (m L,y o))
Schéma prédicteur-correcteur associé :
o Prédiction : yl"™1 = ylnl o pf(en ylnl)
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Schéma prédicteur-correcteur

Exemple 2 :
e Euler explicite : yl"+11 = ylnl 4 pf (7 yln])
e Trapéze implicite
yIm =yl B(F (10, y1o)) (201, ylo)
Schéma prédicteur-correcteur associé :
o Prédiction : yl"™1 = ylnl o pf(en ylnl)
e Correction : yl"+1l = y[”] +A(f (e, yln]) + f (el yltily)
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Schéma prédicteur-correcteur

Exemple 2 :

e Euler explicite : yl"+11 = ylnl 4 pf (7 yln])

o Trapéze implicite

y[n+1] :y[n] + A (f(t”,y )—I—f(t"'H y[n+1]>)

Schéma prédicteur-correcteur associé :

o Prédiction : ylnt — y[nl o pf(¢n ol

e Correction : yl"+1l = y[”] + A (e, yloly 4 f (et plntily)
On obtient ici un schéma de Runge-Kutta d'ordre 2
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On note fI = £(¢", ylnl)

Exercice

Ecrire la fonction algorithmique ABAM3 associée au schéma
prédicteur-correcteur d’Adams-Bashford et d’Adams-Moulton
d'ordre 3 :
h
[+11 — Il 4 = (] _ 16f[n—1 [n—2]
y i (23f 16171 4 5f ) (2)
il il % (5#17 4 glr) — fln)) 3)
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