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Réaction BZ (Belousov-Zhabotinsky)

7
(a) Boris Pavlovich (b) Anatol Zhabotinsky  (c) llya Prigogine
Belousov 1893-1970, 1938-2008, Chimiste 1917-2003, Physicien et
Chimiste et biophysicien russe chimiste belge (origine
russe russe). Prix Nobel de

chimie en 1977
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Modéle du Brusselator (1970)

Une solution de bromate de potassium et d'acide sulfurique mélangée a une
solution d'acide manolique et de bromure de sodium peut entrainer, sous
certaines conditions, une oscillation de la couleur de la solution mélange du
rouge au bleue avec une période de 7 secondes.

Le modéle associé est nommé modéle du brusselator. Sous certaines
hypothéses, le modéle simplifié peut s'écrire :

{X’(t) = 1+aX?()Y(t) = (B+1)X(1) (1)
YI(t) = —aX?(t)Y(t) + BX(t)
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Modéle du Brusselator

Avec o =1, =35 etles C.l. X(0) =3 et Y(0) =2:

Brusselator simplifie - Concentrations
T T T

xo
Y()

ab

35

3k

25

2k

1.5r

1t

051

L
50

60

2016/01/11

7 /52



Modéle du Bruxelator
Avec o =1, =35 etles C.l. X(0) =3 et Y(0) =2:

Brusselator simplifie
451
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Modéle du Brusselator

Avec o =1, =35 etles C.l. X(0) =3 et Y(0) =2:

Brusselator simplifie

i N
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Modéle de Lorentz

Le couplage Océan-Atmosphére est
décrit par un systéme d'E.D.P. cou-
plées de Navier-Stokes de la mé-
canique des fluides.

Le modéle de Lorentz est une ver-
sion trés simplifiée de ces équations
pour |'étude du phénoméne de convec-

(a) Edward Norton Lorenz tion de Rayleigh-Bénard :

1917-2008, Mathématicien ’(t)

X
et météorologiste ,
américain y/(t) x(t)y(t) + px(t) — y(t)
z

() x(t)y(t) — Bz(t)

e x(t) : proportionnel a l'intensité du mouvement de convection,

ox(t) + oy(t)

e y(t) : proportionnel a la différence de température entre les courants
ascendants et descendants,

e z(t) :proportionnel a une variation de température

_Méténrnlngie : modéle de Lorentz (1963) 2016/01/11 10 / 52



Modéle de Lorentz

Avec 0 =10, p = 28, 3 = 8/3 et les données initiales
x(0) = —8,y(0) = 8,z(0) = 27 (courbe bleue) et des données initiales
perturbées x(0) = —8 + le — 4,y(0) = 8,z(0) = 27 (courbe rouge)
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Modéle de Lorentz : papillon

En représentant la courbe paramétré (x(t),y(t),z(t)) dans I'espace, on
obtient I'attracteur étrange de Lorenz en forme d'aile de papillon

Modele de Lorentz
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Pendule pesant sans viscosité

Le pendule pesant : objet pesant accroché a une tige de masse négligeable,
I'autre extrémité de la tige est I'axe de rotation du pendule.

0" (t) + f sin(6(t)) = 0. (2)

ou 6(t) est I'angle que fait, a l'instant t, le pendule par rapport a I'axe
vertical, L la longueur de la tige.
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Pendule pesant sans viscosité

Avec%=3et|esC.|.00=%”,c96=0:

Pendule pesant - valeur angulaire
3 T T T T

Pendule pesant - vitesse angulaire
4 T T T T T
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Pendule pesant sans viscosité

Avec%=3et|esC.|.00=%”,c96=0:

Pendule pesant
4

Cl0]
o
T
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Pendule pesant sans viscosité
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Soity : I « R —> RR™ de classe
CP (continiment dérivable d'ordre p). On note y(P) la dérivée d’ordre p de y.

@ Definition 2.1
On appelle équation différentielle ordinaire (E.D.O.) d’ordre p une équation de
la forme :
F(t,y ),y M (0),yP(2),...,yP (1)) = 0.
@ Definition 2.2

On appelle forme canonique d'une E.D.Q. une expression du type :

y®P(t) = G(ty (1), yD (), yP(t),....y® V(1)) (3)

Proposition 2.3

Toute équation différentielle d’ordre p sous forme canonique peut s'écrire comme un
systéme de p équations différentielles d’ordre 1.

© Définitions et résultats G il Ty vz
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¥ Definition 3.1: probléme de Cauchy PAakaRakakd
Soit f I'application continue définie par

f : [t +T]xR” — R7
(t,y) — f(t,y)

avec T €]0,+0o0]. Le probléme de Cauchy revient a chercher une
fonction y définie par

y @ [t9t9+T] — Rm
t — y(t)

continue et dérivable, telle que

y'(t) = f(t,y(t), Vte[tt®+ T] (4)
y(® = yllerm (5)

 Probléme de Cauchy G il Ty vz



y'(t) = f(t,y(t)), Vte[t0 t°+ T]
(C) {y(tO) _ y[O]ERm.

{3 Exercise 3.1

Quelles sont les données du probléme de Cauchy?
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y'(t) = f(t,y(t)), Vte[t0 t°+ T]
(C) {y(tO) _ y[O]ERm.

{3 Exercise 3.2

Quelles sont les données du probléme de Cauchy?
e %R, TeR"™, me IN*

e la fonction f

o le vecteur yl0 ¢ R™
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{3 Exercise 3.3

Pour chacune des E.D.O. suivantes écrire le probléeme de Cauchy associé

(a) { x"(t ) + ax’(t) + Bcos(x(t)) = sin(t), t€]0,2n]
x(0 ‘(0
LCV"(t) + < + R1C> "(t) + < + 1) v(t) = e, t€]0,100]
v(0) =0, v/ 0)_0
(t) +2sm( ) ( )—y(t) =0, t€]0, T]
0)—U0 y! (0)—V0 y@(0) = wo.
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@ Exercise 3.4

Déterminer le probléme de Cauchy associé au modéle du Brusselator simplifié

B) X'(t) = 1+aX?(t)Y(t) - (B+1)X(t)
( { Y'(t) = —aX?(t)Y(t) + BX(t)

avec C.I. X(0) = Xp et Y(0) = Yo.
é Exercise 3.5
Déterminer le probleme de Cauchy associé au modele du pendule pesant sim-
plifié :
(P) 6@(t) + %sin(e(t)) —0.

avec C.I. 0(0) = 6y et 6'(0) = 6.
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e Probléme de Cauchy liné&aire :

{ y'(t) = 3y(t)—3t, si t>0
y(0) =1

On a f(t,v) = 3v — 3t et une solution y(t) = (1 —1/3)e3* + ¢t +1/3.
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e Probléme de Cauchy liné&aire :

{ y'(t) = 3y(t)—3t, si t>0
y(0) =1

On a f(t,v) = 3v — 3t et une solution y(t) = (1 —1/3)e3* + ¢t +1/3.

e Probléme non-linéaire :

{ y'(t) = y(t), si t>0
y(0) = 0

On a f(t,v) = {/v et trois solutions y(t) =0, y(t) = 1/8t3/27 et
y(t) = —4/8t3/27.
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yiD) = fly(o)
o {6 e

avec f : U — R™, U un ouvert de R x R™ et (t°,yl%) e U.

Theorem 1: Cauchy-Lipschitz

On suppose que la fonction f est continue sur U et quelle est localement
lipschitzienne en y : V(t,y) € U, 3W voisinage t, 3V voisinage y, 3L > 0 tels
que

VseW, Y(u,v)e V2 |f(s,u) —f(s,v)| < L|u—v| (6)

Sous ces hypothéses le probléme de Cauchy (PC) admet une unique solution.

Proposition 3.2

Si Z—;(t,y) est continue et bornée, alors f satisfait (6).
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On veut résoudre le probléme de Cauchy :

"(t) = f(t,y(t), Vte[tt"+ T]
(PC) {§<t°> " peR

D'apres la formule de Taylor-Lagrange :
y(£" 4+ h) = y(t") + hy'(t") + O(h?)
La méthode d'Euler progressive est alors donnée par le schéma

{ y[n+1] y[n] + hf(t”,y["]), Vne [[O, N — 1]] (7)
O = )

n+1]

Ce schéma est explicite, car il permet le calcul direct de y! en fonction

de ylnl.
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On veut résoudre le probléme de Cauchy :

"(t) = f(t,y(t), Vte[t0t°+ T]
(PC) {§<t°> " peR

D’aprés la formule de Taylor-Lagrange :
y(tn-i-l _ h) _ y(tn-i-l) _ hy/(tn+1) + O(hz)

La méthode d’Euler régressive est donnée par le schéma

{ y[n+1] _ y[n] + hf(t"*l,y["Jrl]), Vne[0,N—1] (8)

v =y ()

Ce schéma est implicite, car y["™1] est définit implicitement en fonction de

y[7 1l faut donc résoudre a chaque pas de temps une équation non-linéaire
en utilisant des méthodes de point fixe par exemple.
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1’3’ Exercise 4.1

On veut résoudre numériquement le probléme (P) suivant : trouver y telle que

'(t) = cos(t)+1, Vte[0,4n]
™ {7 =

dont la solution exacte est y(t) = sin(t) + t.
On rappelle le schéma d’Euler progressif pour la résolution d’un probléme de Cauchy

s y(tD =y L pf(en, y (),
y© donné.

Q.1  Expliquer en détail comment utiliser le schéma d’Euler progressif pour résoudre le
probléme (P) en précisant entre autres les données, les inconnues, les dimensions des variables,
lien entre y(") et la fonction y, ...

Q.2 Soit a, b, a < b deux réels. Ecrire une fonction DisReg retournant une discrétisation de
I'intervalle [a; b] avec N pas (constant) de discrétisation.

Q.3 Ecrire une fonction REDEP retournant I'ensemble des couples (t,y(") calculés par le
schéma d’Euler progressif.

Q.4 Ecrire un algorithme complet de résolution de (P) par le schéma d’Euler progressif.
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Exemple

Soit I'E.D.O. suivante
{y’(t) = y(t) + t2y%(t), pour te[0,5],
y(0) = -1

de solution exacte y(t) = 1/(e™t — t> + 2t — 2).

Y(O=y(0)+ y*() avec y(0)=-1 et N=10
T T T T T

exacte
—o&— Euler Progressive

4— Euler Regressive

L L L L L L L L
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
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Exemple

Soit I'E.D.O. suivante
{y’(t) = y(t) + t2y%(t), pour te[0,5],
y(0) = -1

de solution exacte y(t) = 1/(e™t — t> + 2t — 2).

Y(O=y(0)+ y*() avec y(0)=-1 et N=50
T T T T T

exacte
—o&— Euler Progressive
— Euler Regressive

-18 L L L L
0 3 35 4 45 5
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@ Différences finies m > 1

2016/01/11 32 / 52



On veut résoudre le probléme de Cauchy :

"(t) = f(t,y(t)), Vte[t0 t®+ T]
") @ Z i

La méthode d'Euler progressive est donnée par le schéma

{ yIrt 1 = ylal o opf(en yloly wne o, N —1] ©)
yo =y
Ce schéma est explicite, car il permet le calcul direct de y!"*1] en fonction

de ylnl.
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On veut résoudre le probléme de Cauchy :

"(t) = f(t,y(t)), Vte[t0 t®+ T]
(Pe) {§<t°> ~ yooRm

La méthode d’Euler régressive est donnée par le schéma

{ y[n+1] _ y[n] + hf(tn+17y[n+1])7 Vne [[0, N — 1] (10)

ylo =y

n+1]

Ce schéma est implicite, car y! est définit implicitement en fonction de

ylnl.
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@ Méthodes a un pas
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Soit y la solution d’un probléme de Cauchy et (t")N_; la discrétisation
réguliére de l'intervalle [t°,t° + T].

@ Definition 6.1: Méthodes a un pas

Les méthodes a un pas utilisent la formule générale:
y!m =yl 4 ho(e”, yt, ) (11)

Le schéma (11) converge sur l'intervalle [t°, t%+ T] si, pour la suite des
yl7l calculés, I'écart maximum avec la solution exacte diminue quand
le pas h diminue:

lim max Hy[”] —y("| =0

h:%_,o ne{0,...,N}

Pour la méthode d'Euler progressif ®(t,y, h) = f(t,y).

 Méthodesaunpas G G Ty vz



¥ Definition 6.2: Consistance

Le schéma de calcul (11) est consistant avec le probléme de Cauchy

(4)-(5) si

y (™) —y(¢")
h

[im max
h=%—>0 w

—®(t" y(t"), h)H =0

Cela signifie que le schéma doit &tre une approximation vraisemblable,
bien construite.

Theorem 2

Le schéma (11) est consistantavec le probléme de Cauchy (4)-(5) si
®(t,y,0) = f(t,y).
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¥ Definition 6.3: Stabilité

La méthode est stable si une petite perturbation sur y[%! ou ® n’entraine
qu’une petite perturbation sur la solution approchée, et cela quel que
soit le pas h.

Theorem 3

Si ®(t,y, h) vérifie la condition de Lipschitz en y alors la méthode est
stable.

Theorem 4

Si la méthode est stable et consistante, alors elle converge pour
n'importe quelle valeur initiale.
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¥ Definition 6.4: Ordre d'un schéma

(4)-(5) vérifie

y (™) —y (")

h

maXx
n

Le schéma (11) est d'ordre p si la solution y du probléme de Cauchy

-6y (¢"). )| = ()

Lemma 6.5

Soient y la solution du probléme de Cauchy (4)-(5

) e

par un schéma a un pas (11) d’ordre p avec y!°!

max

HE=®

= O(h)

t(y!
y(t°). On a alors

)ne[[o ] donnés

(12)
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Proposition 6.6

Le schéma d'Euler progressif est une méthode a un pas d'ordre 1.

y'(t) = cos(t) + 1, te[0,4n] avec y(0) =0 (sol.ex.y(t) =sin(t) + t)

s Erreur avec h = 2/(20 x T), N=20
. T T T

06 - 1

0.4 - 1

Error

02 - 1

Erreur avec h = 2/(200 x T'), N=200
T T T T

I / ﬁ\\ N\ ]
/ \ // \\
) .
/ \

\
// \ // \\

4 N4 N

0= L L N L L h
0 2 4 6 8 10 12 14

Figure : Méthode d'Euler progressive : vérification numérique de 1'ordre
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Proposition 6.6

Le schéma d'Euler progressif est une méthode a un pas d'ordre 1.

y'(t) = cos(t) + 1, te[0,4n] avec y(0) =0 (sol.ex.y(t) =sin(t) + t)

0.08 -

E(h)

0.06 -

0.04 -

L L L L L L
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

Figure : Méthode d'Euler progressive : vérification numérique de I'ordre
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Méthodes de Runge-Kutta

(a) Carle Runge 1856-1927,  (b) Martin Wilhelm Kutta (c) John C. Butcher 1933,
mathématicien et physicien 1867-1944, Mathématicien Mathématicien appliqué
allemand allemand néozélandais

L’idée fondamentale des méthodes de Runge-Kutta est d'intégrer I'équation
y'(t) = f(t,y(t)) sur [t", t"T1] et de calculer:

tn+1

y (™) = y(em) + j F(t,y(1)dt.

tn

en utilisant une formule d'intégration numérique a g points intermédiaires
t™+1 — 7 1 jh pour calculer I'intégrale.
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Méthodes de Runge-Kutta

Ce sont des méthodes a un pas :
y[n+1] — y[n] + h¢(t"7y[n], h)
avec

q
Oty h) = cikl(t,y h

i=1
et

.- q o
Kty by =f <t+ha,-,y+h2 b,-,jkD](t,y,h)) ,1<i<gq

Jj=1

que I'on peut représenter sous la forme d’un tableau dit tableau de
Butcher :

(o8]

B (13)

avec B = (bjj)ije[1,q) € M, q(R), @ = (ai)icf1,q) € R7 et
¢ = (Ci)ie[1,q € RY

(9]
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Proposition 6.7

e Les méthodes de Runge-Kutta explicites sont stables si f est contractante en y. e
Une méthode de Runge-Kutta est d'ordre 0 si

q
aj = Zb’f

Jj=1

e Une méthode de Runge-Kutta est d'ordre 1 (et donc consistante) si elle est d’ordre

Oetsi
q
Z Ci = 1.
i=1
e Une méthode de Runge-Kutta est d’ordre 2 si elle est d'ordre 1 et si
q
z ciaj =1/2.
i=1

e Une méthode de Runge-Kutta est explicite si la matrice B est triangulaire inférieure
a diagonale nulle :
Vij)ellql, j=i, by=0.
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Runge-Kutta d’ordre 2

0
1
2a
1

(14)

| Bl o
Dlo o

(6%
®(t,y,h) = (1—a)f(t,y) + f(t+i +if(t )
7y7 - « a.y « 20é’y 20( 7y

o o =1, méthode de Heun :

ylott =yl gf(t",y["]) + gf (t"“,y["] + hf(t",y["])) :

e o = 1, méthode d’Euler modifiée ou méthode du point milieu:
ylr =yl pf (t” + g,y[”] + gf(t",y[”])> .
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;3 Exercise 6.1
la méthode de Heun est donnée par
(1] _ o], Mepon inly  Pe (ini1 ) n o ln]

y" =y Sf ity )+§f(t ylh L hf ey ))-
Q.1  Ecrire la fonction algorithmique REDHeunVec permettant de
résoudre un probléme de Cauchy (vectoriel par la méthode de Heun en
utilisant au plus 2N évaluation de f.

Q.2  Ecrire un programme algorithmique permettant de retrouver
numériquement ['ordre de cette méthode.

PSRRI Méthodes de Runge-Kutta 2016/01/11 45 52



Application

y'(t) = cos(t) + 1, te[0,4n] avec y(0) =0 (sol.ex.y(t) =sin(t) + t)

1072
—o— Heun (ordre 1.999)
o ofh)
—8-—oh?)
107
Z 04
S0
10°°
10°©
1072 107 10°

h

Figure : Méthode dde Heun : vérification numérique de |'ordre
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Runge-Kutta d’ordre 4

La méthode explicite la plus utilisée est donnée par le tableau de Buchler
suivant

0 0 0 0 0
1/2/1/2 0 0 0
12 0 12 0 0 (15)
1 0 0 1 0
|1/6 2/6 2/6 1/6
Ce qui donne le schéma explicite de Runge-Kutta d’ordre 4 :
K= f(eny)
K = f(en 4 b ylel o Bl
K = f(en 4 byl 4 bkl (16)
K = f(en 4 byl 4+ kT
Y B L P P T )
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;3 Exercise 6.2

la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 est donnée par

K f (e, yl)

k["] — f(t"+ ﬁ [] hk"])
k["] — f(e"+ Byl hk"])
k["] — F(t"+ hyl + pkl™)

y["“] =yl had 2k£" + 2k + k).

y[n+1] :y[ + f( .y n]) + f( n+1’y[n] + hf(tn,y[n])).

Q.1 Ecrire la fonction algorithmique REDRK4Vec permettant de résoudre un
probléme de Cauchy (vectoriel par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4.
Q.2 Ecrire un programme algorithmique permettant de retrouver numérique-
ment ['ordre de cette méthode.

PSRRI Méthodes de Runge-Kutta 2016/01/11 48/ 52



y'(t) = cos(t) + 1, te[0,47] avec y(0) =0 (sol.ex.y(t) = sin(t) + t)

—%— Heun (ordre 1.999)
—<— RK4 (ordre 3.998)
—-8-—oh?)
—-a-—oh?)
—b-— o) ]

E(h)

101 E

10 -12 1
102 10t 10°

Figure : Méthode RK4 : vérification numérique de I'ordre

mais ...
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y'(t) = cos(t) + 1, te[0,4n] avec y(0) =0 (sol.ex.y(t) =sin(t) + t)

102
—%— Heun (ordre 2.000)
—<— RK4 (ordre 2.908)
—-8-—oh?)
104 F —-B-—0(h? 4
—B—on*

1010 |

10712

10 102 10t

Figure : Méthode RK4 progressive : vérification numérique de |'ordre
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@ Méthodes a pas multiples
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Part IV

Résolution numérique des E.D.P.
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