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Exercice 1

Soient h ą et les trois opérateurs aux di�érences �nies suivant

pD`h ϕqpxq “
1

h
pϕpx` hq ´ ϕpxqq

pD´h ϕqpxq “
1

h
pϕpxq ´ ϕpx´ hqq

pD0
hϕqpxq “

1

2h
pϕpx` hq ´ ϕpx´ hqq

Q. 1 Monter que ces trois opérateurs sont linéaires (i.e. @pλ, µq P R2, @ϕ : R ÝÑ R, @ψ : R ÝÑ R,
Dhpλϕ` µψq “ λDhϕ` µDhψ.)

Q. 2 On suppose que ϕ P Ckpra, bs;Rq avec k ě 2. Montrer que les opérateurs D`h et D´h sont des approximations

consistantes d'ordre 1 de dϕ
dx .

Q. 3 On suppose que ϕ P Ckpra, bs;Rq avec k ě 3. Montrer que l'opérateur D0
h est une approximation consistante

d'ordre 2 de dϕ
dx .

Exercice 2

Soient ϕ : U Ă R2 ÝÑ R une fonction su�sament régulière, h ą 0 et les trois opérateurs aux di�érences
�nies suivant dé�nis pour i P v1, 2w

pD`h,iϕqpxxxq “
1

h

´

ϕpxxx` heeerisq ´ ϕpxxxq
¯

pD´h,iϕqpxxxq “
1

h

´

ϕpxxxq ´ ϕpxxx´ heeerisq
¯

pD0
h,iϕqpxxxq “

1

2h

´

ϕpxxx` heeerisq ´ ϕpxxx´ heeerisq
¯

avec eeer1s “

ˆ

1
0

˙

et eeer2s “

ˆ

0
1

˙

.

Q. 1 Monter que ces trois opérateurs sont linéaires (i.e. @pλ, µq P R2, @ϕ : U Ă R2 ÝÑ R, @ψ : U Ă R2 ÝÑ R,
Dh,ipλϕ` µψq “ λDh,iϕ` µDh,iψ.)

Q. 2 On suppose que ϕ P CkpU Ă R2;Rq avec k ě 2. Montrer que les opérateurs D`h,i et D
´
h,i sont des approxi-

mations consistantes d'ordre 1 de Bϕ
Bxi
.

Q. 3 On suppose que ϕ P CkpU Ă R2;Rq avec k ě 3. Montrer que l'opérateur D0
h,i est une approximation

consistante d'ordre 2 de Bϕ
Bxi
.
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Exercice 3

Q. 1 Ecrire la fonction AssembleMat1D retournant la matrice M PMdpRq dé�nie par

M “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

γ 0 0 . . . . . . . . . 0

β α β
. . .

...

0
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . β α β

0 . . . . . . . . . 0 0 γ

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(1)

où α, β et γ sont des réels donnés.

On souhaite résoudre par un schéma aux di�érences �nies l'EDP suivante

´u2 ` cu “ f in sa, br,

upaq “ α,

upbq “ β.

Q. 2 En prenant le jeu de données a “ 0, b “ 2π, c “ 1, α “ 1, β “ ´1 et f : x ÞÑ cospx2q, écrire un programme
permettant de résoudre l'EDP précédente. On pourra utiliser la fonctionXXX Ð SolvepA,BBBq retournant la solution
du système linéaire AXXX “ BBB.

Q. 3 En choisissant judicieusement un jeu de données écrire un programme permettant de véri�er l'ordre du
schéma utilisé à l'aide de la formule (??).

Exercice 4

Soit ϕ une fonction su�sament régulière et h ą 0

Q. 1 Montrer que
dϕ

dx
pxq “

´3ϕpxq ` 4ϕpx` hq ´ ϕpx` 2hq

2h
`Oph2q (1)

Q. 2 Montrer que
dϕ

dx
pxq “

3ϕpxq ´ 4ϕpx´ hq ` ϕpx´ 2hq

2h
`Oph2q (2)

Exercice 5

Soit le problème suivant

´u2pxq ` cpxqupxq “ fpxq, @x Psa; br, (1)

u1paq “ α, (2)

upbq “ β. (3)

Q. 1 1. Quelles sont les données du problème (1) à (3)? (préciser le type de chaque donnée : réel, entier,
fonction, vecteur, ...)

2. Quelles sont les inconnues du problème (1) à (3)? (préciser le type)

3. Quelles sont les conditions initiales?

4. Quelles sont les conditions aux limites?

Q. 2 Construire une discrétisation régulière de ra; bs avec N pas de discrétisation en espace.
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On note xi, i P v0, Nw cette discrétisation. On souhaite résoudre (1) à l'aide du schéma numérique

´
ui`1 ´ 2ui ` ui´1

∆x2
` ciui “ fi. (4)

Q. 3 1. Expliquer comment le schéma (4) a été obtenu à partir de (1) et préciser ce que représente les termes
ui, fi, ci et ∆x?

2. Donner l'ensemble E des valeurs que peut prendre i dans le schéma (1).

3. Construire une discrétisation des conditions aux limites d'ordre 2 au moins.

4. Le schéma global est de quel ordre? Justi�ez.

On note VVV le vecteur de dimension N ` 1, de composantes VVV i “ ui´1, @i P v1, N ` 1w.

Q. 4 Montrer que le vecteur VVV est solution du système linéaire

AVVV “ FFF (5)

en explicitant la matrice A et le vecteur FFF (préciser les dimensions).

Q. 5 Ecrire un algorithme complet de résolution du problème (1) à (3) basé sur (5). (Utiliser au maximum les
fonctions)
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