Energétique I Méthodes Numériques II
Sup’Galilée Année 2015-2016

TRAVAUX DIRIGES - E.D.P. 1

EXERCICE 1

Soient h > et les trois opérateurs aux différences finies suivant

(Die)@) = 7 (ola+h) - o))
(Dro)e) = = (p(x) — pla—h)
(DRR)(w) = 5 (ol + h) — e — 1)

Q. 1 Monter que ces trois opérateurs sont linéaires (i.e. Y(A\,pu) € R?, Vo : R — R, V¢ : R — R,
Dh(>\<,0 + /L’l[)) = )\Dhﬂ,@ + /LD},}/).)

Q. 2 On suppose que p € C*([a,b]; R) avec k > 2. Montrer que les opérateurs D} et D, sont des approzimations
consistantes d’ordre 1 de Z—_ﬁ.

Q- 3 On suppose que ¢ € Ck([a7 bl; R) avec k = 3. Montrer que l’opérateur D2 est une approximation consistante
d’ordre 2 de Z—i.

EXERCICE 2

Soient ¢ : U € R?2 — R une fonction suffisament réguliére, h > 0 et les trois opérateurs aux différences
finies suivant définis pour ¢ € [[1, 2]

(Di)@) = = (o +hel) — o))
(Drp)@) = = (@) — pla— hel))
(DRip)@) = o (e + held) — plz — nel?))

1 0
(1 — 2] =
avec e (0) et e (1> .

Q. 1 Monter que ces trois opérateurs sont linéaires (i.e. Y(\,u) e R?, Vo : U c R? — R, V¢ : U = R? — R,
Dy, i(Ap + pp) = XDy, i + Dy 1)
Q. 2 On suppose que p € CK(U < R%; R) avec k = 2. Montrer que les opérateurs D,’;i et Dy ; sont des approzxi-

mations consistantes d’ordre 1 de %.
i

Q. 3 On suppose que ¢ € C*(U < R%R) avec k = 3. Montrer que l’opérateur D?m est une approximation

consistante d’ordre 2 de %.



EXERCICE 3

Q. 1 Ecrire la fonction AssemBLEMAT1D retournant la matrice M € My(R) définie par

v 0 0O ... ... ... 0
g oa B
M = (1)
0
: Boa B
0 0 0 »~

ol «, B ety sont des réels donnés.

On souhaite résoudre par un schéma aux différences finies 'EDP suivante

—u" +cu = f in]a,bl,
u(a) =«
u(b) = p.
Q. 2 En prenant le jeu de donnéesa =0,b=2m,c=1,a=1,38=—1 et f: x> cos(z?), écrire un programme

permettant de résoudre I’EDP précédente. On pourra utiliser la fonction X < Sowe(A, B) retournant la solution
du systéme linéaire AX = B.

Q. 3 En choisissant judicieusement un jeu de données écrire un programme permettant de vérifier l'ordre du
schéma utilisé & laide de la formule (77).

EXERCICE 4

Soit ¢ une fonction suffisament réguliére et A > 0

Q. 1 Montrer que

dp ) _ =3e(@) +dp(x + 1) — plz + 2h)

dz oh +O(h?) (1)

Q. 2 Montrer que

de  3p(@) —4dp(x —h) + p(x — 2h)
E(w) = o +0O(h?) (2)
EXERCICE 5
Soit le probléme suivant
—u"(x) + c(x)u(z) = f(z), Yo €la;b], (1)
u'(a) = «a, (2)
ud) = B (3)

Q.1 1. Quelles sont les données du probléme (1) a (3)% (préciser le type de chaque donnée : réel, entier,
fonction, vecteur, ...)

2. Quelles sont les inconnues du probléme (1) a (3)? (préciser le type)
3. Quelles sont les conditions initiales?
4. Quelles sont les conditions aux limites?

Q. 2 Construire une discrétisation réguliére de [a;b] avec N pas de discrétisation en espace.



On note x;, i € [0, N] cette discrétisation. On souhaite résoudre (1) a ’aide du schéma numeérique

Uiyl — 2Ui + Uiy
Az?

+ C;U; = fz (4)

Q.3 1. Ezpliquer comment le schéma (4) a été obtenu a partir de (1) et préciser ce que représente les termes
ui, fi, ci et Ax?
2. Donner l’ensemble £ des valeurs que peut prendre i dans le schéma (1).

3. Construire une discrétisation des conditions aux limites d’ordre 2 au moins.

4. Le schéma global est de quel ordre? Justifiez.
On note V le vecteur de dimension N + 1, de composantes V; = u;_1, Vi€ [1, N + 1].

Q. 4 Montrer que le vecteur V' est solution du systéme linéaire
AV = F (5)
en explicitant la matrice A et le vecteur F' (préciser les dimensions).

Q. 5 Ecrire un algorithme complet de résolution du probléme (1) a (3) basé sur (5). (Utiliser au mazimum les
fonctions)



