
1 Schémas

Exercice 3

On veut résoudre numériquement le problème suivant : trouver y telle que

y1ptq “ cosptq ` 1, @t P r0, 4πs (1)

yp0q “ 0. (2)

dont la solution exacte est yptq “ sinptq ` t.
On rappelle le schéma d'Euler progressif pour la résolution d'un problème de Cauchy

"

yrn`1s “ yrns ` hfptrns, yrnsq,

yr0s donné.

Q. 1 1. Soit a, b, a ă b deux réels. Ecrire une fonction DisReg retournant une discrétisation de l'intervalle
ra; bs avec N pas (constant) de discrétisation.

2. Expliquer en détail comment utiliser le schéma d'Euler progressif pour résoudre le problème (1-2) en
précisant entre autres les données, les inconnues, les dimensions des variables, ...

3. Quel est le lien entre yrns et la fonction y.

4. Ecrire une fonction EulerProg retournant l'ensemble des couples ptrns, yrnsq calculés par le schéma
d'Euler progressif.

5. Ecrire un algorithme complet de résolution de (1-2) par le schéma d'Euler progressif.

Le schéma d'Euler progressif est d'ordre 1.

Q. 2 1. Expliquer comment retrouver numériquement cet ordre (en utilisant la solution exacte de (1-2)).

2. Proposer un algorithme mettant en oeuvre cet technique.

On rappelle le schéma d'Euler régressif pour la résolution d'un problème de Cauchy

"

yrn`1s “ yrns ` hfptrn`1s, yrn`1sq,

yr0s donné.

Q. 3 1. Expliquer en détail comment utiliser le schéma d'Euler régressif pour résoudre le problème (1-2) en
précisant entre autres les données, les inconnues, les dimensions des variables, ...

2. Ecrire une fonction EulerReg retournant l'ensemble des couples ptrns, yrnsq calculés par le schéma d'Euler
régressif. On pourra utiliser la fonction PointFixe de paramètres φ, x0, tol, nmax retournant une
approximation du point x tel que φpxq “ x. L'algorithme utilisé par cette fonction est une méthode de
point �xe avec pour point initial x0, une tolérance de tol, un nombre maximum d'itération nmax.

3. Ecrire un algorithme complet de résolution de (1-2) par le schéma d'Euler régressif.

Correction

Q. 1 1. Une discrétisation régulière de l'intervalle ra, bs avec N pas (constant) de discrétisation est donnée
par

trns “ a` nh, @n P v0, Nw, avec h “
b´ a

N
.

1



Algorithme 1 Fonction DisReg retournant une discrétisation régulière de l'intervalle ra, bs

Données : a, b : deux réels, a ă b
N : un entier non nul (nombre de pas de discrétisation).

Résultat : ttt : vecteur de RN`1

1: Fonction tttÐ DisReg ( a, b,N )
2: hÐ pb´ aq{N
3: Pour nÐ 0 à N faire

4: tttpn` 1q Ð a` n ˚ h
5: Fin Pour

6: Fin Fonction

2. On commence par écrire le problème de cauchy associé à pPq :

pPCq
"

y1ptq “ fpt, yptqq,@t P rt0, t0 ` T s
ypt0q “ y0 P R.

avec t0 “ 0, T “ 4π, y0 “ 0 et

f : rt0, t0 ` T s ˆR ÝÑ R

pt, zq ÞÝÑ cosptq ` 1
.

Les données du problème de Cauchy sont donc les réels t0, T, y0 et la fonction f. L'inconnue est la fonction
y : rt0, t0 ` T s ÝÑ R.
Pour résoudre numériquement le problème de Cauchy, on utilise le schéma pSq où les données sont celles
du problème de Cauchy plus le nombre de discrétisations N P N˚ On peux alors calculer

‚ trns, n P v0, Nw qui sont les points de la discrétisation régulière à N intervalles :

trns “ t0 ` nh, @n P v0, Nw, avec h “
T

N
.

‚ ypnq, n P v0, Nw déterminés par le schéma pSq. On a yr0s “ y0, puis on calcule successivement

yrn`1s “ yrns ` hfptrns, yrnsq, pour i “ 0 à N ´ 1

3. On a yrns « yptrnsq.

4. L'algorithme pour la fonction EulerProg est :

Algorithme 2 Fonction EulerProg : résolution d'un problème de Cauchy scalaire par le schéma d'Euler
progressif

Données : f : f : rt0, t0 ` T s ˆR ÝÑ R fonction d'un
problème de Cauchy (scalaire)

t0 : réel, temps initial
T : réel ą 0
y0 : réel, donnée initiale
N : un entier non nul (nombre de pas de discrétisation).

Résultat : ttt : vecteur de RN`1, tttpnq “ trn´1s, @n P v1, N ` 1w

YYY : vecteur de RN`1, YYY pnq “ yrn´1s, @n P v1, N ` 1w

1: Fonction rttt,YYY s Ð EulerProg ( f, t0, T, y0, N )
2: tttÐ DisRegpt0, t0 ` T,Nq
3: hÐ pb´ aq{N
4: YYY p1q Ð y0

5: Pour nÐ 1 à N faire

6: YYY pn` 1q Ð YYY pnq ` h ˚ fptttpnq,YYY pnqq
7: Fin Pour

8: Fin Fonction
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5. Il faut tout d'abord écrire la fonction fCauchy correspondant à la fonction f :

Algorithme 3 Fonction fCauchy : fonction f du problème de Cauchy associé à pPq
Données : t : un réel

z : un réel

Résultat : w : un réel

1: Fonction w Ð fCauchy ( t, y )
2: w Ð cosptq ` 1
3: Fin Fonction

L'algorithme de résolution est :

Algorithme 4 résolution numérique du problème pPq

1: t0 Ð 0
2: T Ð 4π
3: y0 Ð 0
4: rttt,YYY s Ð REDEPpfCauchy, t0, T, y0, 500q

Q. 2 Dire que le schéma est d'ordre 1 signi�e que l'erreur du schéma se comporte comme un Ophq. Pour un h
donné (i.e. N donné) l'erreur du schéma est donnée par

Ephq
def

“ max
nPt0,...,Nu

|yrns ´ yptrnsq|.

Pour le problème (1)-(2), la solution exacte est yptq “ sinptq ` t Véri�er que le schéma est d'ordre 1 revient à
véri�er que la fonction Ephq est a�ne. On va donc la représenter graphiquement en choisissant plusieurs valeurs
pour h.

Algorithme 5 véri�cation de l'ordre du schéma

1: T Ð 4π
2: y0 Ð 0
3: yex : t ÝÑ sinptq ` t
4: LN Ð 100 : 100 : 1000
5: iÐ 1
6: Pour N Ð LN faire

7: rttt,YYY s Ð REDEPpfCauchy, t0, T, y0, Nq
8: Hpiq Ð T {N
9: Epiq Ð maxpabspYYY ´ yexptttqqq

10: iÐ i` 1
11: Fin Pour

12: PlotpH,Eq

Q. 3 1. Le principe général est identique à celui du schéma progressif: mêmes données, inconnues, dimen-
sions. Le seul changement notable est que dans la boucle for il va falloir à chaque itération résoudre un
problème de point �xe:

yrn`1s “ Φnpy
rn`1sq, avec Φnpyq “ yrns ` fptrn`1s, yq.

2. L'algorithme pour la fonction EulerReg est :
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Algorithme 6 Fonction EulerReg : résolution d'un problème de Cauchy scalaire par le schéma d'Euler
régressif

Données : f : f : rt0, t0 ` T s ˆR ÝÑ R fonction d'un
problème de Cauchy (scalaire)

t0 : réel, temps initial
T : réel ą 0
y0 : réel, donnée initiale
N : un entier non nul (nombre de pas de discrétisation).

Résultat : ttt : vecteur de RN`1, tttpnq “ trn´1s, @n P v1, N ` 1w

YYY : vecteur de RN`1, YYY pnq “ yrn´1s, @n P v1, N ` 1w

1: Fonction rttt,YYY s Ð EulerReg ( f, t0, T, y0, N )
2: tttÐ DisRegpt0, t0 ` T,Nq
3: hÐ pb´ aq{N
4: YYY p1q Ð y0

5: Pour nÐ 1 à N faire

6: Phi : y ÝÑ YYY pnq ` h ˚ fptttpn` 1q, yq
7: YYY pn` 1q Ð PointFixe pPhi,YYY pnq, 1e´ 8, 1000q
8: Fin Pour

9: Fin Fonction

3. Un algorithme de résolution est :

Algorithme 7 résolution numérique du problème pPq

1: t0 Ð 0
2: T Ð 4π
3: y0 Ð 0
4: rttt,YYY s Ð EulerRegpfCauchy, t0, T, y0, 500q

�

Exercice 4

Sous certaines hypothèses, le modèle simpli�é du Brusselator peut s'écrire :

"

X 1ptq “ 1` αX2ptqY ptq ´ pβ ` 1qXptq
Y 1ptq “ ´αX2ptqY ptq ` βXptq

(1)

Q. 1 Ecrire un problème de Cauchy associé à ce modèle.

On rappelle le schéma d'Euler progressif pour la résolution d'un problème de Cauchy vectoriel

"

yyyrn`1s “ yyyrns ` hfffptrns, yyyrnsq,

yyyr0s donné.

Q. 2 Ecrire la fonction algorithmique REDEUPvec permettant de résoudre un problème de Cauchy vectoriel
(m ą 1) quelconque par la méthode d'Euler progressif.

Q. 3 Ecrire un programme permettant de résoudre numériquement (1) pour α “ 1, β “ 3.5, Xp0q “ 3 et
Y p0q “ 2. Ensuite ce programme représentera les approximations de X et Y au cours du temps.

Correction

Q. 1 On commence par donner la dé�nition d'un problème de Cauchy :

4



De�nition 1.1: problème de Cauchy

Soit fff l'application continue dé�nie par

fff : rt0, t0 ` T s ˆRm ÝÑ Rm

pt, yyyq ÞÝÑ fffpt, yyyq

avec T Ps0,`8r. Le problème de Cauchy revient à chercher une fonction yyy dé�nie par

yyy : rt0, t0 ` T s ÝÑ Rm

t ÞÝÑ yyyptq

¨

˚

˝

y1ptq
...

ymptq

˛

‹

‚

continue et dérivable, telle que

yyy1ptq “ fffpt, yyyptqq, @t P rt0, t0 ` T s (2)

yyyp0q “ yyyr0s P Rm. (3)

Dans le problème du Brusselator (1), on a deux équations d'ordre 1 et donc m “ 2.

En posant yyyptq “

ˆ

Xptq
Y ptq

˙

, la fonction de Cauchy s'écrit

f : rt0, t0 ` T s ˆR
2 ÝÑ R2

pt, yyyq ÞÝÑ zzz “

ˆ

1` αyyy21yyy2 ´ pβ ` 1qyyy1
´αyyy21yyy2 ` βyyy1

˙

Pour dé�nir complétement un problème de Cauchy, on peut choisir α “ 1, β “ 3.5, t0 “ 0, T “ 100 et

yyyp0q “

ˆ

3
2

˙

.

Q. 2 L'algorithme pour la fonction REDEUPvec est :

Algorithme 8 Fonction REDEUPvec : résolution d'un problème de Cauchy vectoriel par le schéma d'Euler
progressif

Données : fff : fff : rt0, t0 ` T s ˆRm ÝÑ Rm fonction d'un
problème de Cauchy (scalaire)

t0 : réel, temps initial
T : réel ą 0
y0 : un vecteur de Rm, donnée initiale
N : un entier non nul (nombre de pas de discrétisation).

Résultat : ttt : vecteur de RN`1, tttpnq “ trn´1s, @n P v1, N ` 1w
YYY : tableau de m lignes et N ` 1 colonnes

YYY p:, nq “ yyyrn´1s, @n P v1, N ` 1w

1: Fonction rttt,YYY s Ð REDEUPvec ( fff, t0, T,yyy0, N )
2: tttÐ DisRegpt0, t0 ` T,Nq
3: hÐ pb´ aq{N
4: YYY p:, 1q Ð yyy0

5: Pour nÐ 1 à N faire

6: YYY p:, n` 1q Ð YYY p:, nq ` h ˚ fffptttpnq,YYY p:, nqq
7: Fin Pour

8: Fin Fonction

Q. 3 Il faut tout d'abord écrire la fonction fCauchy correspondant à la fonction f :
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Algorithme 9 Fonction fCauchy : fonction f du problème de Cauchy associé à pPq
Données : t : un réel

yyy : un vecteur de R2

Résultat : zzz : un vecteur de R2

1: Fonction zzz Ð fCauchy ( t, yyy )
2: αÐ 1, β Ð 3.5
3: zzzp1q Ð 1` αyyyp1q2 ˚ yyyp2q ´ pβ ` 1qyyyp1q
4: zzzp2q Ð ´αyyyp1q2 ˚ yyyp2q ` βyyyp1q
5: Fin Fonction

L'algorithme de résolution est :

Algorithme 10 résolution numérique du problème pPq

1: yyy0 Ð

ˆ

3
2

˙

2: rttt,YYY s Ð REDEUPvecpfCauchy, 0, 100, yyy0, 1000q
3: Plotpttt,YYY p1, :qq Ź Représentation de X
4: Plotpttt,YYY p2, :qq Ź Représentation de Y

�
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