4.1. EXEMPLES D’E.D.P.

4.1 Exemples d’E.D.P.

4.1.1 Equation de Laplace/Poisson

—Au=f, dans Q c R"

N , . A2 ~2
ot A est 'opérateur laplacien : Au = $—5 + ...+ 57.
ULy n
Conditions aux limites :

e Dirichlet si on impose, sur une partie de €2,

u=g, sur I'p < o0Q.

e Neumann si on impose sur une partie de 09,

ou

o =g, sur 'y c 0Q.
n

ol g—z = (grad u,n) avec n normale exterieure unitaire a Q

e Robin si on impose sur une partie de 0

a—u—|—ozu:g, sur g < 09).
on
4.1.3 Equation de la chaleur
Ju B _ [tz
o (t,xz) — DAu(t,x) = P Ve e Q, Vte[0,T]

0 < RY de frontiére

e D, coefficient de diffusivité thermique (en m?/s),
e f, production volumique de chaleur (en W /m3),
e p, masse volumique du matériau (en kg/m?),

e ¢, chaleur spécifique massique du matériau (en J/kg/K),

. , _ o2 2
e Auy laplacien (en espace) : Au = gx? +..+ ﬁ

e condition initiale
Ve e Q, u(0,z)=uo(x)

e conditions aux limites sur 02

— Dirichlet :
Veelp co, Vte[0,T] wu(t,z)=gp(t,z)
— Neumann :
0
Ve ey < 0, Vte[0,T] Da—u(t,x) = gn(t,x)
n
— Robin :

u

VeelrcoQ, Vte[0,T] D
on

(t,x) + au(t,z) = gy (t, )

(4.2)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)



4.1.4 Equation des ondes

o

ot?
Q < R? de frontiére 092

(t,x) — FAu(t,z) =0, YreQ, Vte[0,T] (4.9)

c > 0 vitesse de propagation de 'onde,

conditions initiales

u(0,2) = uo(x), Ve € Q [position initiale]
%(0799) = vp(2), Vz € Q [vitesse initiale]

e conditions aux limites sur 02

— Dirichlet :
Veel'p coQ, Vte[0,T], u(t,z) = gp(t,z)
— Neumann :
Veel'y cdQ, Vte[0,T], czg—z(t,m) = gn(t,x)
— Robin :
Ve elr <o, Vie|0,T], CQa—u(t,x) + au(t,z) = gn(t,x)

on

4.3 Meéthodes de résolution numérique d’EDP

Méthodes déterministes :

e méthode des différences finies
e méthode des éléments finis

e méthode des volumes finis

4.4 Opérateurs aux différences finies

4.4.1 Dimension 1

Soient ¢ : R — R suffisament réguliére, h > 0 et x € R

(DFQ)w) = 3 (la +h) — p(a)) (410)
(Dro)e) = 3 () — pla— b)) (111)
(Dhp)a) = o (ol +h) — ol — h) (112

. D,‘f opérateur progressif/décentré avancé
o D; opérateur rétrograde/décentré retardé

° D2 opérateur centré

' Definition 4.1

Soit A > 0. On dit qu’un opérateur aux différences finies Dj, est une approximation consistante
k
d’ordre p de ‘;—z‘,é si pour tout ¢ : [a,b] — R suffisament réguliére on a

k

e |(Dup)(e) — 22

ze[a b] = W(.’L’) < Chp, (413)




4.4. OPERATEURS AUX DIFFERENCES FINIES

I ou C est une constante indépendante de h.

Proposition 4.2

Si ¢ : R — R est suffisament réguliére, les opérateurs D,J{ et D, appliqués & ¢ sont des approxima-
tions consistantes d’ordre 1 de Z—f et 'opérateur D?L appliqué & ¢ est une approximation consistante
d’ordre 2 de fl—‘;’.

H Exercice 4.4.1

Soient h > et les trois opérateurs aux différences finies suivant

(DFo)@) = 7 (ol@+h) - o)
(Dro)@) = 7 (o) —plo—h)
(DRR)@) = o7 (ol +h) — ol — )

Q. 1 Monter que ces trois opérateurs sont linéaires (i.e. Y(\, u) € R?, Vo : R — R, V¢ : R — R,
Dp(Ap + pp) = ADpp + pDpy.)

Q. 2 On suppose que ¢ € C*([a,b]; R) avec k = 2. Montrer que les opérateurs D} et D, sont des
approximations consistantes d’ordre 1 de ‘;—f.

Q. 3 On suppose que p € C*([a,b]; R) avec k = 3. Montrer que lopérateur DY) est une approzimation

consistante d’ordre 2 de Z—f.

Proposition 4.3

Soient ¢ € C*([a,b];R). On note D? l'opérateur défini, pour tout = €la,b[ et h > 0 tels que
x =+ h € [a,b], par
def i

(D) (@) = 5 [¢p(@ + ) = 20(2) + oz — h)]. (4.14)
Alors Diap appliqué a ¢ est une approximation consistante d’ordre 2 de ‘fo.
De plus on a

Dy = Dy (Dy¢) = DI (D) = Dy (D ¢) (4.15)

. . . d?
est une approximation consistante d’ordre 2 de 5-%.

4.4.2 Dimension n > 1

Proposition 4.4: (admis)

Soit U un ouvert non vide de R™ et f une application f : U c R® — R. Si f € C"*1(U) alors
Vz € U, Yh € R* vérifiant z + hel’l € U, Vi e [1,n], il existe 6 €]0, 1] tel quel

r k Ak r+1 I
> W ons h —f(:zz + Qhel) (4.16)

f@+hell) = f(z) + 3} 55 =5 (@) + (r+1)! 0z

ot el est le i-éme vecteur de la base canonique de R”.



Soient ¢ : U € R™ — R suffisament réguliére, h > 0 et i € [1,n]

(D)) = (o +nel) - ola))
(Drp)@) = (@) — ola— hel)

(D} i) () % (gz)(m + hellly — p(z — hem))

fq Exercice 4.4.2

Soient ¢ : U c R? — R une fonction suffisament réguliére, h > 0 et les trois opérateurs aux
différences finies suivant définis pour i € [[1, 2]

(i@ = 3 (ol +hel) - o))
(Drsp)@) = 3 (¢(@) — ol — hel®)
(Dhp)(@) = % (cp(:z: + hell) — p(z — he[i]))

1 0
[1] — 2] —
avec e <0> et e <1> .

Q. 1 Monter que ces trois opérateurs sont linéaires (i.e. Y(\,u) € R% Vo : Uc R? — R,
Vi) : U € R? — R, Dy i(Ap + ptp) = ADpip + pDp i3).)

Q. 2 On suppose que ¢ € CF(U < R%R) avec k > 2. Montrer que les opérateurs D;{i et D, .
Oop

appliqués a ¢ sont des approzimations consistantes d’ordre 1 de Z=.
Q. 3 On suppose que p € CF(U = R?;R) avec k > 3. Montrer que lopérateur D . appliqué ¢ ¢ est
SD h71 SD

une approximation consistante d’ordre 2 de %.

Proposition 4.5

Sip:UcR® — R est suffisament réguliére, les opérateurs D,J{,i et D appliqués & ¢ sont des
approximations consistantes d’ordre 1 de % et 'opérateur Dg,i appliqué & ¢ est une approximation

consistante d’ordre 2 de %.

Proposition 4.6

Soient i € [1,n], ¢ € C*(U  R™;R). On note D}, ; Popérateur défini, pour tout € U et h > 0
vérifiant z + hell € U, par

def i

(D} i0)(@) * — | (e + hel?) — 26(z) + (z — hel ) (417)

)

5.
oz

Alors D}, ;¢ est approximation consistante d’ordre 2 de
De plus, on a
Dl21,i§0 = D%, (DO%J‘SD) = D}T,i(D;,i(P) = D};i(D}T,z'SO)' (4.18)

)
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