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4.1 Exemples d'E.D.P.

4.1.1 Equation de Laplace/Poisson

´∆u “ f, dans Ω Ă Rn (4.1)

où ∆ est l'opérateur laplacien : ∆u “ B
2u
Bx2

1
` . . .` B

2u
Bx2

n
.

Conditions aux limites :

‚ Dirichlet si on impose, sur une partie de BΩ,

u “ g, sur ΓD Ă BΩ. (4.2)

‚ Neumann si on impose sur une partie de BΩ,

Bu

Bn
“ g, sur ΓN Ă BΩ. (4.3)

où Bu
Bn “ xgradgradgradu,nnny avec nnn normale exterieure unitaire à Ω

‚ Robin si on impose sur une partie de BΩ

Bu

Bn
` αu “ g, sur ΓR Ă BΩ. (4.4)

4.1.3 Equation de la chaleur

Bu

Bt
pt,xxxq ´D∆upt,xxxq “

fpt,xxxq

ρc
, @xxx P Ω, @t P r0, T s (4.5)

‚ Ω Ă Rd de frontière BΩ

‚ D, coe�cient de di�usivité thermique (en m2{s),

‚ f, production volumique de chaleur (en W {m3),

‚ ρ, masse volumique du matériau (en kg{m3),

‚ c, chaleur spéci�que massique du matériau (en J{kg{K),

‚ ∆u laplacien (en espace) : ∆u “ B
2u
Bx2

1
` . . .` B

2u
Bx2

d

‚ condition initiale

@xxx P Ω, up0,xxxq “ u0pxxxq (4.6)

‚ conditions aux limites sur BΩ

� Dirichlet :

@xxx P ΓD Ă BΩ, @t P r0, T s upt,xxxq “ gDpt,xxxq (4.7)

� Neumann :

@xxx P ΓN Ă BΩ, @t P r0, T s D
Bu

Bn
pt,xxxq “ gN pt,xxxq (4.8)

� Robin :

@xxx P ΓR Ă BΩ, @t P r0, T s D
Bu

Bn
pt,xxxq ` αupt,xxxq “ gN pt,xxxq
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4.1.4 Equation des ondes

B2u

Bt2
pt,xxxq ´ c2∆upt,xxxq “ 0, @xxx P Ω, @t P r0, T s (4.9)

‚ Ω Ă Rd de frontière BΩ

‚ c ą 0 vitesse de propagation de l'onde,

‚ conditions initiales

up0,xxxq “ u0pxxxq, @xxx P Ω [position initiale]

Bu

Bt
p0,xxxq “ v0pxxxq, @xxx P Ω [vitesse initiale]

‚ conditions aux limites sur BΩ

� Dirichlet :
@xxx P ΓD Ă BΩ, @t P r0, T s, upt,xxxq “ gDpt,xxxq

� Neumann :

@xxx P ΓN Ă BΩ, @t P r0, T s, c2
Bu

Bn
pt,xxxq “ gN pt,xxxq

� Robin :

@xxx P ΓR Ă BΩ, @t P r0, T s, c2
Bu

Bn
pt,xxxq ` αupt,xxxq “ gN pt,xxxq

4.3 Méthodes de résolution numérique d'EDP

Méthodes déterministes :

• méthode des di�érences �nies

• méthode des éléments �nis

• méthode des volumes �nis

4.4 Opérateurs aux di�érences �nies

4.4.1 Dimension 1

Soient ϕ : R ÝÑ R su�sament régulière, h ą 0 et x P R

pD`h ϕqpxq “
1

h
pϕpx` hq ´ ϕpxqq (4.10)

pD´h ϕqpxq “
1

h
pϕpxq ´ ϕpx´ hqq (4.11)

pD0
hϕqpxq “

1

2h
pϕpx` hq ´ ϕpx´ hqq (4.12)

‚ D`h opérateur progressif/décentré avancé

‚ D´h opérateur rétrograde/décentré retardé

‚ D0
h opérateur centré

De�nition 4.1

Soit h ą 0. On dit qu'un opérateur aux di�érences �nies Dh est une approximation consistante

d'ordre p de dkϕ
dxk si pour tout ϕ : ra, bs ÝÑ R su�sament régulière on a

max
xPra,bs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pDhϕqpxq ´
dkϕ

dxk
pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Chp, (4.13)
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où C est une constante indépendante de h.

Proposition 4.2

Si ϕ : R ÝÑ R est su�sament régulière, les opérateurs D`h et D´h appliqués à ϕ sont des approxima-

tions consistantes d'ordre 1 de dϕ
dx et l'opérateur D0

h appliqué à ϕ est une approximation consistante

d'ordre 2 de dϕ
dx .

Exercice 4.4.1

Soient h ą et les trois opérateurs aux di�érences �nies suivant

pD`h ϕqpxq “
1

h
pϕpx` hq ´ ϕpxqq

pD´h ϕqpxq “
1

h
pϕpxq ´ ϕpx´ hqq

pD0
hϕqpxq “

1

2h
pϕpx` hq ´ ϕpx´ hqq

Q. 1 Monter que ces trois opérateurs sont linéaires (i.e. @pλ, µq P R2, @ϕ : R ÝÑ R, @ψ : R ÝÑ R,
Dhpλϕ` µψq “ λDhϕ` µDhψ.)

Q. 2 On suppose que ϕ P Ckpra, bs;Rq avec k ě 2. Montrer que les opérateurs D`h et D´h sont des

approximations consistantes d'ordre 1 de dϕ
dx .

Q. 3 On suppose que ϕ P Ckpra, bs;Rq avec k ě 3. Montrer que l'opérateur D0
h est une approximation

consistante d'ordre 2 de dϕ
dx .

Proposition 4.3

Soient ϕ P C4pra, bs;Rq. On note D2
h l'opérateur dé�ni, pour tout x Psa, br et h ą 0 tels que

x˘ h P ra, bs, par

pD2
hϕqpxq

def

“
1

h2
rϕpx` hq ´ 2ϕpxq ` ϕpx´ hqs . (4.14)

Alors D2
hϕ appliqué à ϕ est une approximation consistante d'ordre 2 de d2ϕ

dx2 .
De plus on a

D2
hϕ “ D0

h
2
pD0

h
2
ϕq “ D`h pD

´
h ϕq “ D´h pD

`
h ϕq (4.15)

est une approximation consistante d'ordre 2 de d2ϕ
dx2 .

4.4.2 Dimension n ą 1

Proposition 4.4: (admis)

Soit U un ouvert non vide de Rn et f une application f : U Ă Rn ÝÑ R. Si f P Cr`1pUq alors
@xxx P U , @h P R˚ véri�ant xxx` heeeris P U, @i P v1, nw, il existe θ Ps0, 1r tel quel

fpxxx` heeerisq “ fpxxxq `
r
ÿ

k“1

hk

k!

Bkf

Bxki
pxxxq `

hr`1

pr ` 1q!

Brf

Bxri
pxxx` θheeerisq (4.16)

où eeeris est le i-ème vecteur de la base canonique de Rn.
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Soient ϕ : U Ă Rn ÝÑ R su�sament régulière, h ą 0 et i P v1, nw

pD`h,iϕqpxxxq “
1

h

´

ϕpxxx` heeerisq ´ ϕpxxxq
¯

pD´h,iϕqpxxxq “
1

h

´

ϕpxxxq ´ ϕpxxx´ heeerisq
¯

pD0
h,iϕqpxxxq “

1

2h

´

ϕpxxx` heeerisq ´ ϕpxxx´ heeerisq
¯

Exercice 4.4.2

Soient ϕ : U Ă R2 ÝÑ R une fonction su�sament régulière, h ą 0 et les trois opérateurs aux
di�érences �nies suivant dé�nis pour i P v1, 2w

pD`h,iϕqpxxxq “
1

h

´

ϕpxxx` heeerisq ´ ϕpxxxq
¯

pD´h,iϕqpxxxq “
1

h

´

ϕpxxxq ´ ϕpxxx´ heeerisq
¯

pD0
h,iϕqpxxxq “

1

2h

´

ϕpxxx` heeerisq ´ ϕpxxx´ heeerisq
¯

avec eeer1s “

ˆ

1
0

˙

et eeer2s “

ˆ

0
1

˙

.

Q. 1 Monter que ces trois opérateurs sont linéaires (i.e. @pλ, µq P R2, @ϕ : U Ă R2 ÝÑ R,
@ψ : U Ă R2 ÝÑ R, Dh,ipλϕ` µψq “ λDh,iϕ` µDh,iψ.)

Q. 2 On suppose que ϕ P CkpU Ă R2;Rq avec k ě 2. Montrer que les opérateurs D`h,i et D´h,i
appliqués à ϕ sont des approximations consistantes d'ordre 1 de Bϕ

Bxi
.

Q. 3 On suppose que ϕ P CkpU Ă R2;Rq avec k ě 3. Montrer que l'opérateur D0
h,i appliqué à ϕ est

une approximation consistante d'ordre 2 de Bϕ
Bxi
.

Proposition 4.5

Si ϕ : U Ă Rn ÝÑ R est su�sament régulière, les opérateurs D`h,i et D´h,i appliqués à ϕ sont des

approximations consistantes d'ordre 1 de Bϕ
Bxi

et l'opérateur D0
h,i appliqué à ϕ est une approximation

consistante d'ordre 2 de Bϕ
Bxi
.

Proposition 4.6

Soient i P v1, nw, ϕ P C4pU Ă Rn;Rq. On note D2
h,i l'opérateur dé�ni, pour tout xxx P U et h ą 0

véri�ant xxx˘ heeeris P U, par

pD2
h,iϕqpxxxq

def

“
1

h2

”

ϕpxxx` heeerisq ´ 2ϕpxxxq ` ϕpxxx´ heeerisq
ı

(4.17)

Alors D2
h,iϕ est approximation consistante d'ordre 2 de B

2ϕ
Bx2

i
.

De plus, on a
D2

h,iϕ “ D0
h
2 ,i
pD0

h
2 ,i
ϕq “ D`h,ipD

´
h,iϕq “ D´h,ipD

`
h,iϕq. (4.18)
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