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4.5 Meéthode des différences finies (dimension 1 en espace)

4.5.1 EDP stationnaire avec conditions aux limites de Dirichlet

-\@’-EDP modéle stationnaire en dimension 1

Trouver  : [a,b] — R telle que

—u"+cu = f in]a,b], (4.24)
u(a) = «, (4.25)
u(d) = p.

ou

-@'—EDP modeéle stationnaire 1D : formulation aux points
Trouver u(z) € R, Vz € [a, b] telle que

—u"(z) + cu(z) = f(x) Vz€la,b|,
u(a) = «,

8.

ota<bc>0,aeR, feR, et f:[a,b] — R donnés. Ces deux problémes sont équivalents et on peut
démontrer que ce probléme est bien posé.

b—a
N

x; =a+1ih, Vie[0,N], avec h =

-@'—EDP modéle stationnairelD : formulation aux points de discrétisation
Trouver u(z;) € R, Vi € [0, N] tels que

—u"(z;) + cu(z;)) = f(x;) Vie]0, N[, (4.27)
u(zg) = a, (4.28)
B. (4.29)

w(Tip1) — 2u(x;) + u(wi—q)

u"(z;) = (Dju)(z;) + O(h?) = 72

+O(h?).

L

-©-EDP modéle stationnaire en dimension 1 : formulation aux points de
discrétisation (bis)
Trouver u(x;) € R, Vi € [0, N] tels que

_u(a:iH) — 2u(x;) + u(zi—1)

= (’)(hQ) +cu(z;)) = f(z;) Vie]o, N[,

h2

On oublie le O(h?) et on pose u; ~ u(x;).

-\@’-EDP modéle stationnaire 1D : schéma aux différences finies
Trouver u; € R, Vi € [0, N] tels que

C Uis1 — 2Ui + Uiy
72

+cu; = f(l’l) Vi EHO, N[[, (430)
u = a, (4.31)
unN = B (432)




systéme linéaire de N + 1 équations a4 N + 1 inconnues !

U = « < €q. en xp
—Ug + pug — ug = h2f(x) < eq. en T
—un + pun—1 —un—2 = h*f(zn_1) < eq.enzy_g
UN = f —eq. en Ty
avec j1 = 2 + ch?.
10 L e o 00 u o\ ] S
B RS B 0 *I 0| u W2 f (1)
0 i -1 p -1 0 0 i 0 Uy h2f(x2)
def O : O : def
AU = | b | = =B (4.33)
| 01" : :
Lo 0 1 u —110 UN -2 W2 f(xn-2)
00 e 0 —1 pi=1 J{ mvo || Ry
0 011 uy )\ T

Proposition 4.1: admis

Le schéma aux différences finies (4.30)-(4.32)) est consistant a 1’ordre 2 avec 'EDP (4.24)-(4.26)) et

on a

) — ;| = Oh?). 4.34
igﬁ%ﬂIu(%) u;] = O(h”) (4.34)

£y Exercice 4.5.1: (schéma étudié en cours)
»

Q. 1 Ecrire la fonction AssemBLEMATID retournant la matrice M € My(R) définie par

v 0 o ... ... ... 0
g o B

M=|: - - - (4.35)

ol «, B ety sont des réels donnés.
On souhaite résoudre par un schéma, aux différences finies '’EDP suivante

—u"+cu = f inl]a,b],
u(a) = a,
u) = p.

Q. 2 En prenant le jeu de données a = 0, b =2m, c =1, a =1, 8 = —1 et f : x — cos(x?),
écrire un programme permettant de résoudre I’EDP précédente. On pourra utiliser la fonction X «—
Sowe(A, B) retournant la solution du systéme linéaire AX = B.

Q. 3 En choisissant judicieusement un jeu de données écrire un programme permettant de vérifier
Uordre du schéma utilisé a ’aide de la formule (4.34).
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4.5.2 EDP stationnaire + CL mixtes

‘o*EDP modéle stationnaire 1D avec condition de Dirichlet a droite et Neu-
mann a gauche

Trouver « : [a,b] — R telle que

—u" +cu = f in]a,bl, (4.42)
u(a) = «q, (4.43)
(4.44)

Seule la derniére du systéme linéaire est 4 modifier! Remplacer par 777

u(zy) —u(ry—1)

W' (zn) = (Dyu)(zn) +O(h) = - +0(h) =5
UN — UN—
% = B. (4.45)
Ug = « < eq. en g
—Ug + pug — ug = h%f(xy) «—eq. en Ty
—u3 + pug — uy = h2f(x2) < eq. en Ty
—UN—1 F JUN_—2 —UN_3 = h2f(a?N,2) «—eq. en ry_o
—UunN + HUN—1 — UN—2 = h2f(l‘N_1) «—eq. en ry_i
UN — UN_1 = hp —eq. en ry
10 e 000 Y\ [ o
S B Y 00 | h? f(a1)
0 ! -1 p -1 0 0 | 0 Us h2f(332)
def O : O : def
AU = o | = =B (4.46)
: i 0 | :
Co 0 1 u —1!0 UN-2 h?f(zn-2)
00 0~ p =L || v || PP fan)
0 : -1 : 1 uy J  \77° Y
Mais ce schéma est d’ordre 1 !!!
{3 Exercice 4.5.2
Soit ¢ une fonction suffisament réguliére et A > 0
Q. 1 Montrer que
dp —3p(x) + 4oz + h) — o(z + 2h) 5
— = h 4.47
2 (2) - + O(h?) (4.47)
Q. 2 Montrer que
dy 3p(x) — dp(z — h) + p(z — 2h) 2
— = h 4.48
% (2) = o) (4.48)
Uuo = « <« €eq. en xrop
—ug + pug — ug = f(z1) «—eq. en 1y
—ug + pug — Uy = f(z2) < eq. en o
—un_1+ pun_2 —un—3 = f(rn_2) < eq enzay o
—UN + JUN—-1 — UN-2 = f(zn-1) <eq enzn_;
3uny —4un_1 +un—_s = 2hp «—eq. en Ty




10 e 000 Yo o\ [ o
B R PR R 0 *I 0| u W2 f (1)
0 Ifl v —1 0 0 : 0 s h2f(9c2)
et 0.0 Pl : : st
AU = | Lo : = : =B (4.54)
i 0 i : : :
0 0 1 pu —1!0 uN—2 h2f(zn_2)
00 S SO0 e Y | W N OO
0 =113 un CTUGRE T
13 Exercice 4.5.3
Soit, le probléme suivant
—u"(z) + c(z)u(z) = f(x), Yo €la;b], (4.55)
u'(a) = a, (4.56)
u(b) = p. (4.57)

ol c est une fonction positive.
Q.1 1. Quelles sont les données du probléeme (4.50))-(4.52) ? (préciser le type de chaque donnée
: réel, entier, fonction, vecteur, ...)

2. Quelles sont les inconnues du probléeme (4.50)-(4.52) ¢ (préciser le type)

3. Quelles sont les conditions initiales?

4. Quelles sont les conditions auz limites?
Q. 2 Construire une discrétisation réguliére de [a;b] avec N pas de discrétisation en espace.
On note z;, i € [0, N cette discrétisation. On souhaite résoudre (4.50) a’aide du schéma numérique
Uiyl — 2ui + Ui
Ax?

Q.3 1. Expliquer comment le schéma (4.53)) a été obtenu a partir de (4.50) et préciser ce que
représente les termes u;, f;, ¢; et Ax?

+ ciju; = fi- (458)

2. Donner l’ensemble £ des valeurs que peut prendre i dans le schéma (4.50]).
3. Construire une discrétisation des conditions aux limites d’ordre 2 au moins.

4. Le schéma global est de quel ordre? Justifiez.
On note V le vecteur de dimension N + 1, de composantes V; = u;_1, Vi € [1, N + 1].
Q. 4 Montrer que le vecteur V est solution du systéme linéaire

AV = F (4.59)

en explicitant la matrice A et le vecteur F' (préciser les dimensions).

Q. 5 Ecrire un algorithme complet de résolution du probléme (4.50) a (4.52) basé sur (4.54).
(Utiliser au mazimum les fonctions). On pourra utiliser la fonction X «— Sowe(A, B) retournant
la solution du systéeme linéaire AX = B.
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