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4.6 Probléme modéle évolutif 1D : équation de la chaleur

-\@/—EDP modéle instationnaire en dimension 1 : équation de la chaleur

Trouver u : [0,7] x [a,b] — R telle que
ou 02
E(t,x) - Dﬁ(t,x) = f(t,x), Y(t,z) €]0,T]x]a, b,
(0, x) = up(x), Vz € [a,b]
—DZ—Z t,a) = aft), Vt e [0,T]
) Vt e [0,T]

ol a < b, D > 0 (coefficient de diffusivité), o : [0,7] — R, 8 : [0,T] — R, ug : [a,b] — R et
f:[0,T] x [a,b] — R donnés. condition de compatibilité :

u(b) = B(0). (4.80)

b—a
N,

x; =a+1iA;, Vie[0,N.], avec A, =

T
t" = TlAt, VYn e [[O,Ntﬂ, avec At = —.
Ny

N

-@-EDP modéle d’évolution en dimension 1 : équation de la chaleur, formu-
lation aux points de discrétisation

Trouver u(t™, z;) € R, Vn € [0, N¢], Vi € [0, N,], tels que
o, *u, » ,
E(t ,Ti) — @(t sxi) = f(t", x;), Vn €]0, N¢], Vi€]0, Ny[, (4.81)
’LL(O,.’EZ) = U()($i), Vi e [[0, Nzﬂ, (482)
fDZ—Z(t”,zO) = a(t"), Vn € [0, N¢] (4.83)
) = B@"), Vn € [0, Ne] (4.84)

e Approximation d’ordre 2 de giz ("™, x;):

52—“(:5” ) = u(t™, xip1) — 2u(t™, ;) + w(t™, i)
oxz " A2

+0(A2) (4.85)

o Approximations d’ordre 1 de 5%(¢,z):

o, ., u(t" xg) —u(t”, x
ou, ., w(t™, z;) —u(t"

A
ogu

e Approximations d’ordre 1 de £ (t", zo):

ou, , ot @) —u(t”, wo)
(e = ML) ()
e Approximations d’ordre 2 de %(t", Xo):
ou, ., ~ =3u(t, xo) 4+ 4u(t”, zy) —u(t”, x0) 5



4.6.1 Schéma explicite pour (4.81)-(4.84))

On espére trouver une méthode permettant de déterminer
’U,Zl zu(t",xi), VYn e [O,Ntﬂ, Vie [[O,Nxﬂ

e Un schéma numérique d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace pour (4.81): Vn € [0, Ny, Vi €
[0, Nz [

u ul g —2u tup
D — fn 4.89
< A% 7 (1.89)
avec fI' = f(t", ;) et (en espérant) ul ~ u(t",z;). (4.89) est équivalent a
A
ul ™ =l 4 DA—; (ulyy — 2ul +ul ) + A f7 (4.90)

T

e Schémas pour (4.82)) et (4.84):
u) = uo(z;), Vi € [0, N, ]
uy = B(t"), Vn € [0, N¢] (4.91)

e Un schéma numérique d’ordre 2 en espace pour (4.83):

n n n
—3ug + 4ul — ul

-D A = a(t")
ou encore L /oA
ull = 3 < Dra(t”) + du? u’j) . (4.105)
Principe : On connait (u?)]%,, on va calculer successivement :
(ui) o, puis (uf)p, -, puis ()5
On calcule (u*")N= a partir de (ul)Xs, :
uptt = Ouf + Bulyy +ul ) + Af7, Vi €]0, Ny, (4.107)
urjil-l-l _ 5(tn+1), (4108)
1 [(2A,
uftt = 3 (Da(t”“ + duptt —u3+1> . (4.109)

L’algorithme formel est donc le suivant avec E = D% et C=1-2F:

u? «— uo(xi), Vi e [[O,Nxﬂ

: Pour n < 0 a N; — 1 faire

ul T — Cul + E(ul, +ul ) + Af?, Vie]o, N[
upt BT

uf™ — % (% (") + duptt —uhth)

: Fin Pour

S A o

}3’ Exercice 4.6.1

Q. 1 Ecrire une fonction algorithmique HEAT1DEX permettant de retourner la discrétisation en

temps, la discrétisation en espace et lensemble des ul, i € [0,N.], n € [1,N¢] calculés par le

schéma explicite en temps pour ’EDP (4.81) a (4.84).
Q. 2 Ecrire un programme permettant de calculer la solution numérique d’un probléme dont on
connait la solution exacte.

Etude de la stabilité au sens de Von Neumann du schéma explicite donne la condition de C.F.L.
( R. Courant, K. Friedrichs, and H. Lewy en 1928):

le schéma est stable si A )
t
< -, 4.110
dx? 2 ( )
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4.6.2 Schéma implicite pour (4.81))-(4.84)

Pour approcher %(t”,xi) dans (4.81) on utilise cette fois

ou w(t™, x;) —u(t™ 2
— (", z;) =
7o) A,

+O(A). [@.87)

Un schéma numérique d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace pour (4.81): Vn €]0, N;], Vi €]0, N[

1

n n— n o n n
U~ pin 2ui +ui

=fr 4.111
At A% f’L ? ( )
avec fI' = f(t",x;) et (en espérant) ul’ ~ u(t", x;).
(4.114]) est équivalent a
n Ay n n n n—1 n
ul =D (wlny — 2wl +ul ) =ul "+ AT (4.112)

x

Ce schéma est implicite en temps : il n’est pas possible de calculer explicitement u} en fonction des
u?"" (au temps précédent).

Le calcul des u?, Vi € [0, N, |, est possible en résolvant les N, + 1 équations linéaires suivantes ou
1
'on note E = D&% et C =1+ 2E :

A,
Jug — dul +uy = 2604(15"). (4.113)
C’U/;l — E(U’ZLI + 'Uz;lfl) = u?_l + At ’Z(L7 Vi 6]0, Nw[[ (4114)
URL,« = B(t"), (4.115)
AU™ = b" (4.116)

avec A€ My, 11 (R), b" € RV=T1 et

ugy
uf
Ur = D e RN de . UM(i) =wl g, Vie [1,N, +1]
uy, g
u’]i,m
AU" =b" <—
3 04 1 0 010 n 284 o (1)
B - e e s Er S Sl 1Y S R W (N Doy .
EE CZETT0 0 | 0 i WY A
0 -E C -E Do uj uy '+ ALY
0 0! - s (2117
I i n e n
Lo _E C —E! 0 o2 ui, Lo+ ArfR,
: u Ne >
00 0 B C =B |\t ]| st AR
00 00 o N B

L’algorithme formel est donc le suivant :

1: U? <« UQ(Z‘Z‘), Vie [O,Nwﬂ

2: Pour n < 1 a N, faire

3:  Calcul de U™ en résolvant le systéme linéaire (4.117)
4: Fin Pour



{3 Exercice 4.6.2

Q. 1 Ecrire la fonction AsseMBLEMATGEN1D retournant la matrice M € My(R) définie par

ap ay a3 0 ... ... 0
6 « B 0 ... ... 0
0 :
M= o (4.118)
: . “. . .0
o ... ... 0 pB a p
0 ... ... 0 b3 by by

ol «, B, a1, as, as, by, by et by sont des réels donnés.
Q. 2 Ecrire la fonction SN\DMBRGENID retournant le vecteur B € RY défini par

B=| : (4.119)

ol «, B, c1,...,Ccq_2 sont des réels donnés.

}',t; Exercice 4.6.3

Q. 1 Ecrire une fonction algorithmique Hear1Div  permettant de retourner la discrétisation en
temps, la discrétisation en espace et l’ensemble des ul, i € [0,N,], n € [1,N¢] calculés par le
schéma implicite en temps pour I’EDP a .

Q. 2 Ecrire un programme utilisant cette fonction et permettant de calculer la solution numérique
d’un probléme dont on connait la solution exacte.
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