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4.6 Problème modèle évolutif 1D : équation de la chaleur

EDP modèle instationnaire en dimension 1 : équation de la chaleur

Trouver u : r0, T s ˆ ra, bs ÝÑ R telle que

Bu

Bt
pt, xq ´D

B2u

Bx2
pt, xq “ fpt, xq, @pt, xq Ps0, T sˆsa, br, (4.76)

up0, xq “ u0pxq, @x P ra, bs (4.77)

´D
Bu

Bx
pt, aq “ αptq, @t P r0, T s (4.78)

upt, bq “ βptq, @t P r0, T s (4.79)

où a ă b, D ą 0 (coe�cient de di�usivité), α : r0, T s ÝÑ R, β : r0, T s ÝÑ R, u0 : ra, bs ÝÑ R et
f : r0, T s ˆ ra, bs ÝÑ R donnés. condition de compatibilité :

u0pbq “ βp0q. (4.80)

xi “ a` i∆x, @i P v0, Nxw, avec ∆x “
b´ a

Nx

tn “ n∆t, @n P v0, Ntw, avec ∆t “
T

Nt
.

EDP modèle d'évolution en dimension 1 : équation de la chaleur, formu-
lation aux points de discrétisation
Trouver uptn, xiq P R, @n P v0, Ntw, @i P v0, Nxw, tels que

Bu

Bt
ptn, xiq ´D

B2u

Bx2
ptn, xiq “ fptn, xiq, @n Pw0, Ntw, @i Pw0, Nxv, (4.81)

up0, xiq “ u0pxiq, @i P v0, Nxw, (4.82)

´D
Bu

Bx
ptn, x0q “ αptnq, @n P v0, Ntw (4.83)

uptn, xNx
q “ βptnq, @n P v0, Ntw (4.84)

‚ Approximation d'ordre 2 de B
2u
Bx2 pt

n, xiq:

B2u

Bx2
ptn, xiq “

uptn, xi`1q ´ 2uptn, xiq ` upt
n, xi´1q

∆2
x

`Op∆2
xq (4.85)

‚ Approximations d'ordre 1 de Bu
Bt pt, xq:

Bu

Bt
ptn, xiq “

uptn`1, xiq ´ upt
n, xiq

∆t
`Op∆tq (4.86)

Bu

Bt
ptn, xiq “

uptn, xiq ´ upt
n´1, xiq

∆t
`Op∆tq. (4.87)

‚ Approximations d'ordre 1 de Bu
Bx pt

n, x0q:

Bu

Bx
ptn, x0q “

uptn, x1q ´ upt
n, x0q

∆x
`Op∆xq

‚ Approximations d'ordre 2 de Bu
Bx pt

n, x0q:

Bu

Bx
ptn, x0q “

´3uptn, x0q ` 4uptn, x1q ´ upt
n, x2q

2∆x
`Op∆2

xq (4.88)
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4.6.1 Schéma explicite pour (4.81)-(4.84)

On espère trouver une méthode permettant de déterminer

uuuni « uptn, xiq, @n P v0, Ntw, @i P v0, Nxw

‚ Un schéma numérique d'ordre 1 en temps et d'ordre 2 en espace pour (4.81): @n P v0, Ntv, @i P
w0, Nxv

uuun`1
i ´ uuuni

∆t
´D

uuuni`1 ´ 2uuuni ` uuu
n
i´1

∆2
x

“ fffni (4.89)

avec fffni “ fptn, xiq et (en espérant) uuuni « uptn, xiq. (4.89) est équivalent à

uuun`1
i “ uuuni `D

∆t

∆2
x

`

uuuni`1 ´ 2uuuni ` uuu
n
i´1

˘

`∆tfff
n
i (4.90)

‚ Schémas pour (4.82) et (4.84):

uuu0
i “ u0pxiq, @i P v0, Nxw

uuunNx
“ βptnq, @n P v0, Ntw (4.91)

‚ Un schéma numérique d'ordre 2 en espace pour (4.83):

´D
´3uuun0 ` 4uuun1 ´ uuu

n
2

∆x
“ αptnq

ou encore

uuun0 “
1

3

ˆ

2∆x

D
αptnq ` 4uuun1 ´ uuu

n
2

˙

. (4.105)

Principe : On connait puuu0
i q

Nx
i“0, on va calculer successivement :

puuu1
i q

Nx
i“0, puis puuu

2
i q

Nx
i“0, . . . , puis puuu

Nx
i q

Nx
i“0

On calcule puuun`1
i q

Nx
i“0 à partir de puuuni q

Nx
i“0 :

uuun`1
i “ Cuuuni ` Epuuu

n
i`1 ` uuu

n
i´1q `∆tfff

n
i , @i Pw0, Nxv, (4.107)

uuun`1
Nx

“ βptn`1q, (4.108)

uuun`1
0 “

1

3

ˆ

2∆x

D
αptn`1 ` 4uuun`1

1 ´ uuun`1
2

˙

. (4.109)

L'algorithme formel est donc le suivant avec E “ D ∆t

∆2
x
et C “ 1´ 2E :

1: uuu0
i Ð u0pxiq, @i P v0, Nxw

2: Pour nÐ 0 à Nt ´ 1 faire

3: uuun`1
i Ð Cuuuni ` Epuuu

n
i`1 ` uuu

n
i´1q `∆tfff

n
i , @i Pw0, Nxv

4: uuun`1
Nx

Ð βptn`1q

5: uuun`1
0 Ð 1

3

`

2∆x

D αptn`1q ` 4uuun`1
1 ´ uuun`1

2

˘

6: Fin Pour

Exercice 4.6.1

Q. 1 Ecrire une fonction algorithmique Heat1Dex permettant de retourner la discrétisation en

temps, la discrétisation en espace et l'ensemble des uuuni , i P v0, Nxw, n P v1, Ntw calculés par le

schéma explicite en temps pour l'EDP (4.81) à (4.84).
Q. 2 Ecrire un programme permettant de calculer la solution numérique d'un problème dont on

connait la solution exacte.

Etude de la stabilité au sens de Von Neumann du schéma explicite donne la condition de C.F.L.

( R. Courant, K. Friedrichs, and H. Lewy en 1928):
le schéma est stable si

D
∆t

dx2
ď

1

2
. (4.110)
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4.6.2 Schéma implicite pour (4.81)-(4.84)

Pour approcher Bu
Bt pt

n, xiq dans (4.81) on utilise cette fois

Bu

Bt
ptn, xiq “

uptn, xiq ´ upt
n´1, xiq

∆t
`Op∆tq. (4.87)

Un schéma numérique d'ordre 1 en temps et d'ordre 2 en espace pour (4.81): @n Pw0, Ntw, @i Pw0, Nxv

uuuni ´ uuu
n´1
i

∆t
´D

uuuni`1 ´ 2uuuni ` uuu
n
i´1

∆2
x

“ fffni , (4.111)

avec fffni “ fptn, xiq et (en espérant) uuuni « uptn, xiq.
(4.114) est équivalent à

uuuni ´D
∆t

∆2
x

`

uuuni`1 ´ 2uuuni ` uuu
n
i´1

˘

“ uuun´1
i `∆tfff

n
i . (4.112)

Ce schéma est implicite en temps : il n'est pas possible de calculer explicitement uuuni en fonction des
uuun´1
i (au temps précédent).
Le calcul des uuuni , @i P v0, Nxw, est possible en résolvant les Nx ` 1 équations linéaires suivantes où

l'on note E “ D ∆t

∆2
x
et C “ 1` 2E :

3uuun0 ´ 4uuun1 ` uuu
n
2 “ 2

∆x

D
αptnq. (4.113)

Cuuuni ´ Epuuu
n
i`1 ` uuu

n
i´1q “ uuun´1

i `∆tfff
n
i , @i Pw0, Nxv (4.114)

uuunNx
“ βptnq, (4.115)

AUUUn “ bbbn (4.116)

avec A PMNx`1pRq, bbb
n P RNx`1 et

UUUn “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

uuun0
uuun1
...

uuunNx´1

uuunNx

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

P RNx`1, i.e. UUUnpiq “ uuuni´1, @i P v1, Nx ` 1w

AUUUn “ bbbn ðñ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

3 ´4 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
´E C ´E 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

0 ´E C ´E
. . .

...
...

... 0
. . .

. . .
. . . 0

...
...

...
. . . ´E C ´E 0

0 0 . . . 0 ´E C ´E
0 0 . . . 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

uuun0
uuun1
uuun2
...

uuunNx´2

uuunNx´1

uuunNx

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2∆x

D αptnq

uuun´1
1 `∆tfff

n
1

uuun´1
2 `∆tfff

n
2

...

uuun´1
Nx´2 `∆tfff

n
Nx´2

uuun´1
Nx´1 `∆tfff

n
Nx´1

βptnq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(4.117)

L'algorithme formel est donc le suivant :

1: UUU0
i Ð u0pxiq, @i P v0, Nxw

2: Pour nÐ 1 à Nt faire

3: Calcul de UUUn en résolvant le système linéaire (4.117)
4: Fin Pour
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Exercice 4.6.2

Q. 1 Ecrire la fonction AssembleMatGen1d retournant la matrice M PMdpRq dé�nie par

M “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1 a2 a3 0 . . . . . . 0
β α β 0 . . . . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . 0

0 . . . . . . 0 β α β
0 . . . . . . 0 b3 b2 b1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(4.118)

où α, β, a1, a2, a3, b1, b2 et b3 sont des réels donnés.

Q. 2 Ecrire la fonction SndMbrGen1d retournant le vecteur BBB P Rd dé�ni par

BBB “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

α
c1
...

cd´2

β

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(4.119)

où α, β, c1, . . . , cd´2 sont des réels donnés.

Exercice 4.6.3

Q. 1 Ecrire une fonction algorithmique Heat1Dim permettant de retourner la discrétisation en

temps, la discrétisation en espace et l'ensemble des uuuni , i P v0, Nxw, n P v1, Ntw calculés par le

schéma implicite en temps pour l'EDP (4.81) à (4.84).
Q. 2 Ecrire un programme utilisant cette fonction et permettant de calculer la solution numérique

d'un problème dont on connait la solution exacte.
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