4.6. PROBLEME MODELE EVOLUTIF 1D : EQUATION DE LA CHALEUR

4.6 Probléme modéle évolutif 1D : équation de la chaleur

-

-@'—EDP modéle instationnaire en dimension 1 : équation de la chaleur

Trouver u : [0,7T] x [a,b] — R telle que
0 02
%(tvx) - D(T;‘gt(tax) = f(tax), V<ta‘r) E]OaT]X]aa b[a
u(0, ) = up(z), Vz € [a,b]
0
—Da% t,a) = a(t), vt e [0, 7]
u(t, b) = B(t), vt e[0,T]

.

ot a < b, D > 0 (coefficient de diffusivité), « : [0,7] — R, 8 : [0,T] — R, up : [a,b] — R et

f:]0,T] x [a,b] — R donnés. condition de compatibilité :

b—a

x; =a+1iA,, Vie[0,N.], avec A, = ~

T
t" =nA:, Vne [0, Ny, avec Ay = N
t

(4.80)

-

lation aux points de discrétisation

~

-@'—EDP modéle d’évolution en dimension 1 : équation de la chaleur, formu-

Trouver u(t", z;) € R, Vn € [0, N¢], Vi € [0, N,], tels que
2
%(t”,:ri) = D%(t”,xi) = (", @), Vn €0, N;], Vi €]0, Ny [, (4.81)
(0, z;) = uo(z;), Vi € [0, N.], (4.82)
—D%(t",xo) = a(t"), Vn € [0, N¢] (4.83)
u(t™, zn,) = B(E"), Vn € [0, N¢] (4.84)
e Approximation d’ordre 2 de g%‘(t”, Z):
Pu u(l™, wip1) — 2u(t", ;) + u(t", zio1) 2
e Approximations d’ordre 1 de %(t,x):
ou w(t™ xy) — u(t™, ;)
—(t",z;) = - - A 4.
) N +o(a) (4.86)
ou u(t™, x;) —u(t™ x)
—(t",z;) = Ay). 4.
i ) N ro(a) (4.8)
e Approximations d’ordre 1 de g—g(t”, Zo):
ou, ., u(t" w) —u(t", x2g)
ﬂx(t 710) - Aa: +O(AI)
e Approximations d’ordre 2 de S—Z(t”, Zo):
_ n 4 n _ n
67u(tn’$0) _ —3uft ,x0) + du(t™, x1) — u(t™, za) L o(a2) (4.88)

ox 27,



4.6.1 Schéma explicite pour (4.81))-(4.84])

On espére trouver une méthode permettant de déterminer

ul ~u(t",x;), VYnel0,N], Vie[0,N,]

?

e Un schéma numérique d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace pour (4.81): Vn € [0, N[, Vi €

[0, Nz [ X
ul Tt —ul ul' oy — 2ul +ul
' —D =f7 4.89
N N s (489)
avec fI' = f(t",x;) et (en espérant) ul ~ u(t",z;). (4.89)) est équivalent a
A
ul ™ =l + DA—; (ufy) — 2wl +ul' ) + Auf? (4.90)

e Schémas pour (4.82) et (4.84):
u) = ug(x;), Vi e [0, N;]
uy, = B(t"), Vn e [0, N¢] (4.91)

e Un schéma numérique d’ordre 2 en espace pour (4.83):

—3ug + 4ul —uy

-D A 2 — a(t")
ou encore
w = (2?;0[(15") T dul - ug> . (4.105)
Principe : On connait (u?)f-vjo, on va calculer successivement :
(u)io, puis (uf)i%, .., puis ()%
On calcule (u ™)+ a partir de (uf)N7, :
™ = Cul' + E(ulyy +ul ) + Af7, Vi €]0, N, (4.107)
uptt = e, (4.108)
urtl = % (%a(tnﬂ + 4yl _ugﬂ) ) (4.109)

L’algorithme formel est donc le suivant avec F = D% et C=1-2F":

u — ug(x;), Vie [0, N,]

: Pour n < 0 a N, — 1 faire

ulth — Cul + E(ul, +ul ) + AfP, Vie]0, N[
witt o )

u61+1 - % (%a(tn-&-l) + 4u?+1 _u;LJrl)

: Fin Pour

S g @

j!; Exercice 4.6.1

Q. 1 Ecrire une fonction algorithmique HEar1DEX permettant de retourner la discrétisation en

temps, la discrétisation en espace et l’ensemble des ul', i € [0,N.], n € [1,N¢] calculés par le

schéma explicite en temps pour ’EDP (4.81) a (4.84).

Q. 2 FEcrire un programme permettant de calculer la solution numérique d’un probléme dont on
connait la solution exacte.

Etude de la stabilité au sens de Von Neumann du schéma explicite donne la condition de C.F.L.
( R. Courant, K. Friedrichs, and H. Lewy en 1928):

le schéma est stable si A )
L 2. 4.11
dz?2 ~ 2 ( 0)
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4.6.2 Schéma implicite pour (4.81))-(4.84)

Pour approcher %‘(t", x;) dans (4.81)) on utilise cette fois

u
ot

") —u(t" L )
Ay

(") = A L o(a). A=)

Un schéma numérique d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace pour (4.81): Vn €]0, N;], Vi €]0, N[

n n—1 n n n
u;y —u; u;  — 2ul +ug "
—D = f! 4.111
X, ¥ fi (4.111)

avec 7' = f(t", z;) et (en espérant) ul ~ u(t™,x;).
(4.114]) est équivalent &

n At
ui = D3

x

(uly —2u? +ul ) =ul"' + AfL (4.112)

Ce schéma est implicite en temps : il n’est pas possible de calculer explicitement u en fonction des
u?~! (au temps précédent).

Le calcul des ul, Vi € [0, N,], est possible en résolvant les N, + 1 équations linéaires suivantes ou
l’onnoteE:Dﬁ—; et C=1+2F:

Ay
Jug — dul +uy = Qfoz(tn). (4.113)
Cuj — Bl +uly) = ™" + Af], ¥i€]0, N[ (4.114)
uly = B(t"), (4.115)
AU™ — b (4.116)

avec A€ My, +1(R), b" € RNe*1 et

ug
uy
U" = : e RN=*1 e U™(i) =ul,, Vie[l,N, +1]
u}ilel
u’li,z
AU" =b" —
3 -4 1 0 0. 0 N Ay (4n
CETETTE Ty o B [ 2ot
! ! uy u}l_1+Atf§L
0 -E C -E : | uj ul "+ A
| 0 0 . = : (4.117)
Lo E C -E! 0 Ziv‘”_Q “:NZ*?JFA”CN -2
00 0 -B Ci-B |\ | st AR
0170 00 0 N Bt

L’algorithme formel est donc le suivant :

: U? «— UO(.TZ'), Vie [O,Nlﬂ

: Pour n < 1 a N; faire

Calcul de U™ en résolvant le systéme linéaire
: Fin Pour

%gaw»—t



H Exercice 4.6.2

Q. 1 Ecrire la fonction AsseMBLEMATGENLD retournant la matrice M € My(R) définie par

aq as as 0 0
6 o B 0 ... ... 0
0 ST :
M= : . - . (4.118)
: o o 5 . 0
o ... ... 0 B «a p
0 ... ... 0 b3 by b

ol o, B, a1, as, as, by, by et by sont des réels donnés.

Q. 2 Ecrire la fonction SN\NDMBRGENID retournant le vecteur B € R® défini par

[0
1
B=| : (4.119)

Cd—2

B

ol «, B, C1,...,Cq_2 sont des réels donnés.

é Exercice 4.6.3

Q. 1 Ecrire une fonction algorithmique Hear1DiM  permettant de retourner la discrétisation en
temps, la discrétisation en espace et l’ensemble des ul, i € [0,N.], n € [1,N¢] calculés par le
schéma implicite en temps pour UEDP (4.81) o (4.84).

Q. 2 FEcrire un programme utilisant cette fonction et permettant de calculer la solution numérique
d’un probléme dont on connait la solution exacte.
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