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2éme partie : résolution de problémes de Cauchy
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On donne tout d’abord quelques schémas numériques qui pourront étre utilisé dans ce TP et ensuite le
travail & faire est décrit en section |3} Pour une explication détaillée des méthodes numériques employées ici on
peut utiliser le polycopié fourni MethNumII_25fevrier2020.pdf

1 Schémas numériques pour la résolution d’un probléme de Cauchy

' Definition 1.1: probléme de Cauchy
Soit f application continue définie par

f o 59+ T xR — R4
(t.y) —  f(t,y)


https://www.math.univ-paris13.fr/~cuvelier/docs/Enseignements/Energetique/MethNumII/19-20/MethNumII_25fevrier2020.pdf

avec T €]0, +o0]. Le probléme de Cauchy revient a chercher une fonction y définie par

y : [t9¢°°+7T] — R4

t — (1)
continue et dérivable, telle que
y'(t) = fty), Vee[t" ¢ +T] (1.1)
y(t?) = yleRrd (1.2)

Dans tous les schémas qui suivent on note t", n € [0, N], une discrétisation réguliére de [t°,t° + T7, y[”] ~
y(t") ot fI = f(im,y).

1.1 Schéma d’Euler progressif (ordre 1)

{ ylrrtl = gyl v e o, N - 1] (1.3)
ylol = ()
1.2 Schéma de la tangente améliorée (ordre 2)
{ ylr 1l = ylnl o pfn 4 Boylnd g Bgldy Dy e o, N - 1] (1.4)
y = )
1.3 Schéma de Heun (ordre 2)
y['rz+1] [n] + = [f[n +f (tn +h,y [n] + hf )] (15)
1.4 Schémas de Runge-Kutta
e ordre 3 (version 1)
K= g y")
ko= S0 y[n]+hk1) (1.6)
L { Cils %%y + 2ks)
y[7z+1] _ n]+ (kl-‘r?)kg))
e ordre 3 (version 2)
N (G
R (G AR XY w7
kg"] = ft"+ 2h Lyl 4 Qhk 2)
ylnti = gyl 8 (zkl + 3k2 + 3k3)).
e ordre 3 (version 3)
R (G
R (G SR 220 (1)
kP = fn g — Rk + k)
Yyl = T (3K, 1 ky)).



e ordre 4 (version 1)

L (G
B = S Sy SR
kgn] _ f(t ’y [n] + hk["]) (1.9)
k= ﬂw+hy"+M“)
y[n+l] _ y[n (k["] +2k["] +2k["] +k[”])
e ordre 4 (version 2)
K= eyt
kgn] = f(t 37y hk 77])
KS = pm 4 2 yled kgl gl (1.10)
I (G hoyl) 4 hk[”] kS + hk["])
yn = gl (M“+3H“+3k“+k ).

1.5 Meéthodes d’Adams-Bashforth

On note f[n] = f(t",yl")

Bl elne

gt yw4h,@ﬂ1_f[1g, (1.11)
h _ _

y[n+1] — y[ I+ o (ggf 16f[" 1 4 5f[" 2]). (1.12)
h _ _ _

N (55f[”]—59f[" Uy g7fle=2 _ggln 3]). (1.13)

Ces schémas sont explicites et leur ordre correspond au nombre de pas.

1.6 Méthodes d’Adams-Moulton

h n n

e R 1 5 (f[ +11 4 4l ])' (1.14)
h n n—

=y o (5501 4 st — g1y, (1.15)
h

ymt = gt (9f (1l qgptnd _ 5pln=tl f["‘z]) : (1.16)

Ces schémas sont implicites et leur ordre correspond au nombre de pas plus un.

1.7 Schéma de Nystrom (ordre 3)
Yl

h
=yt 4 3 <7f(t",y[”]) —2f ("t yln 1) 4 f(t"’zyy["’r"])) (1.17)

1.8 Schémas BDF (Backward-Difference Formulas)

e ordre 1

y[n+1] _ y[n] + hf[”JFl] (118)
e ordre 2 4 1 2%
[n+1] _ Z* ) [n] _ —,[n—1] 4l e[n+1] 1.19
Y 3Y 3Y +5f (1.19)
e ordre 3 1
gl = = (18y["] — gyln=1 y ogln=21 4 6hf["+1]) (1.20)



e ordre 4
1

[n+1] _
y 25

(48y[n] _ 36y[n—l] + 16y[n—2] _ 3y["—3] + 12hf["+1]) (1.21)
1.9 Shéma de Simpson (ordre 4)
— h n n n—
gl — gyt 2 (f[ 1 g 4 gl 1]) (1.22)

2 Schéma prédicteur-correcteur

Il s’agit 1a d’'une des méthodes les plus employées. Une méthode de prédiction-correction procéde en deux
temps : on fournit explicitement une valeur approchée de la solution au n**™¢ pas (soit y("“)), puis on calcule la

—(n+1
valeur correspondante de f (soit f (-t )) et enfin, on subsitue cette valeur dans un schéma implicite (on obtient
alors une valeur corrigée).

pour n variant de 0 & N — 1 faire

Calculer une valeur approchée ﬂ("H) par un schéma explicite ;
Evaluer ?(nH) = f(t L gy,

y["*11) a l'aide d’un schéma implicite en remplacant 1’inconnue par 7
finpour

n+1)),

)

3 Travail a effectuer

Le but est de représenter graphiquement les erreurs données par plusieurs schémas et de retouver numé-
riquement leur ordre. Pour cela il faudra pouvoir connaitre explicitement la solution du probléme de Cauchy
étudié. Voir Pannexe [£.1] pour plusieurs exemples de problémes de Cauchy avec solutions.

Q.1 1. Ecrire les cing fonctions Matlab suivantes correspondant a la résolution d’un probléme de Cauchy :
— [t,¥Y]=redEUP(f,a,b,yo,N) : schéma d’Euler progressif (fichier redEUP.m).
— [t,¥]=redHEU(f,a,b,y0,N) : schéma de Heun (fichier redHEU.m).
— [t,Y]=redRK4v2(f,a,b,y0,N) : schéma de Runge et Kutta d’ordre 4 (version 2) (fichier redRK4 .m).
— [t,Y]=redNI3(f,a,b,yo,N) : schéma de Nystrém d’ordre 3 (fichier redNI3.m).
— [t,¥Y]=redPCi(f,a,b,y0,N) : schéma de type prédiction-correction utilisant les schémas d’Adams-Bashforth

d’ordre 4 et d’Adams-Moulton d’ordre 4 (fichier redPC4 .m).

Ici les paramétres f,a,b,yo correspondent respectivement auz f,t°, t°+ T, yl% du probleme de Cauchy
. Enfin, Y est le tableau contenant les yI™, n e {0,--- , N} et t est le tableau contenant les n+1
nombres t", n€ {0,--- ,N}

2. Ecrire le programme principal (fichier erreur.m) permettant le calcul et le tracé des erreurs. Pour une
méthode donnée le tracé de Uerreur correspond au tracé de I’ensemble des points (t", abs(yl™ —y(t"))), n e
{0, ,N}.

Voir la figure 1] pour un exzemple de tracé. Pour cette figure, la commande Matlab subplot a été utilisée.

3. Ecrire le programme principal (fichier ordre.m) permettant de calculer numériquement l'ordre des 5
schémas et de les représenter.

Voir la figure |4 pour un exemple de tracé.
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FIGURE 1 — Valeurs absolues des erreurs des 5 schémas représentées dans une unique figure

Error(h)

=== EUP (ordre 0.912)

——tt— HEU (ordre 2.063)
RK4(v2) (ordre 4.337)

== NY3 (ordre 3.141) )

—&— PC4 (ordre 4.329)

=== 0(h')

=== O(h?)

== 0(h3)

=<=- 0(h*)
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FIGURE 2 — Ordre des 5 schémas



A faire en 3h00 (temps indicatif)

o Créez une archive compressée nommeée <NOM>—TP1— contenant les fichiers redEUP.m, redHEU . m,
redNY3.m, redRK4v2.m, redPC4.m, erreur.m et ordre.m. Ici <NOM> correspond évidemment &
votre nom.

¢ Envoyez un mail & cuvelier@math.univ-paris13.fr ayant pour sujet "<NOM> TP1 (1]' et en fi-
chier joint I’archive compressée créée précédement. Ou envoyez moi un message priveé sur Discord
et joignez lui I'archive compressée.

4 Annexes

4.1 Quelques E.D.O. du premier ordre

4.1.1 Exemple 1
Soit a € R. ’E.D.O.

{ y'(t) = cos(t), Vt =0,
y(0) =«
a pour solution y(t) = sin(t) + a.
4.1.2 Exemple 2
Soit € R. L’E.D.O.
{ y'(t) = sin(t), Vt =0,
y(0) = 5,

a pour solution y(t) = —cos(t) + 1 + 8.

4.1.3 Exemple 3

L’E.D.O.
—y(t)sin(t), Vt =0,

= e=-exp(l

—
S
==
S=
I

~— &+

a pour solution y(t) = exp(cos(t)).
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