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Equation de Laplace et équation de Poisson

3 ) ﬁ‘;'ﬁff
Pierre-Simon Laplace 1749-1827, Siméon Denis Poisson 1781-1840,
mathématicien, astronome, physicien et mathématicien, géométre et physicien
homme politique francais francais
—Au=1f, dans Q< R" (4.1)

N I 2 . 2 2
od A est I'opérateur laplacien : Au= Y + ...+ 4.
0x; 0x3

Equation de Laplace si f = 0, sinon équation de Poisson.
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Conditions aux limites
—Au=f, dans Qc R"

e Dirichlet si on impose, sur une partie de 02,
u=g, surlpc Q. (4.2)

e Neumann si on impose sur une partie de 0,

ou

5, =& sur My < 0. (4.3)

ou % = (grad u, n) avec n normale exterieure unitaire 3 Q

e Robin si on impose sur une partie de 0Q2

Z: +au=g, surlgc Q. (4.4)
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-\@’-Probléme de condensateur en 2D
Find u: Q — R such that

—Au = 0 inQc IR2,
u = 0 on T,
u = —1onlul3
u = 1 onl;uTl4,
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-Probléme de condensateur en 2D
Find v : Q — R such that

N

—Au = 0 inQcR?
u = 0 on rlo,
u = =1 onlyul3
u = 1onlul4,
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Probléme de condensateur en 2D

Find v : Q — R such that

NI

—Au = 0 inQcR?

0 on rlo,

’

—1 onlul3
1 onl;ul4,

-C=

i
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-@'—Champ de vitesses en 2D :V =V u

Trouver u: Q — R tel que

—Au = 0 dans Qc R?,

u = —1 surlful3,
u = 1 surlyurl4,
0
a—z = 0 sur rlo.
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-\@’-Champ de vitesses en 2D :V =V u

Trouver u: Q — R tel que

—Au = 0 dans Q c R?,
u = —1 surl,ul3,
u = 1 surlyurl4,
0
675 = 0 sur rlo.
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-@'—Champ de vitesses en 2D :V =V u

Trouver u: Q — R tel que

—Au
u

u
ou

on

0 dans Q c R?,
—1 surlp uTl3,
1 surlfpurl4,

0 sur rlo.
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Probléme mal posé

-

-\@'-Probléme en dimension n
Find u: Q — IR such that

—Au = f inQcR",

% = g sur 0f. |

L

ot Q est un domaine borné de R".
Ce probléme est mal posé : non unicité de la solution.

u solution = u + constante solution
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Equation de la chaleur

g;’(t,x) — DAu(t,x) = f(t’cx), WxeQ, Vte[0,T]  (45)
P

Q < RY de frontiere Q

D, coefficient de diffusivité thermique (en m?/s),

f, production volumique de chaleur (en W /m?3),

e p, masse volumique du matériau (en kg/m?3),
e ¢, chaleur spécifique massique du matériau (en J/kg/K),
0%u Pu

o Au laplacien (en espace) : Au= 55 +...+ 55
1 d

Probléme bien posé ?
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Equation de la chaleur

%(t,x) — DAu(t,x) = f(t’c"), WxeQ, Vte[0,T]  (45)
P

Probléme bien posé :

e condition initiale
Vx e Q, u(0,x) = up(x) (4.6)

e conditions aux limites sur 002
» Dirichlet :

VxelpcoQ, Vte[0, T] u(t,x)=gp(t,x)
» Neumann :
VxelycoQ, Vte[0, T] D%(t,x) = gn(t,x)
» Robin :

VxelgcdQ, Vte [0, T] D%(t,x) + au(t,x) = gn(t, x)
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-@'—Probléme de chaleur en 2D
Find v : Q € R2 — R such that

%—DAU = 0 in[0,T] x4,
u(0,x) = 20VxeQ,
ou
% = 0 on rlo,

u = g onlyuls3

u = g onljul4

ou Q (cotés de 20cm)

e D =988 x 107° (aluminium)
ou D =23.9 x 107 (plomb),

e Vxelruls3,
gi(t,x) =(20+40t)sit <=1
et gi1(t,x) = 60 sinon,

e Vxelul4,
g(t,x) = (20+80t)sit <=1
et g»(t,x) = 100 sinon.
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Equation des ondes

2
%(t,x) — AAu(t,x) =0, ¥xeQ, Vte[0,T] (4.7)

e Q = R de frontiére 9Q

e ¢ > 0 vitesse de propagation de |'onde,

Probléme bien posé 7
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2
gtg(DX) — C2Au(t,x) =0, VxeQ, Vte [0’ T]

e conditions initiales

u(0,x) = up(x), Vx € Q [position initiale] (4.8)
%(O,X) = w(x), Vx € Q [vitesse initiale] (4.9)
e conditions aux limites sur 02
» Dirichlet :
VxelpcdQ, Vte |0, T], u(t,x) = gp(t,x)
» Neumann :
VxelycoQ, Vte[0, T], cz%(t,x) = gn(t,x)

» Robin :

Vx elTgr < 09, Vte [0, T], czg(t,x) + au(t,x) = gn(t,x)
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Résolution numérique d'EDP

Méthodes déterministes :
e méthode des différences finies
e méthode des éléments finis
e méthode des volumes finis

Méthodes de résolution numérique
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© Opérateurs aux différences finies
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Opérateurs aux différences finies

Soient ¢ : R — R suffisament réguliére, h >0 et x e R

(D7) = 7 (px+ )~ p(x) (412)
(Dre)) = (o)~ olx — ) (413)
(D)) = r (p(x + B) — ol — h) (414)

o D;" opérateur progressif/décentré avancé
e D, opérateur rétrograde/décentré retardé

° D,(,’ opérateur centré
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-
@ Definition 4.1

Soit h > 0. On dit qu'un operateur aux différences finies D), est une approxi-

mation consistante d'ordre p de 2 si pour tout ¢ : [a, b)] — R suffisament
réguliére on a

max_|(Dpp)(x) — ﬂ(x) < ChP (4.15)
xefap]|* ¥ dxk S '

L ot C est une constante indépendante de h.

Proposition 4.2

Si ¢ : R —> R est suffisament réguliére, les opérateurs D;" et D, appliqués
a  sont des approximations consistantes d'ordre 1 de d—f et 'opérateur DY

appliqué a @ est une approximation consistante d'ordre 2 de d“”
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f Bt .
3 Exercice 1

Soient h > et les trois opérateurs aux différences finies suivant

(DFD) = 7 (o0x+ ) = o)
(D)) = 7 (60— olx — b))
(D)) = 57 (ol + B) = plx = )

-
Q.1 Montrer que ces trois opérateurs sont linéaires (i.e. V(A pu) € R? Yo : R — R,

| VY:R—R, Dp(Ap + pth) = ADpp + D). )

( B
Q.2 On suppose que ¢ € CX([a, b]; R) avec k > 2 Montrer que les opérateurs D} et D,

sont des approximations consistantes d'ordre 1 de
J

-
Q.3 On suppose que ¢ € CX([a, b];R) avec k > 3. Montrer que |'opérateur D,? est une

approximation consistante d’'ordre 2 de %ﬁ

J

L J
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Proposition 4.3

Soient ¢ € C*([a, b]; R). On note D? I'opérateur défini, pour tout x €]a, b[ et
h > 0 tels que x &+ h € [a, b], par

(D3)() 2 o [plx + ) 200 + o(x— H]. (416)

. ’ ~ . . . 1 2
Alors D,%go appliqué a o est une approximation consistante d'ordre 2 de Z’Tf'
De plus on a

Dy = D3(Dhp) = Dy (D, ¢) = Dy (D; ) (4.17)
est une approximation consistante d'ordre 2 de Z%f.

Démonstration en exercice
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Dimension n > 1

Proposition 4.4: (admis)

Soit U un ouvert non vide de R" et f une application f : U c R" —>
R avec f € C"(U). Soient x € U, i € [1,n], et h € R* vérifiant
vt € [0,1], x + thell € U ou ell est le i-éme vecteur de la base
canonique de R".

Alors il existe 0 €]0, 1] tel quel

o hkokf h ot

i1y — Ter
f(x + he") = f(x) + 2 p &x,.k (x) + Ee

(x + 0hel) (4.18)

o el’l est le i-eme vecteur de la base canonique de R".

 Opérateurs aux différences finies Dimension 1 > 1 e EE



Opérateurs aux différences finies en dimension n > 1

Soient ¢ : U < R" — R suffisament réguliére, h > 0 et i € [1, n]

(D00 = 1 (px + helh) — o)) (4.19)
(D)) = 7 () — plx — hell)) (420)
(D80)(x) = o ((ox+ hell) — o —hel)))  (421)
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-
22 .
¥y Exercice 2

Soient ¢ : U € R? — R une fonction suffisament réguliére, h > 0 et les trois opérateurs aux différences finies
suivant définis pour i € [1,2]

(D)0 = 5 (ix + heh) — ()
D)) = 7 (900~ plx— hell))
(DRip)0) = 5 (1o -+ hell) — ol — el

1 0
[ = [2] —
avec e! (0> et e (1> o

4 )
Q.1 Monter que ces trois opérateurs sont linéaires (i.e. V(A u) € R Yo : UcR? — R, Vo :

L UcR? — R, Dni(Ap + ptp) = ADh i + puDp ji).) )

e p
Q-2 On suppose que p € CX(U = R* R) avec k > 2. Montrer que les opérateurs Dy et D;; appliqués
¢ sont des approximations consistantes d'ordre 1 de %.

\ J
( k 2 ) 0 ; A
Q.3 On suppose que ¢ € C(U = R R) avec k > 3. Montrer que |'opérateur D} ; appliqué & ¢ est une
approximation consistante d'ordre 2 de %s
\ J
\ J
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Proposition 4.5

Si p: Uc R" —> R est suffisament réguliére, les opérateurs Dh+ et D;, appliqués
a o sont des approximations consistantes d'ordre 1 de a“’ et I'opérateur D? '+ appliqué

a ¢ est une approximation consistante d'ordre 2 de a<,;

Proposition 4.6

Soient i € [1,n], ¢ € C*(U = R™;R). On note Dﬁ,,- I'opérateur défini, pour tout
x € U et h > 0 vérifiant x + hell € U, par

(D%2)0) [l + hel®) — 2p() + p(x — hel®)]  (4.22)

2
ox?

Alors D2 ;¢ est approximation consistante d’ordre 2 de '

De plus, on a

Di27,i<p = Dz,i(Dg,iw) D+ (Dhtw) = DI:,/(DE:/SD) (423)
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@ Méthode des différences finies 1D
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@ Méthode des différences finies 1D
o EDP stationnaire 1D +
Dirichlet
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Soient a< b, c >0, e R, SR, et f:[ab] — R donnés.

-\@’-EDP modéle stationnaire 1D

Trouver u : [a,b] — R telle que

—u" +cu = f in]a,b|,
u(a) a,
ulb) = p.
ou

-\@‘EDP modéle stationnaire 1D : formulation aux points

Trouver u(x) € R, Vx € [a, b] telle que

—u"(x) + cu(x) = f(x) VYx€la,bl,
u(a) a,
ulb) = p.
Chercher u ou u(x), Vx € [a, b] (infinité de points!)
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-\@’-EDP modéle stationnaire 1D : formulation aux points

Trouver u(x) € R, Vx € [a, b] telle que

—u"(x) + cu(x) = f(x) Vxe€la, b,

ulb) = pB.

b—a

xi =a+ih, Vie[0,N], avec h = N

*O>‘EDP modéle stationnairelD : formulation aux points de dis-

crétisation
Trouver u(x;) € R, Vi € [0, N] tels que

—u"(x;)) + cu(x;) = f(x;) Vie]o, N[, (4.24)
ulxo) = a, (4.25)
ulxy) = pB. (4.26) |
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*9*EDP modéle stationnairelD : formulation aux points de discrétisa-
tion
Trouver u(x;) € R, Vi € [0, N] tels que

—u"(x) +cu(x)) = f(x) Vie]o,N[,

uxg) = a,
u(xy) = pB.
/(x) = (DRu)() + O(R?) = U0 =20 U01) 4 o,
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*9*EDP modéle stationnairelD : formulation aux points de discrétisa-
tion
Trouver u(x;) € R, Vi € [0, N] tels que

—u"(x) +cu(x)) = f(x) Vie]o,N[,

ulxo) = aq,
u(xy) = pB.
u(xiv1) —2u(x;) + u(xi—1)

u"(x;) = (Dju)(x;) + O(h*) = +O(h%).

h2

“o‘EDP modéle stationnaire en dimension 1 : formulation aux points
de discrétisation (bis)
Trouver u(x;) € R, Vi € [0, N] tels que

B u(xi+1) — 2u(x;) + u(xi—1) .
h2

O(h?) + cu(x)) = f(x;) Vie]o, N[,(4.27)
ulx) = « (4.28)
ulxy) = B. (4.29)
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N

-@-EDP modéle stationnaire en dimension 1 : formulation aux
points de discrétisation (bis)
Trouver u(x;) € R, Vi € [0, N] tels que

_U(X,'+1) = 2u(x,-) 4 U(X,'_l)
h2

—0(h?) +cu(x)) = f(x;) Vielo, NI,
ulxo) = «q,

U(XN) B

On oublie le O(h?) et on pose u; ~ u(x;).
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\I/

-@-EDP modéle stationnaire en dimension 1 : formulation aux
points de discrétisation (bis)
Trouver u(x;) € R, Vi € [0, N] tels que

u(Xit1) — 2u(x) + u(xi-1)

2 —0(h?) +cu(x)) = f(x;) Vielo, NI,

On oublie le O(h?) et on pose u; ~ u(x;).

-\@‘EDP modéle stationnaire 1D : schéma aux différences finies
Trouver u; € R, Vi € [0, N] tels que

_ Ujp1 — 2ui + uj—

[ +cui = f(x;) Vie]o, N[, (4.30)
u = a, (4.31)
uy = ﬁ (432)
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s N

-\@'-EDP modéle stationnaire 1D : schéma aux différences
finies

Trouver u; € R, Vi € [0, N tels que
Uit1 — 2u; + Ui .
_ S0 = + cuj = f(x;) Vielo, N[, (4.30)
up = «, (4.31)
uyn = 5 (4.32)

systéme linéaire de NN + 1 équations & N + 1 inconnues !

U = « < eq. en xg
—up + g — U = h*f(x) «—eq. en xq
—uy + pun—1 — un_p = h*f(xy_1) <« eq. en xy_1
uy = 0 — eq. en xy

avec p1 = 2 + ch®.
N EDP stationnaire 1D 4+ Dirichlet



ug = « < €qg. en Xp
—Uup + pup — Ug = f(x < eq. en xi
—u3 + pup — Uy = f(x2) < eq. en x»
—un—1+ pun—2 —un—3 = f(xn—2) < eq. en xy_o
—uy + pun—1 —un—2 = f(xn—1) < eq. en xy_1
L un = f «— eq. en xy
110 0:0 w \ [ a
7777777777777777777777777777777777777777 - P,
B TR 070 0 h*f(x1)
0 . -1 u -1 0 0 0 > h2f (x2)
0.0 o :
AU ¥ | ! = ' B (433)
s 0 :
) 0 1 pu -1.0 uy-—2 W f(xy-—2)
00 e 0 2t L )| v h?f (x-1)
0 01 uw )\ BT
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Proposition 4.1: admis

Le schéma aux différences finies (4.30)-(4.32) est consistant a |'ordre
2 avec 'EDP (4.24)-(4.24) et on a

1) — uj] = O(h?). 4.34
;erfo?ﬁﬂ‘”(x) uj| = O(h7) (4.34)

2019/02/26 33 /85



( sl . ., )
Y Exercice 3: (schéma étudié en cours)
s X \
Q.1 Ecrire la fonction AsseMBLEMATLD retournant la matrice M € My (R) définie par
%Y 0 0 ... ... ... O
B o B :
0 . 5 5 5 :
M= |[: . - (4.35)
0
: B a B
0 0 0 7
ol a, 3 et y sont des réels donnés.
J
On souhaite résoudre par un schéma aux différences finies I'EDP suivante
—u"+cu = f in]ab[,
ula) = o
u(b) = B
Q.2 En prenant le jeu de données a = 0, b =27, c =1, a = 1, 3 = —1 et f : x > cos(x?), écrire un programme
permettant de résoudre I'EDP précédente. On pourra utiliser la fonction X « Sowve(A, B) retournant la solution du
systéme linéaire AX = B.
Q.3 En choisissant judicieusement un jeu de données écrire un programme permettant de vérifier |'ordre du schéma utilisé
a l'aide de la formule (4.34).
\ J
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le-1

_Z.érror(h)
© 0(h)
®:0(h"2)

le-2 3

.‘.
le-3 E|
le-4 F 3
.‘.“‘
le-5 F E|
.’
le-6 '
le-3 le-2 le-1

h

Figure: Représentation en échelle logarithmique
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solveEDP1(a,b,c,alpha,beta,f,N)

function [x,Ul=

1
2 h=(b-a)/N;
1 function M=AssembleMat1D(d,alpha,beta,gamma) 3 x=a:h:
2 parse (d,d); 4 A e eMat1D (N+1,2+c*xh*h,-1,h*h);
3 M(1,1)=gamma;}(d,d)=gamma; 5 3=zeros (+1,1);
4 for i=2:d-1 6 B(1)=alpha;B(N+1)=beta;
5 M(i,i)=alpha; 7 for i=2:
6 M(i,i-1)=beta;M(i,i+1)=beta; 8 B(i)=f(x(i));
7 end 9 end
s end 10 B=h*h*B;
n U=A\B;
Listing 1: fonction Matlab/Octave AssembleMat1D 1z oo
Listing 2: fonction Matlab/Octave solveEDP1
1 clear all
2 close all
3 [/ Initialisation des donnees
a @(x) sin(x.-2);
5
6 ~2%sin(x~2) - 2%cos(x"2) + c*sin(x~2);
7 a=0;b=2%pi;
s 4 Calcul des erreurs
s LN=[100,200,400,800,1600,3200];
10
n
12 olveEDP1(a,b,c,uex(a),uex(b),f,N);
13 b-2a)/N;
14 E(k)=max (abs (uex(x)’-U));
15

17 4 Representation graphique
18 loglog(H,E,’r<-’,’LineWidth’,2)

1 hold on

20 loglog(H,H,’kd:’,’LineWidth’,2)

21 loglog(H,H.~2,’k*:’,’LineWidth’,2)
22 legend(’Error(h)’,’0(h)’,’0(h"2)?)
23 xlabel(’h’)

Listing 3: Script Matlab/Octave pour la représentation de I'ordre
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@ Méthode des différences finies 1D

@ EDP stationnaire + CL mixtes
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EDP stationnaire + CL mixtes

-\@'-EDP modéle stationnaire 1D avec condition de Dirichlet
a droite et Neumann a gauche
Trouver u : [a,b] — R telle que

—u"+cu = f in]a, b, (4.36)
ula) = o (4.37)
u'(b) B. (4.38)4

Seule la derniére ligne du systéme linéaire est a modifier! Remplacer par 777
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EDP stationnaire + CL mixtes

-\@'-EDP modeéle stationnaire 1D avec condition de Dirichlet
a droite et Neumann a gauche
Trouver u : [a,b] — R telle que

—u"+cu = f in]a, b, (4.36)
ula) = a (4.37)
u'(b) B. (4.38)

Seule la derniére ligne du systéme linéaire est a modifier! Remplacer par 777

(o) = (D u) o) + O() = “W WD) o)

W Vigthode desidifferencesifinies iD|  EDP stationnaire + CL mixtes 2019/02/26 38/ 85



EDP stationnaire + CL mixtes

-\@'-EDP modéle stationnaire 1D avec condition de Dirichlet
a droite et Neumann a gauche
Trouver u : [a,b] — R telle que

—u"+cu = f in]a, b, (4.36)
ula) = o (4.37)
u'(b) B. (4.38)4

Seule la derniére ligne du systéme linéaire est a modifier! Remplacer par 777

(o) = (D u) o) + O() = “W WD) o)

UN T EN-L *h““’*l _ 3. (4.39)
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Uo = « < €eq. en Xp
—up + g — U = h*f(x) —eq. en xq
—u3 + puy — Uy = h*f(x) <~ €eq. en x»
<
2
—un-1+pun—2 —un—3 = h*f(xy_2) < eq. en xy >
2
—upn + pUN_1 — UN_2 = h°f(xy—1) < eq. en xy_1
L Uy — un—1 = hp < eq. en xy
A0 e e e 0.:0 S W S
-1:p -1 0 0:0 T h?f(x1)
0 -1 u -1 0 00 iy B2f (x2)
0.0 Lo : :
AUE : - |- ' B (4.40)
: 0 : : : :
L0 0 1 u -1.0 -2 W f (xn—2)
00 o 0 1 pi-l || uw h?f (xn—1)
0 111 w )\ .

Mais ...



Schéma d’ordre 1 !!!

Error for N=1600
e+l

~& Error(h) 035
©-0(h)
o / ¢ 0(2) osl
le-lfp 3
B4
o
........ o 02
o z
le3 et 5
o s
.
. 01
le-5 .
..
et .
.
le-4 1e-3 1le-2 le-1 o 1 2 3 a 5 6 7
h X
(a) Représentation en échelle (b) Représentation de I'erreur en
logarithmique de I'ordre du schéma fonction de x pour N = 1600

Ecrire un schéma d'ordre 2 pour Neumann
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1D

(.., . )
£ Exercice 4

Soit ¢ une fonction suffisament réguliére et h > 0

Q.1 Montrer que

E(x) _ —3p(x) +4o(x + h) — o(x +2h)

- o +0(h?) (4.41)

Q.2 Montrer que

d_go(x) _ 3p(x) — 4p(x — h) + p(x — 2h)

. 5 +0(h)  (4.42)
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Uo = o < €eq. en Xp
—Uu2 + fiuy — Uo = f(xa —eq. en x
—u3 + puy — g = f(x2) <~ eq. en x»
<
—un—1 + puy—2 — uUy—3 = f(XN—z) «— eq. en xy_»
—upn + pUN_1 — UN_2 = f(xy—1) < eq. en xy_1
L 3un —4un—1 + un—2 = 2hp <« eq. en xy
10 e 0.0 o \ S
-1:p -1 0 0:0 T h?f(x1)
0i-1 pu -1 0 010 i W2 (x,)
0.0 Lo : :
AU E ! b : = : B (4.54)
: 0 : : : :
L0 0 1 u -1.0 -2 W f (xn—2)
010 o 0 1 pi-1 || uw W f (xn-1)
ot IV AN A T
et ...
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Schéma d’ordre 2

5 x10° Error for N=1600

~& Error(h)
9 0(h) 18 |
*0(n2)

error(x)
o o
> ® e

°
=

o
Ny

1e-7 L L
e lea Tes ez e 0 1 2 3 4 5 6 7

n X

(a) Représentation en échelle (b) Représentation de I'erreur en
logarithmique de I'ordre du schéma fonction de x pour N = 1600
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'13 Exercice 5

Soit le probléme suivant

—u"(x) + c(x)u(x) = f(x), Vx€la; b, (4.55)
u(a) = a (4.56)
u(b) = B. (4.57)
ol ¢ est une fonction positive.
Q.1
O Quelles sont les données du probléme (4.55)-(4.57)? (préciser le type de chaque donnée : réel, entier, fonction, vecteur,

Q Quelles sont les inconnues du probléme (4.55)-(4.57)7 (préciser le type)
@ Quelles sont les conditions initiales?
@ Quelles sont les conditions aux limites?

( Q.2 Construire une discrétisation réguliére de [a; b] avec N pas de discrétisation en espace. )

On note x;, i € [0, N] cette discrétisation. On souhaite résoudre (4.55) a I'aide du schéma numérique

ujp1 —2ui+ Uiy

e + ciuj = f.. (4.58)

Q.3

Q Expliquer comment le schéma (4.58) a été obtenu a partir de (4.55) et préciser ce que représente les termes uj, fj, ¢; et
Ax?

Q Donner I'ensemble £ des valeurs que peut prendre i dans le schéma (4.55).
@ Construire une discrétisation des conditions aux limites d'ordre 2 au moins.
© Le schéma global est de quel ordre? Justifiez.
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Plan

© Probléme modéle évolutif
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© Probléme modele évolutif
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L2 < o o 0 o - o -
-©-EDP modéle instationnaire en dimension 1 : équation
de la chaleur

Trouver u : [0, T] x [a, b] — R telle que
% e, = DT A(tx) = F(e.x). ¥(e.x) €10, Txa.bL, (476)
u(0,x) = uo(x), Vx € [a,b] (4.77)
—Da—i(t, a) = a(t), Vte [0, T] (4.78)
u(t, b) = p(t), Vte [0, T] (4.79)

ol a < b, D > 0 (coefficient de diffusivité), a : [0, T] — R,
B:[0,T] — R, up:[a,b] — Ret f: [0, T] x [a, b] — R donnés.
condition de compatibilité :

up(b) = 5(0). (4.80)

 Probleme modéle fvolutif e T TE



xi = a+ iy, Vi e [0, Ny, avec Ay = (b—a)/Ny
t" nAt, Vne IIO, Ntﬂ, avec At = T/Nt

Objectif: Trouver u? ~ u(t",x;), Vne [0, N¢], Vi€ [0, Ny]

»

Figure: Représentation d'une grille espace-temps avec N; = 7 et N, = 9. Les
noeuds de la grille sont les points bleus.
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*o‘EDP modéle d'évolution en dimension 1 : équation de
la chaleur, formulation aux points de discrétisation

Trouver u(t”, x;) € R, Vn e [0, N¢], Vi € [0, Ny], tels que
ou, , Pu ., n
a(t ) Xj) — Dﬁ(t ,xi) = f(t",xi), (4.81)
u(t®, x;) = wo(x;), Vie 0, Ny, (4.82)
—D%(t”,xo) = a(t"), Vne[0,N:] (4.83)
u(t", xn,) = B(t"), Vne [0, N (4.84)

= il nous faut maintenant discrétiser les opérateurs de dérivation

o P o
ot 0x2 ° ox

 Probleme modéle fvolutif e E



On déduit des développements de Taylor :

2 _ _
%(tjx):u(t,erh) 2u(ht2,x)~|-u(t,x h>+(9(h2)

Avec h = A, on obtient

@(t" %) = u(t", xip1) — 2u(t", x;) + u(t", xj-1)
y M A)z(

2 +0(A2)  (4.85)
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On déduit des développements de Taylor :

0 h,x) —
a_il(t’x) u(t + ,xi)7 u(t, x) Lo
ou u(t,x) — u(t — h,x)
Y (1, s +O(h).
Avec h = A+ on obtient
ou, . (™ x) — u(t”, x;)
E(t ) l) A, + O(At) (4-86)
N n—1
gu(t”,x,-) u(t?, x) A“(t ) Loag. (487)
t
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On déduit des développements de Taylor :

ou u(t,x + h) — u(t, x)

Pt = ) +oh)

ou u(t,x) — u(t,x — h)

a—X(t,x) = - + O(h)

du ~u(t,x+h) —u(t,x—h)

LI = ~o()

%(t,x) _ —3u(t,x)~|—4u(t,>;;]L h) — u(t,x + 2h) L o)
ou 3u(t,x) —4u(t,x — h) + u(t,x — 2h)

5 (60 = T +O(h?)

On veut approcher %(t”,xo) a l'ordre 2! = 4éme approximation.
Avec h = A, on obtient

ou —3u(t", x0) + 4u(t", x1) — u(t", x2)

Z (4N _ 2
= (" 0) oA +0(A2)  (4.88)
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© Probléme modele évolutif
@ Schéma explicite
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Schéma explicite en temps pour I'EDP (54) a (4.84)

On rappelle (54)

ou ?u
n B n D) — n i H NX ,
—at(t L Xi) — D—X2(t ,xi) = f(t",x;), Vnel0, N, Vie]0, Ny[

qui devient avec (4.86) et (4.85)

u(t™ X)) — u(t", x;)

Ay
u(t” xiy1) —2u(t”, x;) + u(t”, xi—1)
A2

X

+ O(Ay)

-D

+O(A3) =F(t",x:)  (4.94)
avec n € [0, N¢[ et i €]0, Ny].

En utilisant (4.87) en lieu et place de (4.86) on obtient un schéma
implicite...
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Schéma explicite en temps pour I'EDP (54) a (4.84)

Un schéma numérique d'ordre 1 en temps et d'ordre 2 en espace pour (54):
Vne [0, N[, Vi€]0, Ny[

ultt — o] ujy —2ui +ui
—-D =f7 4.95
At Az 1 ( )

avec f7 = f(t",x;) et (en espérant) ul ~ u(t",x;).
(4.95) est équivalent a

A
A—; (Ul — 207 + Ul 1) + AfT (4.96)

X

ut =u"+ D

Et (4.82), (4.83), (4.84)?
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Schéma explicite en temps pour I'EDP (54) a (4.84)

On rappelle respectivement (4.82) et (4.84):

u(t® x;) = uo(x:), Vi e [0, Nx]
u(t", xn, ) = B(t"), Vne [0, N¢]

qui donne immédiatement (sans approximation)

u? = u(x;), Vi e [0, Ny]

up, = B(t"), Vne [0, N¢] (4.97)

Et (4.83)?
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Schéma explicite en temps pour I'EDP (54) a (4.84)

On rappelle (4.83) Vn e [0, V]

u
DS (t", ) = a(t")

qui donne avec (4.88)

=3u(t",x0) + 4u(t", x1) — u(t", x2)
2A

-D

+0(A2) = a(t")

Un schéma numérique d'ordre 2 en espace pour (4.83):

—3y” + 4y" — yn
-D ug + 4uy — up _ Oé(tn)

Ou encore

1 /24,
ug = - ( a(t") + 4uf — uS) . (4.105)
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Schéma explicite en temps pour I'EDP (54) a (4.84)

En résumé, avec E = DA; et C=1-2E

Vn e [0, N¢]

n+1 n y IVt
= Cuj + E(u] 1 +ul_q) + Af], { vi €10, Ny (4.96)
uo = uo(x,-) vie[0, N  (4.106)

n 2A n n n
u=3"p “a(t") + 4u] —uj ), Vne[0,N:] (4.105)
uy, = B(t"), Vn e [0, N¢] (4.97)
Peut-on calculer (u f’H),NXO connaissant (u ,),N:XO?

udtt = (4.109)
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Schéma explicite en temps pour I'EDP (54) a (4.84)

En résumé, avec E = DA; et C=1-2E

Vn e [0, N¢]

n+1 n y IVt
= Cuj + E(u] 1 +ul_q) + Af], { vi €10, Ny (4.96)
u? = uo(x), vie[o,N,]  (4.106)

20
8 _ 3 ( D a(tn) + 4uf — Ug) 5 Vn € H:O, Nt]] (4105)
up, = B(t"), Vn e [0, N¢] (4.97)
Peut-on calculer (u f’H),NXO connaissant (u ,),N:XO?

u™l = Cul + E(ulyq +ul ) + Af7, Vi €]0, Ny, (4.107)
i (4.108)
u8+1 = (4109)
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Schéma explicite en temps pour I'EDP (54) a (4.84)

En résumé, avec E = DA; et C=1-2E

Vn e [0, Ne|

n+1 n y IVt
= Cuj + E(u] 1 +ul_q) + Af], { vi €10, Ny (4.96)
u? = uo(x), vie[0, N  (4.106)

20
ug = 3 ( 5 “a(t") + 4ul] — u’2’> , Vne[0,N:] (4.105)
uy, = B(t"), Vn e [0, N¢] (4.97)
Peut-on calculer (u f’H),NXO connaissant (u ,),N:XO?

ultt = Cul + E(ulq + ul 1) + Af?, Vi €]0, Ny, (4.107)
unN+1 ﬂ(t"+1), (4.108)
u8+1 (4.109)
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Schéma explicite en temps pour I'EDP (54) a (4.84)

En résumé, avec E = DA; et C=1-2E

Vn e [0, Ne|
n+1 n y IVt
= Cuj + E(u] 1 +ul_q) + Af], { vi €10, Ny (4.96)
u? = uo(x), vie[0, N  (4.106)
20
ug = 3 ( 5 “a(t") + 4ul] — u’2’> , Vne[0,N:] (4.105)
uy, = B(t"), Vn e [0, N¢] (4.97)
Peut-on calculer (u I’H),NXO connaissant (u ,),N:XO?
ultt = Cul + E(ulq + ul 1) + Af?, Vi €]0, Ny, (4.107)
it = W“), (4.108)
1 [2A
u8+1 _ g (Da(thrl) + 4ur11+1 _ ungl) ] (4_109)
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Schéma explicite en temps pour I'EDP (54) a (4.84)

L'algorithme formel est donc le suivant :

1: u? — ug(x;), Vie [0, Ny]

2: Pour n < 0a N; — 1 faire

3wt Cul + E(ul; + u? ) + Af?, Vi €]0, Ny
4: u’,(,jl «— B(t"*h)

50wl — 1 (Fa(t"h) + 4uptt — uith)

6: Fin Pour
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r 2222 .
A Exercice 6

s N
Q.1 Ecrire une fonction algorithmique HEAT1DEX permettant de
retourner la discrétisation en temps, la discrétisation en espace et
I'ensemble des u?, i € [0, N], n € [1, N¢]| calculés par le schéma

explicite en temps pour I'EDP (54) a (4.84).
\

-
Q.2 Ecrire un programme utilisant cette fonction et permettant

de calculer la solution numérique d'un probléme dont on connait

la solution exacte.
\ J
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Schéma explicite en temps pour I'EDP (54) a (4.84)

Données : a,b : deuxréels a < b,
T . T>0,
D : D réel strictement positif, (coefficient de diffusivité)
f . f:[0,T] x[a,b] — R,
u : up:la,b] — R,
a a0, T] — R,
3 . B:]0, T] — R, tel que 5(0) = up(b),
N, : NyeIN* nombre de discrétisation en espace,
N: :  N; e IN* nombre de discrétisation en temps.

2019/02/26 61 / 85



Schéma explicite en temps pour I'EDP (54) a (4.84)

Résultat : U : tableau 2D/matrice (Nx + 1) x (N 4+ 1) de réels tel que
Ui+ 1,n+1) = u”, Vi e [0, Ny], Vn € [0, Ne].

colonnes
1 2 3 N,—1 N, N, +
2 No—2 N1 N,
N | up | g T ) up
1 2 N, -2 N, -1 N,
2 ui | up | uf o 1 w
—9o N, — N,
3 u) ||} TN TEO VRN

<
lignes

zz | z=
= |
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Algorithme 1 Fonction HEaT1DEX (version non vectorisée)

1: Fonction [t,x,U] <« Hear1Dex (a,b, T,D,f, ug,, 3, Ny, N; )
2:  t <« DisREG(0, T, Ny)

3 Ay T/N,

4 x < DisRec(a, b, Ny)

5. Ay (b — 2)/ Ny
6
7
8
9

E — AZ’ C—1-2E
Pour i < 1 a N, + 1 faire = Condition initiale
U(i,1) < uo(x())
. Fin Pour

10: Pour n < 1 a N; faire > Boucle en temps
11: Pour i < 2 a N, faire > Schéma
12: U(i, n+1) « C«=U(i,n)+E=(U(i+1,n)+U(i—1, n))+A=f(t(n),x(i))
13: Fin Pour
14: U(Ny,n+1) «— B(t(n+ 1))
15: U(L,n+1) « (& =a(t(n+1) +4U(2,n+1) —U(3,n+1))/3

16:  Fin Pour
17: Fin Fonction
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Algorithme 2 Fonction HEAT1DEX (version vectorisée)

1: Fonction [t,x,U] <« HearlDex (a,b, T,D,f,ug,, 3, Ny, N; )

2:  t <« DisRec(0, T, Ny), Ay — T/N;

3:  x <« DisRec(a, b, Ny), Ay — (b—a)/Ny

4 E< DR, C—1-2E

5. U(,1) < wp(x) = Condition initiale
6: | —[2:Ny] > Indices des points intérieurs
7. Pour n < 1a N, faire = Boucle en temps
8 U(l,n+1) < CxU(l,n)—E= (Ul +1,n) + Ul — 1,n))+A=f(t(n),x(I))
9 U(Ny,n+ 1) — p(t(n+1))

10: U(Ln+1) « (3 #a(t(n+1)) +4U(2,n+1) —U(3,n+1))/3
11:  Fin Pour
12: Fin Fonction
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1 function [t,x,U]l=HeatlDexLight(a,b,T,D,f,u0,alpha,beta,Nx,Nt)

2 dt=T/Nt; t=0:dt:T;

3 dx=(b-a)/Nx; x=[a:dx:b]’;

4 U=zeros (Nx+1,Nt+1) ;

5 E=D*dt/dx~2;C=1-2%E;

6 I1=2:Nx;

7 U(:,1)=u0(x);

8 for n=1:Nt

9 U(I,n+1)=C*xU(I,n) + Ex(U(I+1,n)+U(I-1,n)) +
dt*f (t(n),x(I));

10 U(Nx+1,n+1)=beta(t(n+1));

11 U(l,n+1)=((2*dx/D)*alpha(t(n+1)) + 4xU(2,n+1) -
U(3,n+1))/3;

12 end

13 end

Listing 4: fonction pour la résolution de I'EDP de la chaleur (54)-(4.84) par le schéma
explicite (4.107)-(4.109)
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Application avec solution exacte
On choisi
u(t, x) = cos(t)cos(x)
et en injectant dans I'EDP on obtient

f(t,x) £'D cos(t) cos(x) — sin(t) cos(x),

[N
-n

€

)

up(x) = cos(x),
) €D cos(t) sin(a),
) t)

= cos(

o

alt

[N
-n

(
B(t cos(b).
Calcul numérique avec

D=1,a=0, b=2r, T =10, N, =50 et N; = 5000

2019/02/26 66 / 85



Application avec solution exacte: numerical solution w, - s

a=0;b=2%pi;Nx=50;

T=10;Nt=5000

D=1;

u=0(t,x) cos(t).*cos(x); [ solution ezacte
f=0(t,x) D*cos(t).*cos(x) - sin(t) .*cos(x);

beta=0(t) u(t,b);

alpha=0(t) D#cos(t).*sin(a);

u0=0(x) cos(x);

[t,x,Ul=Heat1DexLight (a,b,T,D,f,u0,alpha,beta,Nx,Nt);
surfc(t,x,U)

11 xlabel(’t’),ylabel(’x’),zlabel (Pu(t,x)?’)

12 shading interp, colormap(jet)

13 axis image

© ® N o U A W N K

-
o

Listing 5: Equation de la chaleur 1D avec solution exacte. Représentation de la solution
calculée. : code Matlab
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Application avec solution exacte: numerical solution w, - s

u(t,x)
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Application avec solution exacte: error w, - s

1 [T,X]=meshgrid(t,x);

2 Uex=u(T,X);

3 figure(2)

4 pcolor(t,x,abs(U-Uex))

5 xlabel(’t’),ylabel(’x’)

6 shading interp, colormap(jet)

7 axis image

8 h=colorbar(’Location’,’northoutside’);

o set(get(h,’title’),’string’,’Error,:y...
$E(t"n,x_i)=|lu(t"n,x_i) -\mathbf{u}_i-nl$’,

10 ’interpreter’,’latex’,’fontsize’ ,12)

Listing 6: Equation de la chaleur 1D avec solution exacte. Représentation de |'erreur : code
Matlab
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Application avec solution exacte: error w, - s

Error : E(t",x;) = |u(t", z;) — uf

7|
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Application avec solution exacte: numerical solution w, - 100

On change uniquement N, : 50 — 100 !
A quoi peut-on s'attendre?
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Application avec solution exacte: numerical solution w, - 100

%1046

15

2019/02/26
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Application avec solution

n=600, t=1.200(s)

0.5
0
-05
0 2 4 6
X
n=720, t=1.440(s)
0.2
0
-0.2
0 2 4 6
X
n=760, t=1.520(s)
0.2

Figure: Equation de la chaleur 1D avec solution exacte (en rouge). Debut du

phénomeéne d'instabilité.

0.2

0.2

Nn=700, t=1.400(s)

2 4
X
n=740, t=1.480(s)

exacte: Phénomeéne d'instabilité

72 / 85
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Application avec solution exacte: Phénomene d'instabilité

Etude de la stabilité au sens de Von Neumann du schéma explicite donne la
condition de C.F.L. ( R. Courant, K. Friedrichs, and H. Lewy en 1928):
le schéma est stable si
Dﬁ < 1 (4.110)
dx2 = 2° '
lllustration: représenter en échelle logarithmique I'erreur commise en
fonction de A, et A; calculée par

E(Ax, Ar) = P — Uex(t”, X
( t) ie[[O,NS]?,Er]é[[O,Nt]w tex (7, )|

ol Uey est la solution exacte.
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Application avec solution exacte: Phénomeéne d'instabilité

3 Erreur max(|u — ue|) en fonction de Ay et A, %1074
107
A _1
D3t =3 .
> 100%

4

- 3
< 10

L] 2

1

107° 0

107 1072 107t 10°
A

X

Figure: Equation de la chaleur 1D avec solution exacte. Condition de CFL.
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© Probléme modele évolutif

o Schéma implicite
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N2 N = . . -
-©@-EDP modéle d’évolution en dimension 1 :
la chaleur, formulation aux points de discrétisation

équation de

Trouver u(t", x;) € R, Vn € [0, N¢], Vi € [0, Ny], tels que
2,
gl;(t”,x,-) - g (t", x;) = f(t", x;), (54)
u(t®, x;) = wo(x;), Vie[0,N,], (4.82)
—Da“  x0) = at"), Wne [0, Ne] (4.83)
(t ,xn,) = B(t"), Vne [0, N,] (4.84)
Pour approcher %(t”,x,-), on utilise cette fois
du u(t" x;) — u(t" 1 x)
i) = Ay). 4.
0t(t ) X;) A, +O(Ay) (4.87)
"~ Probléme modéle évolutif Schéma implicite



Schéma implicite en temps pour I'EDP (54) a (4.84)

Un schéma numérique d'ordre 1 en temps et d'ordre 2 en espace pour (54):
¥n €]0, N, Vi €], Ny[

ul — u™ ! ul ; —2ui +ui
L——D =f7 4.113
At A)% 1 ( )
avec f = f(t", x;) et (en espérant) u? ~ u(t",x;).
(4.116) est équivalent a
P DR (., —2uf t ) = Tt AT 4114
uj A2 (ufpy —2uf +uf ) = ul ™" + Af7. (4.114)

X

Ce schéma est implicite en temps : il n'est pas possible de calculer
explicitement u” en fonction des u~! (au temps précédent).

i
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Schéma implicite en temps pour I'EDP (54) a (4.84)

Le calcul des u?, Vi € [0, N], est possible en résolvant les N, + 1

équations linéaires suivantes ot I'on note E = D% et C=1+2E:

AW
3ug — 4uf + ujy = 2304(1‘"). (4.115)
Cul — E(ul,y +ul 1) =ul bt + Af7, Vie]0, Ny (4.116)
ufy = B(t"), (4.117)
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Schéma implicite en temps pour I'EDP (54) a (4.84)

AU™ = b" (4.118)
avec Ae My, 11(R), b" € RN<+1 et
ug
uy

u" e RV ie U™(i) = u? 4, Vie[1, Ny +1]

n
Upn 1
n
uNX
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L3 ALY 0 0.0 uf 2% a(t")
—“E'C “E 0 0.0 T UL AT
0 £ C -E | u3 ul ™t + Af]
0 g 0! : = :
u’lzle2 u’l(li 2 +Ath 2
up 4 n-1
- I L i
s B(t")

L'algorithme formel est donc le suivant :

s U? — up(x;), Vie [0, Ny]

: Pour n < 1 a N; faire

Calcul de U™ en résolvant le systéme linéaire (4.119)
: Fin Pour

A W N
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e

o )
Vi) Exercice 7

e R
Q.1 Ecrire la fonction AssEMBLEMATGENLD retournant la matrice M € My (RR) définie

par

a a2 as 0 0

a p 0 0
0] -
M = (4.120)

: I P S P ()

o ... ... 0 B8 a p

0 ... ... 0 b3 by b
L ol «, 3, a1, a», as, by, by et by sont des réels donnés. )

7

Q.2 Ecrire la fonction SNDMBRGENID retournant le vecteur B € RY défini par

: (4.121)
Cd—2

B

ol «, 3, c1,...,Cq_> sont des réels donnés.
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r 2222 .
A Exercice 8

s N
Q.1 Ecrire une fonction algorithmique HEAT1DIM permettant de
retourner la discrétisation en temps, la discrétisation en espace et
I'ensemble des u?, i € [0, N], n € [1, N¢] calculés par le schéma
implicite en temps pour 'EDP (54) a (4.84).

\

-
Q.2 Ecrire un programme utilisant cette fonction et permettant

de calculer la solution numérique d'un probléme dont on connait

la solution exacte.
\ J
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Algorithme 3 Fonction HEAT1DIM (version non vectorisée)

1: Fonction [t,x,U] — Hear1Dmv ( a,b, T, D, f, ug,, 3, Ny, Nt )
2:  t <« DiSREG(0, T, Ny)
3 Ay — T/N;

4. x < DisREG(a, b, Ny)
5. Ay — ( —a)/Ny
6

7

8

9

E« D45, C1+2E

Pour i — 1 a N, + 1 faire > Condition initiale
U(i, 1) < uo(x(7))
. Fin Pour

10: A < AssemBLEMATGEN1D(d, (3,—4,1),(1,0,0),C, —E)

11:  Pour n < 1 a N, faire = Boucle en temps

12: Pour i < 1 a N, — 2 faire > Schéma

13: v(i) < U(i +1,n) + Af(t(n),xi)

14: Fin Pour

15 L 2(Ay/D)a(t(n)

16: B — SNDMBRGENID(d, v, L, 5(t(n)))

17: U(:,n+ 1) < Sowe(A,B

18:  Fin Pour
19: Fin Fonction
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Algorithme 4 Fonction HEaT1DiM (version vectorisée)

1. Fonction [t,x,U] <« HearlDm ( a,b, T,D,f,ug,c, 3, Ny, N; )
2:  t <« DisREc(0, T, Ny)

3. Ap— T/N,

4 x < DisREc(a, b, Ny)

5. Ay« (b—a)/Ny

6: E<— D%, C—1+2E

, 2

8
9

U(:, 1) < ug(x) = Condition initiale
A — AsseMBLEMATGEN1D(d, (3,—4,1),(1,0,0), C, E)
. Pour n<1a N; faire > Boucle en temps
10: v — U([2: Ne],n) + Af(t(n),x([2 : Ny]))
11 L —2(Ax/D)a(t(n))
12: B — SNxDMBRGEN1D(d, v, L, B(t(n)))
13 U(:,n+ 1) < Sowve(A, B)

14:  Fin Pour
15: Fin Fonction
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Une étude de stabilité au sens de Von Neumann de ce schéma implicite
permet de montrer qu'il est inconditionnellement stable!
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