
Exercice

Q. 1 Soit y P C2pra, bsq.

1. Montrer qu’il existe ηnP Pst
n, tn`1r et ηnR Pst

n´1, tnr tels que

pDyqPn “ yp1qptnq `
h

2
yp2qpηnP q

et
pDyqRn “ yp1qptnq ´

h

2
yp2qpηnRq

2. En déduire que

| yp1qptnq ´ pDyqPn | ď C1h, avec C1 “
1

2
max

tPrtn,tn`1s
| yp2qptq|

et
|y1ptnq ´ pDyqRn | ď C2h, avec C2 “

1

2
max

tPrtn´1,tns
| yp2qptq|

Q. 2 Soit y P C3pra, bsq.

1. Montrer qu’il existe ηn1 Pst
n, tn`1r et ηn2 Pst

n´1, tnr tels que

pDyqCn “ yp1qptnq ´
h2

12
pyp3qpηn1 q ` y

p3q
pηn2 qq

2. En déduire que

| yp1qptnq ´ pDyqCn | ď Eh2, avec E “
1

6
max

tPrtn´1,tn`1s
| yp3qptq|



Correction Exercice

Q. 1 1. Soit n P v0, N ´ 1w, on a

pDyqPn “
yptn`1q ´ yptnq

h
.

D’après la formule de Taylor, il existe ηnP P rt
n, tn`1s tel que

yptn`1q “ yptnq ` h yp1qptnq `
h2

2!
yp2qpηnP q (P-1)

d’où

pDyqPn “
yptn`1q ´ yptnq

h
“ yp1qptnq `

h

2!
yp2qpηnP q. (P-2)

On a

pDyqRn “
yptnq ´ yptn´1q

h
.

D’après la formule de Taylor, il existe ηnR P rt
n´1, tns tels que

yptn´1q “ yptnq ´ h yp1qptnq `
p´hq2

2!
yp2qpηnRq (P-3)

d’où

pDyqRn “
yptnq ´ yptn´1q

h
“ yp1qptnq ´

h

2
yp2qpηnRq (P-4)

2. Soit n P v0, N ´ 1w, comme ηnP P rt
n, tn`1s on a

| yp2qpηnP q| ď max
tPrtn,tn`1s

| yp2qptq|

d’où, en utilisant (P-2),

|pDyqPn ´ y
p1q
ptnq| “

h

2
| yp2qpηnP q| ď

h

2
max

tPrtn,tn`1s
| yp2qptq|.



De même, comme ηnR P rt
n´1, tns on a

| yp2qpηnRq| ď max
tPrtn´1,tnns

| yp2qptq|

d’où, en utilisant (P-4),

|pDyqRn ´ y
p1q
ptnq| “

h

2
| yp2qpηnRq| ď

h

2
max

tPrtn´1,tns
| yp2qptq|.

Q. 2 1. Soit n P v0, N ´ 1w, on a

pDyqCn “
yptn`1q ´ yptn´1q

2h
.

D’après la formule de Taylor, il existe ηn1 P rt
n, tn`1s et ηn2 P rt

n´1, tns tels que

yptn`1q “ yptnq ` h yp1qptnq `
h2

2!
yp2qptnq `

h3

3!
yp3qpηn1 q (P-5)

et

yptn´1q “ yptnq ´ h yp1qptnq `
h2

2!
yp2qptnq ´

h3

3!
yp2qpηn2 q (P-6)

En soustrayant (P-6) à (P-5), on obtient

yptn`1q ´ yptn´1q “ 2h yp1qptnq `
h3

6
pyp3qpηn1 q ` y

p3q
pηn2 qq

d’où
yp1qptnq “

yptn`1q ´ yptn´1q

2h
´
h2

12
pyp3qpηn1 q ` y

p3q
pηn2 qq.

2. Comme ηn1 P rt
n, tn`1s Ă rtn´1, tn`1s, on en déduit que

| yp3qpηn1 q| ď max
tPrtn´1,tn`1s

| yp3qptq|.

De même, comme ηn2 P rt
n´1, tns Ă rtn´1, tn`1s on a

| yp3qpηn2 q| ď max
tPrtn´1,tn`1s

| yp3qptq|.



˛


