Energétique 1lére année Méthodes Numériques
Sup’Galilée Année 2015-2016

EXAMEN DU 10 FEVRIER 2016
durée : 2h00.

Sans documents, sans calculatrice, sans portable, ...
Tous les calculs doivent étre justifiés

EXERCICE 1 : 13 points

Q.1 1. Donner la définition détaillée d’un probléme de Cauchy vectoriel.
2. Quelles sont les données d’un probléme de Cauchy vectoriel?

3. Que cherche-t’on?

On souhaite résoudre numériquement 1’ E.D.O. suivante

yB @)+ 1 —t)yM (@) +ty(t) = 0, t€]o,10], (1)
y(0) = 0, (2)

y o) = 1, (3)

y?0) = -3. (4)

Ici, ¥ (¢) note la dérivée n-iéme de la fonction y en t.
Q- 2 1. Que signifie ’abréviation E.D.O.?

2. Ecrire, de maniére détaillée, le probléeme de Cauchy associé o I’E.D.O. précédente.

Q. 3 Soit y : R — R une application. On suppose y € C*(R) (4 fois continuement dérivable sur R).
1. Rappeler les développements de Taylor de y(t + h) et y(t — h).
2. En déduire trois approxzimations de y'(t), deuz a lordre 1 et une a Uordre 2.

3. Déduire d’une des trois approximations précédentes, un schéma numérique explicite pour l'approzimation
d’un probléme de Cauchy.

Un schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 pour la résolution d’un probléme de Cauchy vectoriel est donné par

h h
y[n-H] _ y[n] + §f(tn,y[n]) + §f (tn-&-l’y[n] + hf(tn,y[n])) ) (5)

Q.4 1. Ezpliquer en détail comment utiliser ce schéma pour résoudre I’E.D.O. (1)-(4) en précisant entre
autres les données, les inconnues, les dimensions des variables, ...

2. Donner une relation entre yl™ et la fonction y du probleme (1)-(4)

Q. 5 (algorithmique) Soit a,b, a < b deuz réels. Ecrire une fonction DiSREG retournant les points t", t° = a <
t' < ... <tN =0, points de la discrétisation réquliére de l'intervalle [a;b] avec N pas (constant).

Q. 6 (algorithmique) Ecrire une fonction REDRK2VEC retournant I’ensemble des couples (t",yl"™) calculés par
le schéma (5) (Runge-Kutta ordre 2) pour la résolution d’un probléeme de Cauchy (vectoriel).

Q. 7 (algorithmique) Ecrire un algorithme complet de résolution de I’E.D.O. (1)-(4) par le schéma (5) (Runge-
Kutta ordre 2) en utilisant au mazimum les fonctions déja écrites.

On rappelle le schéma d’Adams-Moulton implicite d’ordre 2 pour la résolution d’un probléme de Cauchy (vec-
toriel) :

h
gl =yl 2 (gl + ey (©)



Q. 8 Eaxpliquez en détail comment résoudre un probléme de Cauchy vectoriel par un schéma de type Pré-
dicteur/Correcteur utilisant les schémas (5) (Runge-Kutta ordre 2) et d’Adams-Moulton implicite d’ordre 2

Q. 9 (algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique PreCorVec permettant de résoudre un probléme de
Cauchy (vectoriel) par la méthode de prédiction-correction précédente.

Q. 10 (algorithmique) Ecrire un algorithme complet de résolution de I’E.D.O. (1)-(4) par la méthode de prédiction-
correction précédente.

EXERCICE 2 : 7 points

On souhaite résoudre numériquement un probléme de Cauchy par un schéma explicite & un pas (constant)
du type
y =yl he (e gl h) (1)

La fonction ® associée a une méthode de Runge-Kutta & ¢ évaluations de f (fonction associée au probléme de
Cauchy) peut s’écrire sous la forme :
q
B(t,y.h) = . ciklI(t,y, h

i=1
avec

kW (ty, n) = f (t +hany+hy biyjkm(t,y,h)> ,1<i<gq
j=1
que 'on peut représenter sous la forme d’un tableau dit tableau de Butcher :

a| B
= (2)

avec B = (bi,j)i,je[[l,q}] S ./\/lq’q(IR)7 a = (ai)ie[[l,qﬂ eR%etc= (Ci)ie[[l,q]] e R1.
Le tableau de Butcher suivant défini un schéma d’ordre 4 :

ol 0o 0 0 0

1313 0 0 0

2/3(-1/3 1 0 0 (3)
1| 1 -1 1 o0

| 1/8 3/8 3/8 1/8
Q. 1 Ecrire explicitement et en détail le schéma d’ordre 4 associé au tableau de Butcher (3).

Q. 2 (Algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique REDAVEC permettant de résoudre un probléme de Cauchy
vectoriel par le schéma d’ordre 4 précédent.

Application : On considére deux blocs de masses respectives my et mo liés I’'un a 'autre par un ressort de
constante de raideur k2. Le bloc de masse m; est lié & un point d’ancrage fixe par 'intermédiaire d’un ressort
de constante de raideur k; et, & 'autre extrémité du systéme, le bloc de masse ms est lié¢ & un point d’ancrage
fixe par 'intermédiaire d’un ressort de constante de raideur k3.

La masse des ressorts est négligeable et on suppose que 'amplitude de déplacement des deux blocs est
toujours suffisamment faible pour que la loi de Hooke soit vérifiée. Finalement, tous les frottements sont
considérés comme négligeables.

Le systéeme d’équations différentielles gouvernant I’évolution de la position des deux blocs dans le temps est
donnée par

1%@) = —(k1 4 ko)x1 (1) + kozo(t) )
2L — () = (ks + k) 5

o x1(t) et xo(t) sont les déplacements respectifs des blocs m; et mq par rapport a leur position d’équilibre au
cours du temps (voir figure 2).



Figure 2: En mouvement

On souhaite résoudre numériquement ce probléme pour le cas ou :

e le bloc de masse m; est en position —0.5 par rapport & sa position d’équilibre et & une vitesse nulle &
I’instant initial ¢ = 0,

e le bloc de masse mg est en position +0.5 par rapport & sa position d’équilibre et & une vitesse nulle &
Iinstant initial.

Q. 3 Ecrire, de maniére détaillée, le probleme de Cauchy vectoriel associé a ce probléme.

Q. 4 (Algorithmique) Ecrire un programme permettant de résoudre ce probléme de Cauchy par le schéma d’ordre
4 précédent et de représenter les déplacements z1(t) et xo(t) (Utiliser au mazimum les fonctions déja écrites) *.

IPour la representation graphique, on utilisera la fonction PLOT(X,Y) qui relie les points (X (i),Y (i)) avec X tableau des
abscisses et Y tableau des ordonnées.



