Energétique 1ére année Méthodes Numeériques
Sup’Galilée Année 2018-2019

EXAMEN DU 12 FEVRIER 2019
durée : 2h00.

Sans documents, sans calculatrice, sans portable, ...
Tous les calculs doivent étre justifiés

EXERCICE 1 : 10 points

Q.1 1. Que signifie abréviation E.D.O.?
2. Donner la définition détaillée d’un probléeme de Cauchy vectoriel.
3. Quelles sont les données d’un probléme de Cauchy vectoriel?

4. Que cherche-t’on? O

Le schéma de Heun d’ordre 2 pour la résolution d’un probléme de Cauchy vectoriel est donné par

h
ylr T = ylnl 4 o) [f(t”,y["]) +f (t” + h,yl™ + hf(t”,y[”]))] : (1)

Q. 2 Ezpliquer en détail comment utiliser ce schéma pour résoudre un probléme de Cauchy vectoriel en précisant
entre autres les données, les inconnues, les dimensions des variables, ...

Q. 3 (algorithmique) En minimisant le nombre d’appels a la fonction de Cauchy f, écrire une fonction REDHE-
UNVEC retournant Uensemble des couples (t™,yl™) calculés par le schéma (1) (Heun ordre 2) pour la résolution
d’un probléme de Cauchy vectoriel. O

On rappelle le schéma d’ Adams-Moulton implicite d’ordre 2 pour la résolution d’un probléme de Cauchy vectoriel

h
yim =yl 2 (gl + ey (2)
Q. 4 Expliquez en détail comment résoudre un probléme de Cauchy vectoriel par un schéma de type Pré-
dicteur/Correcteur utilisant le schéma de Heun (1) et le schéma d’Adams-Moulton implicite (2). [

Q. 5 (algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique PRECORVEC permettant de résoudre un probléme de
Cauchy vectoriel par la méthode de prédiction-correction précédente. O

Application: On souhaite résoudre numériquement 1’ E.D.O. suivante

BW (1) — sin(t) B3 (£) + cos(t)B(t) = sin(t), Vit €]0,5], (3)
B(0) =1, p0) =0, B2(0)=1/2, BD(0)=-1/2 (4)

Ici, B%)(t) note la dérivée k-iéme de la fonction 3 en t.

Q. 6 Ecrire, de maniére détaillée, le probleme de Cauchy associé & I’E.D.O. (3)-(4). O

Q.7 1. Ecrire un algorithme complet de résolution de I’E.D.O. (3)-(4) par la méthode de prédiction-correction
précédente.

2. Comment représenter graphiquement les approzimations de 3 et de S (dérivée de B) obtenues par
Ualgorithme complet précédent sachant que [ est la solution de I’E.D.O. (3)-(4). On utilisera la fonc-
tion PLot(X,Y") qui relie les points (X (i), Y (i)) contenus dans les deuz tableauz de méme taille X et Y
(function similaire a la fonction plot de Matlab). O



EXERCICE 2 : 10 points

On souhaite résoudre numériquement un probléme de Cauchy par un schéma explicite & un pas (constant) du
type
yl =yl he (i gl h) (1)

La fonction ® associée a une méthode de Runge-Kutta a ¢ évaluations de f (fonction associée au probléme de
Cauchy) peut s’écrire sous la forme :
a
&(t,y,h) = Y cikl(t,y, h

i=1
avec

q
kUt y,h) = f (t +hag,y +h Y bk (ty, h)) ,1<i<gq
j=1

que l'on peut représenter sous la forme d’un tableau dit tableau de Butcher :

a| B
= (2)

avec B = (bﬂj)i,jEﬂl,q}] € Mq7q(R>, a = (ai)ieﬂlﬁqﬂ eER%etc= (Ci)ie[[l,q}] e RY.
Le tableau de Butcher suivant défini un schéma d’ordre 3 :

0o]lo o o
12112 0 0

1 | -1 2 0 (3)
|1/6 2/3 1/6
Q. 1 Ecrire explicitement et en détail le schéma d’ordre 3 associé au tableau de Butcher (3). OJ

Un autre schéma de Runge-Kutta d’ordre 3 pour la résolution d’un probléme de Cauchy vectoriel est donné par

y[”“] y[”] + %(kl + 3k3)

avec ki, = f(t",y™ ])
ko = f(t" + 2,y + Bky), (4)
o= fen + Bl 3 )

ylo] donné.

Q. 2 (Algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique REDRK3 permettant de résoudre un probléme de Cauchy
vectoriel par le schéma (4). O

La méthode de Nystrom explicite, & pas multiples, et d’ordre 3 est donnée par

— h n n n— n— n— n—
g =y (T gl - 2f () + fn Ryl ) (5)

Q. 3 Expliquez en détail comment résoudre un probleme de Cauchy vectoriel par le schéma (5). Un soin
particulier sera apporté a l’«initialisationy. O

Q. 4 (algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique REDNI3  permettant de résoudre un probleme de Cauchy
(vectoriel) par le schéma (5). O



Application: Considérons le systéme mécanique de trois masses my, mo et mg attachées entre elles horizon-
talement par des ressorts de raideur ki, ko, k3 et k4. Les positions au cours du temps des masses par rapport &
leurs positions d’équilibre sont données par les fonctions 1, xo et x3.

Figure 1: Positions d’équilibre

Figure 2: En mouvement

Le systéme d’équations de mouvement du systéme s’écrit sous la forme:

mli‘l(t) + (k?l + k‘g)l‘l (t) - k‘gl‘g(t) =0 (6&)
mgig(t) + (/fg + kg)xg(t) — k‘gml(t) — kg(E;g(t) =0 (Gb)
ma@s(t) + (ks + ka)xs(t) — kswa(t) =0 (6¢)

On veut résoudre ce systéme d’E.D.O. avec pour données initiales z1(0) = 1, £1(0) = 0, 22(0) = —1, @2(0) = 1/2,
23(0) = 1/3 et @2(0) = —1/2. Le temps final T sera égal a 20.

Q. 5 Ecrire le probleme précédent sous la forme d’un probléme de Cauchy.

Q. 6 (Algorithmique) Ecrire un algorithme complet permettant de résoudre (6a)-(6b)-(6¢c) avec les données
initiales spécifiées. On prendra k1 = kg = 1 et ko = ks = 2. Ce programme devra aussi représenter les
approximations des fonctions x1, xo et xz. On utilisera pour cela la fonction Prot(X,Y) qui relie les points
(X (i),Y (7)) contenus dans les deuz tableauz de méme taille X et Y (function similaire & la fonction plot de
Matlab). 0



