Chapitre 3

Introduction a la résolution d’E.D.O.

3.1 Introduction

< )
@ Definition 3.1
On appelle équation différentielle ordinaire (E.D.O.) d’ordre p une équation de la forme :
F(t,yt),y 1),y @),....y"P (1) = 0.
. J
( )
@ Definition 3.2
On appelle forme canonique d’une E.D.O. une expression du type :
y (1) =G(t,y(), 9V ()52 (1), ...y (). (3.1)
. J
<> oy
Proposition 3.3
Toute équation différentielle d’ordre p sous forme canonique peut s’écrire comme un systéme de p équations
différentielles d’ordre 1.
3.2 Probléme de Cauchy
( )
@ Definition 3.5: probléme de Cauchy PAghekakakd

Soit f I'application continue définie par

f o [+ T]xR™ — R™
(t.y) —  f(t,y)

avec T €]0, +oo[. Le probléme de Cauchy revient a chercher une fonction y définie par

y - [°t°+T] — R™

y1(t)

t — yt) [
ym(t)
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continue et dérivable, telle que

"ty = f(t,y@)), Vte[t’t°+T] (3.2)
y(0) = yllerm™, (3.3)

<
~
|

43 Exercice 3.2.1

Quelles sont les données du probléme de Cauchy?

B Exercice 3.2.2
Pour chacune des E.D.O. suivantes écrire le probléme de Cauchy associé

x'(/ ) + Beos(z(t)) = sin(t), t €]0, 2]

ax (t
0, '(0) = 1.

{

(b) { LOV(e) + ( 7 + R10> v'(t) + (RQ + 1) u(t) = e, t €]0,100]
{
{

8 Exercice 3.2.3
Déterminer le probléme de Cauchy associé au modeéle du Brusselator simplifié :

o [ X0 = 1+aXq@YE - 6+ DX
(B) {Y’(t) = —aX?()Y(t) + BX(t)

avec C.I. X(0) = Xy et Y(0) = Y.

’[?:':f Exercice 3.2.4

Déterminer le probléme de Cauchy associé au modéle du pendule pesant simplifié :
(2) 9 _
(P) 69() + T sin(0(t)) = 0.

avec C.I. 0(0) = 0y et 0'(0) = 6y.

( )
Théoréme 3.6: Cauchy-Lipschitz
Soit le probléme de Cauchy donné par la définition [3.5] On suppose que la fonction f est continue sur un ouvert
U de R x R et quelle est localement lipschitzienne en y : V(¢,y) € U, 3W voisinage ¢, 3V voisinage y, 3L > 0 tels
que
VseW, ¥(u,v) € V%, [f(s,u) = f(5,0)] < L|u—v] (34)
L Sous ces hypothéses le probléme de Cauchy (3.2)-(3.3) admet une unique solution. )
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Proposition 3.7

Si (;Zj;(t,y) est continue et bornée, alors f satisfait la condition de Lipschitz 1) en y.

3.3 Différences finies pour les E.D.O.

3.3.1 Différences finies pour le probléme de Cauchy en dimension m =1

La méthode d’Euler progressive est donnée par le schéma explicite

ylr+d i+ hf (", yt), ¥ne [0, N —1]
A (3.5)
y = ()

La méthode d’Euler régressive est donnée par le schéma implicite

{ g1l =yl pp(ntt g1y yn e [0, N — 1]
gl = (%)

[‘!\ Exercice 3.3.1
On veut résoudre numériquement le probléme (P) suivant : trouver y telle que

"(t) cos(t) + 1, Vt € [0, 4]
(P) {z(o) 0. )

dont la solution exacte est y(t) = sin(t) + .
On rappelle le schéma d’Euler progressif pour la résolution d’un probléme de Cauchy

) ytD =y pf(gn, y),
y© donné.

Q. 1 Expliquer en détail comment utiliser le schéma d’Euler progressif pour résoudre le probléme (P) en précisant
entre autres les données, les inconnues, les dimensions des variables, lien entre Y™ et la fonction y, ...

Q. 2 Soit a,b, a < b deuz réels. Ecrire une fonction DISREG retournant une discrétisation de lintervalle [a;b]
avec N pas (constant) de discrétisation.

Q. 3 Ecrire une fonction REDEP  retournant I’ensemble des couples (t”,y<")) calculés par le schéma d’Fuler
progressif.

Q. 4 Ecrire un algorithme complet de résolution de (P) par le schéma d’Euler progressif.

3.3.2 Différences finies pour le probléme de Cauchy en dimension m

La méthode d’Euler progressive sous forme vectorielle est donnée par le schéma explicite:

{ yl =yl onf ey, vre [0, N - 1] (3.7)
yol =yt
La méthode d’Euler régressive sous forme vectorielle est donnée par le schéma implicite:
{ y[n+1] = y[n] + hf(tn+1ay[n+l])7 VTL € [[Ov N — 1ﬂ (38)
yl = yt?)

3.4 Meéthodes a un pas ou a pas séparés
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( )
@ Definition 3.8: Méthodes a un pas
Les méthodes a un pas utilisent la formule générale:
yl =yl ne (e gl ) (3.9)
Le schéma (3.9) converge sur I'intervalle [t°,t + T si, pour la suite des yl" calculés, Pécart maximum avec la
solution exacte diminue quand le pas h diminue:
lim max H [l —y™)| =0
h=%—>0 TLG{O,...,N} y y( )
\. J
~
@ Definition 3.9: consistance
Le schéma de calcul (3.9) est consistant avec le probléme de Cauchy (3.2)-(3.3]) si
tn+1 _ tn
lim max ye) —y(t") —<I>(t"7y(t"),h)‘ =0
h=%—>0 n h
L Cela signifie que le schéma doit étre une approximation vraisemblable, bien construite. )
N )
Théoréme 3.10: consistance (admis)
L Le schéma ([3.9)) est consistant avec le probléme de Cauchy (3.2)-(3.3) si ®(¢,y,0) = f(¢,y). )
a4 )
@ Definition 3.11: stabilité
La méthode est stable si une petite perturbation sur yl° ou ® n’entraine qu'une petite perturbation sur la
solution approchée, et cela quel que soit le pas h. y
(. )
Théoréme 3.12: stabilité (admis)
L Si ®(t,y, h) vérifie la condition de Lipschitz en y alors la méthode est stable. )
(. )
Théoréme 3.13: convergence (admis)
Si la méthode est stable et consistante, alors elle converge pour n’importe quelle valeur initiale. )
( )
' Definition 3.14: Ordre d’un schéma
Le schéma ([3.9) est d’ordre p si la solution y du probléme de Cauchy (3.2)-(3.3]) vérifie
tn+1 _ tn
max w — Bt y(t), h)H — O(h?)
. J

Lemme 3.15: (admis)

Soient y la solution du probléme de Cauchy (3.2)-(3.3)). et (y[n])ne[[o, ~7] donnés par un schéma & un pas (3.9)
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d’ordre p avec yl% = y(¢°). On a alors

ex Hy(t”) —y

— O(hP) (3.10)

Proposition 3.16: (admis)

Le schéma d’Euler progressif est une méthode & un pas d’ordre 1.

3.5 Meéthodes de Runge-Kutta

La fonction ® associée & une méthode de Runge-Kutta & ¢ évaluations de f peut s’écrire sous la forme :
q o
®(t.y.h) = Y. ciklI(t,y, h)
i=1
avec

q
Kty =f <t +haiy+h ) b,;,jk[ﬂ(t,y,h)> ,1<i<gq

Jj=1

que 'on peut représenter sous la forme d’un tableau dit tableau de Butcher :

a| B
o (3.11)

avec B = (b; j); jeq1,q] € M@, q(R), @ = (ai)ief1,q) € R? et ¢ = (¢i)ie1,q) € RY

Proposition 3.17: (admis)

1. Les méthodes de Runge-Kutta explicites sont stables si f est contractante en y.

2. Une méthode de Runge-Kutta est d’ordre 0 si

3. Une méthode de Runge-Kutta est d’ordre 1 (et donc consistante) si elle est d’ordre 0 et si

q
ZCZ':]..

i=1

4. Une méthode de Runge-Kutta est d’ordre 2 si elle est d’ordre 1 et si
q
Z c;a; = 1/2
i=1
5. Une méthode de Runge-Kutta est explicite si la matrice B est triangulaire inférieure a diagonale nulle :

3.5.1 Formules explicites de Runge-Kutta d’ordre 2

Le tableau de Butcher associé aux méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2 s’écrit sous la forme

0 0 0
= = 0 (3.12)
‘ l-a «
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e Avec a = %, on obtient la méthode de Heun :

h h
g =yl SRy - S f (g hp eyt
e Avec o = 1, on obtient la méthode d’Euler modifiée ou méthode du point milieu:

n n n h n
M*”=y”+hf6 + 5yl f(7M 0

ﬁ Exercice 3.5.1

la méthode de Heun est donnée par

h h
y““]:Mﬂ+§ﬂﬂwhb+§fﬁ“ﬂ¢“+hﬂﬂwmﬂ~

Q. 1 Ecrire la fonction algorithmique REDHEUNVEC permettant de résoudre un probléme de Cauchy (vectoriel
par la méthode de Heun en utilisant au plus 2N évaluation de f.

Q. 2 Ecrire un programme algorithmique permettant de retrouver numériqguement l’ordre de cette méthode.

3.5.2 Meéthodes de Runge-Kutta d’ordre 4

La méthode explicite la plus utilisée est donnée par le tableau de Buchler suivant

0]lo o o
12112 0 0
12/ 0 12 0

1|0 o0 1
/6 2/6 2/6 1/6

0
0
0 (3.13)
0
/

Ce qui donne le schéma explicite de Runge-Kutta d’ordre 4 :

K= g )

O T +%k£”]>

Y o= fan + bED) (3.14)
k= f@<+h¢ﬂ+hk“)

ylr =yl Bl ool okl 4 g,

ﬁ Exercice 3.5.2

la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 est donnée par

kK= fe, >

kY= e+ + £k

O L Gt 2,y + Ll
R f@«+h¢“+hk“)

yrt = glnd g Bl oglel 4 o 1 gl

Q. 1 Ecrire la fonction algorithmique REDRKAVEC permettant de résoudre un probléme de Cauchy (vectoriel
par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4.

Q. 2 Ecrire un programme algorithmique permettant de retrouver numériqguement [’ordre de cette méthode.
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3.6 Partiel du 7 février 2017, exercice 2

On souhaite résoudre numériquement un probléme de Cauchy par un schéma explicite & un pas (constant) du type
yn U =yl o pd(n ylnl p) (3.15)

La fonction ® associée & une méthode de Runge-Kutta a g évaluations de f (fonction associée au probléme de Cauchy)
peut s’écrire sous la forme :

q R
®(t.y.h) = Y. ciklI(t,y, h)
i=1
avec
q
kU (t,y.h) = f (t +hay+hy. bi,jk“]a,y,h)) ,1<i<gq
j=1

que 'on peut représenter sous la forme d’un tableau dit tableau de Butcher :

a| B
P (3.16)

avec B = (b j)i je[1,q] € Mqg.q(R), @ = (ai)ic[1,q) € R et € = (¢i)ie[1,q € RY.
Le tableau de Butcher suivant défini un schéma d’ordre 3 :

0olo o0 o0
12112 0 0

12 o (3.17)
| 1/6 2/3 1/6
Q. 3 Ecrire explicitement et en détail le schéma d’ordre 3 associé au tableau de Butcher .
Un schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 pour la résolution d’un probléme de Cauchy vectoriel est donné par
(1] _ i) 4 P (gl gy n] [2] 4 _yyln]
g1 =yl 2 (kg )+ R e gt ) (3.18)

avec kM (t,y, 1) = f(t,y) et K2 (t,y,h) = f(t + b,y + hkt (t,y, ).

Q. 4 (Algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique REDRK2VEC permettant de résoudre un probléme de Cauchy
vectoriel par le schéma d’ordre 2 précédent.

Application : On considére deux blocs de masses respectives mi et my liés I'un a l'autre par un ressort de
constante de raideur ks. Le bloc de masse my est lié & un point d’ancrage fixe par 'intermédiaire d’un ressort de
constante de raideur k; et, a 'autre extrémité du systéme, le bloc de masse ms est lié & un point d’ancrage fixe par
I'intermédiaire d’un ressort de constante de raideur k3.

La masse des ressorts est négligeable et on suppose que 'amplitude de déplacement des deux blocs est toujours
suffisamment faible pour que la loi de Hooke soit vérifiée. Finalement, tous les frottements sont considérés comme
négligeables.

Le systéme d’équations différentielles gouvernant 1’évolution de la position des deux blocs dans le temps est donnée
par

ml%(t) = —(kl + kz)xl(t) + kgl'g(t) (319)
mg%(t) = kox (t) — (k’z + kd).%'g(t) (320)

ou x1(t) et za(t) sont les déplacements respectifs des blocs my et my par rapport a leur position d’équilibre au cours
du temps (voir figure [3.2)).

On souhaite résoudre numériquement ce probléme pour le cas ot :

e le bloc de masse m; est en position —0.5 par rapport & sa position d’équilibre et & une vitesse nulle & I'instant
initial ¢ = 0,

e le bloc de masse mg est en position +0.5 par rapport & sa position d’équilibre et & une vitesse nulle & I'instant
initial.

Q. 5 Ecrire, de maniére détaillée, le probleme de Cauchy vectoriel associ€ a ce probléme.
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Figure 3.2: En mouvement

Q. 6 (Algorithmique) FEcrire un programme permettant de résoudre ce probléme de Cauchy par le schéma d’ordre 3
précédent et de représenter les déplacements x1(t) et xo(t) (Utiliser au mazimum les fonctions déja écrites)[]

*Pour la representation graphique, on utilisera la fonction PLOT(X,Y’) qui relie les points (X (i), Y (i)) avec X tableau des abscisses et
Y tableau des ordonnées.
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