3.6. METHODES A PAS MULTIPLES

3.6 Meéthodes a pas multiples

3.6.1 Exemple : schéma de point milieu

Considérons la méthode & deux pas définie par la récurrence:

yln+1l = yln—11 2hf(t”,y["]). (3.1)

3.6.2 Le principe

' Definition 3.1: Méthodes a pas multiples
Les méthodes & pas multiples s’écrivent sous la forme générale:
k , k ' _
Doyttt = n Y Byl (3:2)
i=0 i=0

ou k est le nombre de pas, oy # 0 et |ag| + |Bo| > 0.

Remarque 3.2 Si §;, = 0 le schéma est explicite, sinon il est implicite.

¥ Definition 3.3: ordre

Soit g la solution d’un probléme de Cauchy (??)-2? et y["**] le terme obtenu par le schéma (3.2)
en prenant yl" 1 = y(t"*%), Vi e [0,k — 1]. Alors, ’erreur locale est

r(n+ k) = y(+h) -yl

o
Le schéma (3.2)) est alors d’ordre p si

7(n+ k) = O(hP*1).

Théoréme 3.4: ordre schémas a pas multiples (admis)

Un schéma & pas multiples de type est d’ordre p si et seulement si
k
Z a; = 0,
i=0
k
Z a1t = g
i=0

k
ﬂiiq_17 VQ € [[17p]]

=0

Propriété 3.5: stabilité schémas a pas multiples (admis)
Soit une méthode & pas multiples donnée par (3.2]). On note P le polynéme défini par
k .
P =) o).
i=0

La méthode a pas multiples est stable, si

1. toutes les racines de P sont de module inférieur ou égal a 1,



2. une racine de module égal & 1 est une racine simple de P.

Théoréme 3.6: convergence (admis)
On suppose que les k valeurs initiales vérifient,

< Coh?, Vie [0,k — 1].

Hy(t") —yl"
Si le schéma (3.2) est stable et d’ordre p, alors il est convergent d’ordre p :

Hy(t”) — yln] H < Ch?, Vn e [0, N].

Remarque 3.7 Pour obtenir, & partir d’un schéma a k pas, un schéma d’ordre p il faut obligatoirement

initialiser les & premiérs termes (y[™)*_} 4 I’aide d’un schéma d’ordre p au moins pour conserver I'ordre.

3.6.3 Meéthodes explicites d’Adams-Bashforth
On note en abrégé fI™ = f (t™,y[™). Voici trois schémas :
e schéma explicite d’Adams-Bashforth d’ordre 2 & 2 pas :
n n h n n—
g1l — gl 5 (3f[ 1 _ gl 1]). (3.3)
e schéma explicite d’Adams-Bashforth d’ordre 3 & 3 pas :

g+l = glnl 1% (23f["] —16f1 ¢ 5f[”*2]) : (3-4)

e schéma explicite d’Adams-Bashforth d’ordre 4 & 4 pas :
h - n— n—:
yl ) =yl 2 (5540 — 50 437l —oftn i) (3.5)
{5’ Exercice 3.6.1

La méthode de Adam-Bashforth d’ordre 4 explicite est donnée par

yn = yll b (55f[n] — 59fln—1 4 grgln-21 _ gf[n—B]) ' (3.6)

avec fl" = f(m yln).
Q. 1 Ecrire la fonction algorithmique REDABA4VEC permettant de résoudre un probléme de Cauchy

(vectoriel) par cette méthode.

3.6.4 Meéthodes implicites d’Adams-Moulton

On note en abrégé fI™ = f (t™,y[™). Voici trois schémas :

e schéma d’Adams-Moulton d’ordre 2 & 1 pas :

n n h n n
yln+1l _ yinl 4 5 (f[ 1 4 gl 1), (3.7)

e schéma d’Adams-Moulton d’ordre 3 & 2 pas :

h
[n] [n+1] [n] _ ln—1]
+ 35 (o sft - g (3.8)

[n+1]

Y =Y
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e schéma d’Adams-Moulton d’ordre 4 & 3 pas :
Y1l — ylnl 4 % <9f[n+1] +19fm _ 5l f[n—2]) (3.9)
Ces schémas sont implicites et leur ordre correspond au nombre de pas plus un.

3.6.5 Schéma prédicteur-correcteur
Principe

Une méthode de prédiction-correction procéde en deux étapes & chacune des itérations :

n+1]

e Prédiction : on calcule une approximation de y(¢,41) notée gl a aide du schéma explicite

e Correction : on utilise le schéma implicite dans lequel les fonctions f utilisant y!"*! sont rem-
placées par les fonctions f utilisant "+,

: Pour n <— 0 a N faire
[n+1]

Yy
y"*t1] — donné par un schéma implicite, inconnue y"* remplacée par i+

: Fin Pour

< donné par un schéma explicite

Exemple

Euler explicite : yl 1 = ylnl 4 hf(t",y["])
Trapéze implicite : gyt =yl 4 %(f(t”,y["]) + f(t"“,y["“]))
On obtient :

y[nﬂ] — y[n]+hf(t",y[n]) Prédiction
y 1) = gl B g ) 1 f(n yi7))  Correction

[’% Exercice 3.6.2

On pose f["] = f(t",y!")). La méthode de Adams-Bashforth d’ordre 4 explicite est donnée
par

h n n— n— n—
y[n+1] _ y[n] + i (55f[ ] _ 59f[ 1] + 37f[ 2] gf[ 3])

et la méthode de Adams-Moulton d’ordre 4 implicite par
h _ _
y["+1] — y[n] + i (9f[”+1] + lgf["] _ 5f[" 1] + f[n 2])

avec fI"l = F(er,y.

Q. 1 Ecrire la fonction algorithmique REDPreCoOr4VEC  permettant de résoudre un probléme
de Cauchy (vectoriel) par une méthode de prédiction-correction utilisant ces deux schémas. On
minimisera le nombre d’appel d la fonction f dans la boucle principale.
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Q.1 1. Donner la définition détaillée d’un probléme de Cauchy vectoriel.
2. Quelles sont les données d’un probléme de Cauchy vectoriel?

3. Que cherche-t’on?

On souhaite résoudre numériquement 1’ E.D.O. suivante

yO )+ 1 —yP @) +ty(t) = 0, telo,10], (3.10)
y(0) = 0, (3.11)
y™(0) : (3.12)
YD) = —3. (3.13)

Ici, y("™ (¢) note la dérivée n-iéme de la fonction y en t.
Q. 2 1. Que signifie l’abréviation E.D.O.?

2. Ecrire, de maniére détaillée, le probléme de Cauchy associé a I’E.D.Q. précédente.

Q. 3 Soit y : R — R une application. On suppose y € C*(R) (4 fois continuement dérivable sur R).
1. Rappeler les développements de Taylor de y(t + h) et y(t — h).
2. En déduire trois approzimations de y'(t), deuz a lordre 1 et une a lordre 2.

3. Déduire d’une des trois approzimations précédentes, un schéma numérique explicite pour l'approzimation
d’un probléeme de Cauchy scalaire.

Un schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 pour la résolution d’un probléme de Cauchy vectoriel est donné
par
=y DRyt + 5 f (t Ly nf eyl ]))- (3.14)

Q. 4 1. Ezpliquer en détail comment utiliser ce schéma pour résoudre I’E.D.O. (3.10)-(3.13)) en pré-
cisant entre autres les données, les inconnues, les dimensions des variables, ...

2. Donner une relation entre yl™ et la fonction y du probléeme (3.10)-(3.13)

Q. 5 (algorithmique) Soit a,b, a < b deux réels. Ecrire une fonction DisReG retournant les points t™,
t=a <t <...<tN =0, points de la discrétisation réguli¢re de lintervalle [a;b] avec N pas (constant).

Q. 6 (algorithmique) Ecrire une fonction REDRK2VEC retournant ’ensemble des couples (t",yl™) cal-
culés par le schéma (3.14) (Runge-Kutta ordre 2) pour la résolution d’un probléme de Cauchy (vectoriel).

Q. 7 (algorithmique) Ecrire un algorithme complet de résolution de I’E.D.O. (3.10)-(3.13) par le schéma
(3.14) (Runge-Kutta ordre 2) en utilisant au mazimum les fonctions déja écrites.

On rappelle le schéma d’Adams-Moulton implicite d’ordre 2 pour la résolution d’un probléme de Cauchy
(vectoriel) :

h
Y+t gl 4 h (f(tn-f-l’y[n-&-l]) n f(tn’y[n])) , (3.15)

Q. 8 Eapliquez en détail comment résoudre un probléme de Cauchy vectoriel par un schéma de type
Prédicteur/Correcteur utilisant les schémas (3.14) (Runge-Kutta ordre 2) et d’Adams-Moulton implicite
d’ordre 2.

Q. 9 (algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique PreCorVEc permettant de résoudre un probléeme
de Cauchy (vectoriel) par la méthode de prédiction-correction précédente.

Q. 10 (algorithmique) Ecrire un algorithme complet de résolution de I’E.D.O. (3.10)-(3.13)) par la méthode
de prédiction-correction précédente.
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