Energétique lére année Méthodes Numeériques
Sup’Galilée Année 2019-2020

EXAMEN DU 17 MARS 2020
durée : 2h00.

Sans documents, sans calculatrice, sans portable, ...

EXERCICE 1 : 2 points

Q. 1 Soient (a,b) € R a < b et f € C3([a,b];R). Montrer en utilisant des formules de Taylor, que pour tout h > 0
suffisament petit, on a

f’(a) _ 4f(a+h)_f(26;1+ 2h) _Sf(a’> +O(h2) (1)

Q. 2 Soit g ee C*(R?%;R). Montrer en utilisant des formules de Taylor, que pour tout h suffisament petit, on a

%(%y) _ gz +hy) —2g(haf2,y) +9(z—hy) L o) @)

EXERCICE 2 : 10.5 points

Soit I’E.D.P. suivante

—u"(z) +cu(z) = f(x), Vo €]a;b], (1)
—u/(a) +3u(a) = a, (2)
ub) = B. (3)

ol c est un réel strictement positif.
Q.1 1. Que signifie l'abréviation E.D.P.?

2. Quelles sont les données du probleme (1)-(3)¢ (préciser le type de chaque donnée : réel, entier, fonction, vecteur,

)

3. Quelles sont les inconnues du probleme (1)-(3)? (préciser le type)
4. Quelles sont les conditions initiales?
5. Quelles sont les conditions auz limites?
Q.2 1. Expliciter la discrétisation réguliére de [a;b] avec N pas de discrétisation en espace.

2. FEcrire la fonction DisREG permettant de retourner cette discrétisation.

On note z;, i € [0, N] cette discrétisation. On souhaite résoudre 'E.D.P. (1)-(3) a ’aide des schémas numériques

Uig1 — 2U; + Ui Ujgr1 — Uj—
Uit - LIS +12h 1 £ )
(34 6h)ug —4uy +ugy = 2ha. (5)

Q.3 1. Expliquer en détail la fagon d’obtenir le schéma (4) & partir de (1) et préciser ce que représentent les termes
ui, fi, ¢ et h?

2. Expliquer en détail comment le schéma (5) a été obtenu & partir de (2).
3. Donner une discrétisation détaillée du probléme (1) a (3) en utilisant les schémas (4) et (5).

4. Le schéma global est de quel ordre? Justifiez.
On note V le vecteur de dimension N + 1, de composantes V; = w;_1, Vi € [1, N + 1].

Q. 4 Montrer que le vecteur V' est solution du systéme linéaire
AV = F (6)

en explicitant la matrice A et le vecteur F (préciser les dimensions).



Q. 5 Ecrire la fonction AsseMBLE retournant la matrice M € M4(R) définie par

w1 pe opms 0 ... ... 0
r s w 0 :
0
M = (7)
0
T 5w
0 ... ... 0 wv3 vy 1n

ou S, T, W, 1, 2, U3, V1, Vo et vz sont des réels donnés.

Q. 6 Ecrire un algorithme complet de résolution du probléeme (1) a (3) basé sur (6). (Utiliser au mazimum les fonctions).
On pourra utiliser la fonction X < Sowe(A, B) retournant la solution du systeme linéaire AX = B.

EXERCICE 3 : 9.5 points

On souhaite résoudre numériquement ’E.D.P. suivante

1, ) — ) S (t,2) = (1,2), ¥(t,2) €10: T]xJas ],

(
u(0, z) =ug(x), Vz € [a;b], (
pu(t,0) — S4(1,0) =), Vi€ (07, (
u(t,b) =up(t), vVt €]0;T]. (

avec u >0, T >0, (a,b) e R?, a < b, et a(x) > 0.

Q.1 1. Quelles sont les données du probleme (1) a (4)? (préciser le type de chaque donnée : réel, entier, fonction,
vecteur, ...)

2. Quelles sont les inconnues du probleme (1) a (4)? (préciser le type)
3. Quelles sont les conditions initiales?
4. Quelles sont les conditions aux limites?

5. Ecrire la(les) condition(s) de compatibilité.
On note t", n € [0, N¢] et x;, i € [0, N,] les discrétisations réguliéres des intervalles [0;T] et [a;b] avec N; pas de
discrétisation en temps et IV, pas de discrétisation en espace.
Q. 2 Donner explicitement les formules permettant de calculer I’ensemble des t™ et des x;.
On souhaite résoudre 'E.D.P. & ’aide des schémas numériques
u?“ —ur u;’bjll 9 n+1 n un+1

_ n+1
At ! A:zc2 =i 5)
ud ™t — 4u 4 (3 + 2uAT)up Tt =2Az0, (t"T). (6)

Q.3 1. Ezpliquer en détail comment le schéma (5) a été obtenu o partir de (1) et expliciter les valeurs ul, I, a;,

At, et Ax.
2. Expliquer en détail comment le schéma (6) a été obtenu o partir de (3).
3. Donner une discrétisation (détaillée) du probleme (1) a (4) en utilisant les schémas (5) et (6).
4. Le schéma est-il implicite ou explicite?
5. Le schéma est de quel ordre en temps? en espace?
On note U™ les vecteurs de dimension N, + 1, de composantes U? = ul* |, Vi € [1, N, + 1].
Q. 4 1. Comment initialiser le vecteur U°?
2. Ezxpliquer comment résoudre numériqguement le probléme (1) a (4) en utilisant (entre autres) les schémas (5) et (6).

3. On suppose les données du probléme (1) a (4) fournies. Ecrire un algorithme complet de résolution du probléme (1)
a (4) en utilisant les schémas (5) et (6). On pourra utiliser la fonction X < Sowg(A, B) retournant la solution du
systeme linéaire AX = B, ainsi que les fonctions écrites dans les autres exercices.



