Energétique 1 Méthodes Numériques (S6)
Sup’Galilée Année 2021-2022

TRAVAUX DIRIGES - E.D.O.

1 Problémes de Cauchy

EXERCICE 1

Pour chacune des E.D.O. suivantes écrire le probléme de Cauchy associé

(a) { 2" (t) + az’(t) + Beos(z(t)) = sin(t), t €]0,27]
2(0) = 0, 2'(0) = 1.

Ry
(b){ t())+/<( + Ry ) ()+<R2+1) v(t) = e, t€]0,100]
(© { 2" (t) = p(1 — 22(t))2’ (t) — x(t), t €]0,10]
z(0) =1, 2/(0) = 1.
@) { 10 =)+ 2040~y 0. 107
y(0) = uo, y(0) = vo, y'¥(0) =

EXERCICE 2

Déterminer le probléme de Cauchy associé au modéle du Brusselator simplifié :

5 X'(t) = 1+aX2)Y(t)— (B+1)X(t)
(B) { Y'(t) —aX?()Y(t) + BX (1)

avec C.I. X(0) = Xy et Y(0) = Yp.

EXERCICE 3

Déterminer le probléme de Cauchy associé au modeéle du pendule pesant simplifié :

(P) 0P(t) + %sin(ﬂ(t)) —0.

avec C.I. 0(0) = 0y et 0'(0) = 6},.

EXERCICE 4

On considére deux blocs de masses respectives my et mo liés I'un a 'autre par un ressort de constante de raideur k. Le
bloc de masse mq est lié & un point d’ancrage fixe par I'intermédiaire d’un ressort de constante de raideur k; et, a I'autre
extrémité du systéme, le bloc de masse mo est lié a un point d’ancrage fixe par I'intermédiaire d’un ressort de constante de
raideur ks.

La masse des ressorts est négligeable et on suppose que 'amplitude de déplacement des deux blocs est toujours suffisamment
faible pour que la loi de Hooke soit vérifiée. Finalement, tous les frottements sont considérés comme négligeables.

Le systéme d’équations différentielles gouvernant 1’évolution de la position des deux blocs dans le temps est donnée par

d2$1
1@(?5) = —(kl + kg)xl(t) + leL’Q(t) (1)
2(E2
mo ddt2 (t) = kQ(El(t) - (kQ + k‘g).’EQ(t) (2)

ot x1(t) et xa(t) sont les déplacements respectifs des blocs m; et mo par rapport a leur position d’équilibre au cours du
temps (voir figure 2).



Figure 2: En mouvement

A Tinstant initial ¢ = 0, on a z1(0) = uy, %(0) = wy, 2(0) = ug, %(0) = ws Ol U1, Uz, Wi, et wy sont des réels donnés.

Q. 1 Ecrire, de maniére détaillée, le probléme de Cauchy vectoriel associ€ a ce probléeme.

2 Différences finies

EXERCICE 5

On veut résoudre numériquement le probléme (P) suivant : trouver y telle que

"(t) = cos(t)+1, Vtel0,4r]
(P) {‘Z(o) _ )

dont la solution exacte est y(t) = sin(t) + t.
On rappelle le schéma d’Euler progressif pour la résolution d’un probléme de Cauchy

(S) yr =y ppfn y),
y(©) donné.

Q. 1 Expliquer en détail comment utiliser le schéma d’Euler progressif pour résoudre le probléme (P) en précisant entre
autres les données, les inconnues, les dimensions des variables, lien entre Y™ et la fonction v, ...

Q. 2 Soit a,b, a < b deux réels. Ecrire une fonction DisREG retournant une discrétisation de lintervalle [a;b] avec N pas
(constant) de discrétisation.

Q. 3 Ecrire une fonction REDEP retournant [’ensemble des couples (t",y(”)) calculés par le schéma d’Euler progressif.

. 4 Ecrire un algorithme complet de résolution de (P) par le schéma d’Euler progressif.
g g



3 Meéthodes a un pas

EXERCICE 6

On souhaite résoudre numériquement un probléme de Cauchy par un schéma explicite & un pas (constant) du type
ylr i =y 4 ne eyt n) (1)

La fonction @ associée & une méthode de Runge-Kutta & ¢ évaluations de f (fonction associée au probléme de Cauchy) peut

s’écrire sous la forme :
q

®(t,y,h Z It y,h

avec
kWt y, n) = f (t +haiy+hy bi,jk[ﬂ(t,y,h)> ,1<i<q
j=1
que l'on peut représenter sous la forme d’un tableau dit tableau de Butcher :

a|B
ct (2)

avec B = (bi,j)i,je[[l,q}] € M%q(R), a = (ai)ie[[l’qﬂ eRYetec= (Ci)ie[[l,q]] € R4.
Le tableau de Butcher suivant défini un schéma d’ordre 2 :

Q. 1 Ecrire explicitement et en détail le schéma d’ordre 2 associé au tableauw de Butcher (3).

Pour o = %, on obtient la méthode de Heun et pour a = 1, on obtient la méthode d’Euler modifiée ou la méthode

du point milieu:

Q. 2 (Algorithmique) FEcrire la fonction algorithmique REDHEUN permettant de résoudre un probléme de Cauchy vectoriel
par la méthode de Heun.

Q. 3 (Algorithmique) En utilisant (par exemple) UEDO suivante:
y'(t) = cos(t) + 1, te[0,4n] avec y(0) =0 (sol.ex.y(t) = sin(t) +t)

écrire un programme permettant de vérifier numériquement l’ordre du schéma de Heun et le comparer & celui de la méthode
d’Fuler progressive déja programm.ée.

1e+0 F
£ —<&— Euler (ordre 1.000)
=& Heun (ordre 1.999)
fed £ =@+ Ofh)
=@ Ohr2)
1e-2 F 3
S te3f 4
le-4 E
le-5 4
1e-6 ‘
1e-2 1e-1 1e+0

Figure 3: Méthode de Heun : vérification numérique de ’ordre



EXERCICE 7

On souhaite résoudre numériquement un probléme de Cauchy par un schéma explicite & un pas (constant) du type
yl ) =yl p(em gyl p) (1)

La fonction @ associée & une méthode de Runge-Kutta a g évaluations de f (fonction associée au probléme de Cauchy) peut
s’écrire sous la forme :

q
®(t,y,h) = Y ikt y, )
=1
avec
q
kWt y h) = f (t +hai,y +h Y bidk[ﬂ(t,y,h)) ,1<i<gq
j=1

que ’on peut représenter sous la forme d’un tableau dit tableau de Butcher :

a|B
ct (2)

avec B = (bi,j)i,je[[l,q}] € M%Q(R), a = (ai)ie[[l’qﬂ eRletc= (Ci)ie[[l,q}] e R4,
Le tableau de Butcher suivant défini un schéma d’ordre 3 :

0|0 o0 0

1/211/2 0 0

1 |-1 2 0 3)
| 1/6 2/3 1/6

Q. 1 Ecrire explicitement et en détail le schéma d’ordre 8 associé au tableau de Butcher (3).

Q. 2 (Algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique REDRK3 permettant de résoudre un probléme de Cauchy vectoriel
par le schéma d’ordre 3 précédent.

EXERCICE 8

la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 est donnée par

SR (GRS

kSl = fr 4 byl 4 gl

kel = fn gyt 4 SR

kM = Fr 4 by 4 nklY)

yln 1 yll + %(kg"] + 2kl 4 2kl 4 ),

Q. 1 Ecrire une fonction algorithmigue REDRKAVEC permettant de résoudre un probléme de Cauchy (vectoriel par la
méthode de Runge-Kutta d’ordre /.

Q. 2 FEcrire un programme algorithmique permettant de retrouver numériqguement l’ordre de cette méthode.



4 Meéthodes & pas multiples

Dans ces exercices, il est possible d’utiliser I'une des méthodes & un pas précédentes pour la partie initialisation...

EXERCICE 9

La méthode de Adam-Bashforth d’ordre 4 explicite est donnée par
ylntll = ylnl 4 2% (55f["] _ 59f["—1] + 37f["—2] _ gf[n—3]) ) (1)

avec f["] = f(t",y").

Q. 1 Ecrire la fonction algorithmique REDAB4VEC permettant de résoudre un probléme de Cauchy (vectoriel) par cette
meéthode.

[ EXERCICE 10 (type sujet ezamen)

On souhaite résoudre numériquement un probléme de Cauchy par un schéma explicite & un pas (constant) du type
ylr =yl ne eyt n) (1)

La fonction @ associée & une méthode de Runge-Kutta a g évaluations de f (fonction associée au probléme de Cauchy) peut

s’écrire sous la forme :
q

o(t,y,h) = Y ikt y, h

=1
avec
q
kWt y, n) = f (t +hajy+hy bi,jk[ﬂ(t,y,h)) ,1<i<q
j=1

que l'on peut représenter sous la forme d’un tableau dit tableau de Butcher :

a|B
ct (2)

avec B = (bi,j)i,je[[l,q}] € M%q(R), a = (ai)ie[[l’qﬂ eRietec= (Ci)ie[[l,q]] € R4.
Le tableau de Butcher suivant défini un schéma d’ordre 3 :

0]lo o o

12112 0 0

1 |-1 2 o0 (3)
/6 2/3 1/6

Q. 1 Ecrire explicitement et en détail le schéma d’ordre 3 associé au tableaw de Butcher (3).

Un autre schéma de Runge-Kutta d’ordre 3 pour la résolution d’un probléme de Cauchy vectoriel est donné par

yl =yl 4 Bk + 3k3)
avec k1 f( y[”]),
fn+ 3,?/ + Lky), (4)
k3 = (tn + 3 y"] + 2hk2)
ylo donné.

Q. 2 (Algorithmique) FEcrire la fonction algorithmique REDRK3 permettant de résoudre un probléme de Cauchy vectoriel
par le schéma (4).

La méthode de Nystrom explicite, & pas multiples, et d’ordre 3 est donnée par

g = g B (7 gl < oyl )+ fa 7yl )) (5)

Q. 3 Expliquez en détail comment résoudre un probléme de Cauchy vectoriel par le schéma (5). Un soin particulier sera
apporté a l'«initialisationy.

Q. 4 (algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique REDNI3 permettant de résoudre un probléme de Cauchy (vectoriel)
par le schéma (5).



Application: Considérons le systéme mécanique de trois masses my, mg et mg attachées entre elles horizontalement par
des ressorts de raideur kq, ko, k3 et k4. Les positions au cours du temps des masses par rapport a leurs positions d’équilibre
sont données par les fonctions z1, xo et 3.
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Figure 4: Positions d’équilibre
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Figure 5: En mouvement

Le systéme d’équations de mouvement du systéme s’écrit sous la forme:

mlil(t) + (kl + kz)xl(t) - kg.’L‘Q(t) =0 (63.)
mQZi'Q(t) + (kz + kg)ll?g(t) - kgLEl(t) - k3$3(t) =0 (Gb)
maiz(t) + (ks + ka)z3(t) — k3za(t) =0 (6¢)

On veut résoudre ce systéme d’E.D.O. avec pour données initiales z1(0) = 1, ©1(0) = 0, 22(0) = —1, ©2(0) = 1/2, 23(0) = 1/3
et #2(0) = —1/2. Le temps final T sera égal a 20.

Q. 5 Ecrire le probléeme précédent sous la forme d’un probléme de Cauchy.

Q. 6 (Algorithmique) Ecrire un algorithme complet permettant de résoudre (6a)-(6b)-(6¢) avec les données initiales spé-
cifiées. On prendra k1 = kg = 1 et ko = k3 = 2. Ce programme devra aussi représenter les approzimations des fonctions xq,
xo et xz. On utilisera pour celd la fonction Prot(X,Y) qui relie les points (X (i),Y (i) contenus dans les deux tableauz de
méme taille X et Y (function similaire o la fonction plot de Matlab).



5 Meéthodes de prédiction/correction

Dans ces exercices, il est possible d’utiliser I’'une des méthodes & un pas précédentes pour la partie initialisation...

[ EXERCICE 11

On pose f["] = f(t",y!"). La méthode de Adams-Bashforth d’ordre 4 explicite est donnée par

h
y[n+1] _ y["] + i (55f["] _ 59f[n—1] + 37f[n—2] _ gf[n—3]>
et la méthode de Adams-Moulton d’ordre 4 implicite par

h _ -
1l — ylnl ol (gf[n+1] +19fM _5pln-11 gl 2])

avec f" = (i yln).

Q. 1 Ecrire la fonction algorithmique REDPreCor4VEC permettant de résoudre un probléme de Cauchy (vectoriel) par
une méthode de prédiction-correction utilisant ces deux schémas. On minimisera le nombre d’appel a la fonction f dans la
boucle principale.

EXERCICE 12 (type sujet ezamen)

Q. 1 a. Donner la définition détaillée d’un probléme de Cauchy vectoriel.
b. Quelles sont les données d’un probléme de Cauchy vectoriel?

c. Que cherche-t’on?

On souhaite résoudre numériquement 1’ E.D.O. suivante

y 2 (1) + sin(t)y(t) = cos(t), t€]0,2x], (1)
y(0) = -1, (2)
y D) = 1, (3)

Ici, y(™(t) note la dérivée n-iéme de la fonction y en t.
Q. 2  a. Que signifie 'abréviation E.D.O.?

b. Ecrire, de maniére détaillée, le probléeme de Cauchy associé a I’E.D.O. précédente.

Q. 3 Soit y : R — R une application. On suppose y € C3(R) (3 fois continuement dérivable sur R).
a. Rappeler les développements de Taylor de y(t + h) et y(t — h).
b. En déduire trois approzimations de y'(t), deux & Uordre 1 et une & lordre 2.

c. Déduire d’une des trois approximations précédentes, un schéma numérique explicite pour l’approrimation d’un probleme
de Cauchy scalaire.

Le schéma de Ralston d’ordre 2 pour la résolution d’un probléme de Cauchy vectoriel est donné par

h 3h 2h 2h
y[n+1] _ y[n] + Zf(tn’y[n]) + Zf (t" + E’y[n] + 3f(tn7y[n])) . (4)

Q. 4  a. Expliquer en détail comment utiliser ce schéma pour résoudre ’E.D.O. (1)-(3) en précisant entre autres les
données, les inconnues, les dimensions des variables, ...

b. Donner une relation entre yl™ et la fonction y solution du probleme (1)-(3)

Q. 5 (algorithmique) Soit a,b, a < b deux réels. Ecrire une fonction DisREG retournant les points t*, t° = a < t! <
... <t = b, points de la discrétisation réguli¢re de Uintervalle [a;b] avec N pas (constant).

Q. 6 (algorithmique) Ecrire une fonction REDRALSTONVEC retournant l'ensemble des couples (t",y!™) calculés par le
schéma (4) (Ralston ordre 2) pour la résolution d’un probléme de Cauchy (vectoriel).



Q. 7 (algorithmique) Ecrire un algorithme complet de résolution de I’E.D.O. (1)-(3) par le schéma (4) (Ralston ordre 2)
en utilisant au mazrimum les fonctions déja écrites.

On rappelle le schéma d’Adams-Moulton implicite d’ordre 2 pour la résolution d’un probléme de Cauchy (vectoriel) :

n n h n n n n
1 =g B (e o e gt o)

Q. 8 Expliquez en détail comment résoudre un probléme de Cauchy vectoriel par un schéma de type Prédicteur/Correcteur
utilisant les schémas (4) (Ralston ordre 2) et d’Adams-Moulton implicite d’ordre 2.

Q. 9 (algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique PRECORVEC permettant de résoudre un probléeme de Cauchy (vec-
toriel) par la méthode de prédiction-correction précédente.

Q. 10 (algorithmique) Ecrire un algorithme complet de résolution de U’E.D.O. (1)-(3) par la méthode de prédiction-
correction précédente.



