Energétique 1 Meéthodes Numériques II(S6)
Sup’Galilée Année 2021-2022

TRAVAUX DIRIGES - E.D.P. [C|

EXERCICE 1

On souhaite résoudre numériquement I’E.D.P. suivante

%(t,x) — a(x)%(t,x) =f(t,x), Y(t,x) €]0; T x]a; b[, (1)
u(0,2) =ug(x), Vz € [a;b], (2)

u(t)u(t,a) — Z—Z(t,a) =v,(t), Vt € [0;T], (3)
u(t,b) =up(t), Vt€]0;T]. (4)

avec a(z) >0, T > 0, (a,b) € R?, a < b, et p(t) > 0.

Q.1 a Quelles sont les données du probléme (1) a (4)? (préciser le type de chaque donnée : réel, entier, fonction,
vecteur, ...)

b. Quelles sont les inconnues du probléeme (1) a (4)? (préciser le type)
c. Quelles sont les conditions initiales?
d. Quelles sont les conditions aux limites?

e. Ecrire la(les) condition(s) de compatibilité.

On note t™, n € [0, N¢] et z;, i € [0, N, ]| les discrétisations réguliéres des intervalles [0; T'] et [a; b] avec Ny pas de discrétisation
en temps et N, pas de discrétisation en espace.

Q. 2 Donner explicitement les formules permettant de calculer l’ensemble des t™ et des x;.

On souhaite résoudre 'E.D.P. a ’aide des schémas numériques

up ™t —uf Uipg —2ui Huilg Ly
At A2 =i ©)
uy —4ul + (3 + 2u" Ax)uy =2Azv,(t"). (6)

Q. 3  a. Expliquer comment le schéma (5) a été obtenu & partir de (1) et expliciter les valeurs ult, fI*, ", a;, At, et Ax.
b. Expliquer comment le schéma (6) a été obtenu o partir de (3).
c¢. Donner une discrétisation (détaillée) du probléme (1) o (4) en utilisant les schémas (5) et (6).
d. Le schéma est-il implicite ou explicite?
e. Le schéma est de quel ordre en temps? en espace?
On note U™ les vecteurs de dimension N, + 1, de composantes U? = ul ;, ¥i € [1, N, + 1].
Q. 4 a. Comment initialiser le vecteur U°?
b. En supposant le vecteur U™ connu, expliquer la maniére de dterminer le vecteur UnT1 2

c. Ecrire une fonction algorithmique solveEDP permettant de résoudre le probléme (1) a (4) en utilisant les schémas (5) et
(6). Cette fonction devra retourner les discrétisations en temps et en espace ainsi que l’ensemble des U™, Vn € [0, N¢].

d. Construire un jeu de données pour lequel u(t, z) = sin(t) cos(z) est solution du probléme (1) a (4).

e. Ecrire un algorithme utilisant ce jeu de données et résolvant numériqguement le probléme (1) a (4).

[ EXERCICE 2 (cours)




Q. 1 Ecrire la fonction AsseMBLEMATGENLD retournant la matrice M € My(R) définie par

a1 an as 0 0
8 o B 0 0
0
M = (1)
o ... ... 0 B «a p
0 ... ... 0 b3 by by

ol a, B, a1, as, ag, by, by et by sont des réels donnés.

Q. 2 Ecrire la fonction SN\NDMBRGENID  retournant le vecteur B € R® défini par
@
C1

Cd—2

ol «, B, c1,...,Cq_2 sont des réels donnés.

EXERCICE 3 (cours)

On souhaite résoudre numériquement I’E.D.P. suivante: trouver u : [0,T] x [a,b] — R telle que

%(t,x) - D%(t,x) = f(t,z), V(t,z) €]0, T]x]a, b[, (1)
w(0,z) = uo(z), Va € [a, b] 2)

m% t,a) = a(t), vt e [0,T] (3)

ul(t,b) = B(2), vt e [0,7] (4)

ot a < b, D > 0 (coefficient de diffusivité), « : [0,T] — R, 8 : [0,T] — R, ugp : [a,b] — Ret f: [0,T] x [a,b]] — R
donnés.
Les discrétisations sont données par

Ti = a+ i, Vi € [0, N.], avec A, = (b—a)/N,

t" = nl\, Vn € [0, N, avec Ay = T/Ny.

Un schéma numeérique d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace pour (1) est donné par:

n—1 n n n
TN ut = 2ul + u
o qul — Dttt 2 =L froyne]0, Ny, Vi €]0, N[ (5)
avec fI' = f(t",x;) et (en espérant) ul’ ~ u(t", x;).
Un schéma numeérique d’ordre 2 pour (3) est donné par:
A
uf —4ul +uy = Zﬁa(t”) (6)

On note U™ les vecteurs de dimension N, + 1, de composantes U = u* |, Vi € [1, N, + 1].
Q.1 a. Comment initialiser le vecteur U°?

b. En supposant le vecteur U1 connu, montrer que le vecteur U™ est solution d’un systéme linéaire AU™ = b™ ou l’on
explicitera la matrice A et le vecteur b™.

Q. 2 Ecrire une fonction algorithmique HEaT1DiM  permettant de retourner la discrétisation en temps, la discrétisation en
espace et Uensemble des ul?, i € [0, N, ]|, n € [1, Nt] calculés par le schéma implicite en temps pour UEDP (1) a (4).

Q. 3 Ecrire un programme utilisant cette fonction et permettant de calculer la solution numérique d’un probléme dont on
connait la solution exacte.



[ EXERCICE 4 (Exercice 2, partiel 2, 2016/2017)

On souhaite résoudre numériquement I’E.D.P. suivante

a“(t ) — (327“
,SC Oéax2

ot

avec o, 3 deux réels, a > 0, T > 0, (a,b) € R?, a < b.

Q.1 a Quelles sont les données du probleme (1) a (4)? (préciser le type de chaque donnée : réel, entier, fonction,
vecteur, ...)

b. Quelle(s) est(sont) la(les) inconnue(s) du probléme (1) a (4)? (préciser le type)
c. Quelle(s) est(sont) la(les) condition(s) initiale(s)?

d. Quelle(s) est(sont) la(les) condition(s) aux limites?

e. Ecrire la(les) condition(s) de compatibilité.

On note t", n € [0, N;] et x;, i € [0, N, ]| les discrétisations réguliéres des intervalles [0; T'] et [a; b] avec Ny pas de discrétisation
en temps et N, pas de discrétisation en espace.

Q. 2 Donner explicitement les formules permettant de calculer l’ensemble des t™ et des x;.

On souhaite résoudre ’E.D.P. & I'aide du schéma numérique

n n—1 n o __ n n
uy — Uu; Oéul-Jr1 2ui 4+ up

At A tBu I (5)

Q. 3 a. Le schéma (5) est-il explicite ou implicite en temps? Justifier.

b. Expliquer comment le schéma (5) a été obtenu a partir de (1) et expliciter les valeurs ul, fI*, At et Az.
¢. Donner une discrétisation (détaillée) du probléme (1) a (4) en utilisant le schéma (5).
d. Le schéma est de quel ordre en temps? en espace?
On note U™ les vecteurs de dimension N, + 1, de composantes U? = u? ;, Yi € [1, N, + 1].
Q. 4 a. Comment initialiser le vecteur U%?
b. En supposant le vecteur Un~! déja calculé, montrer que le vecteur U™ est solution du systéme linéaire
AU™ =" ! (6)
en explicitant la matrice A et le vecteur b~ (préciser les dimensions).

Q. 5 Ecrire la fonction ASSEMBLEMAT1D retournant la matrice M € M4(R), d = 3, définie par

1 0 o0 ... ... ... 0
v opu v
0
M= (7)
0
v o ou v
0 0 ¢ ¢ c3

ou W, v, c1, co et cg sont des réels donnés.

Q. 6 On dispose de la fonction RSL permettant la résolution d’un systéme linéaire Ax = b: Ecrire une fonction algorithmique
SOWEEDP  permettant de resoudre numériguement ’EDP (1) a (4) a laide du schéma (5) et retournant la discrétisation

en temps, la discrétisation en espace et l'ensemble des ul, i € [0, N;], n € [1, N¢] calculés a aide, entre autres, a l’aide du
schéma (5).

Q. 7 a. Proposer un jeu de données pour lequel la solution exacte de (1) a (4) est u(t,z) = cos(t) sin(x).

b. Ecrire un programme algorithmique utilisant la fonction solweEDP et le jeu de données précédent pour résoudre (1) a

(4)



