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Plan du cours

Chapitre I : Algorithmique numérique
Chapitre II : Dérivation numérique
Chapitre III : Résolution numérique des E.D.O.
Chapitre IV : Résolution numérique des E.D.P.
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Deuxième partie II

Dérivation numérique
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2 Applications numériques
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Definition 1.1

Soit g une fonction. On dit que g se comporte comme un grand O de hq

quand h tend vers 0 si et seulement si il existe H ą 0 et C ą 0 tel que

|gphq| ď C |h|q, @h Ps ´ H,Hr.
On note alors gphq “ Ophqq.
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Proposition 1.2: Développement de Taylor

Soit f une application f : ra, bs ÝÑ R. Si f P Cr`1pra, bsq alors
‚ @px , yq P ra, bs2 il existe un ξ Psminpx , y ,maxpx , yqr tel que

f pxq “ f pyq `
rÿ

k“1

f pkqpyq
k!

px ´ yqk ` f pr`1qpξq
pr ` 1q! px ´ yqr`1 (1)

‚ @x P ra, bs, @h P R˚ vérifiant x ` h P ra, bs, il existe
ξ Psminpx , x ` hq,maxpx , x ` hqr tel quel

f px ` hq “ f pxq `
rÿ

k“1

hk

k!
f pkqpxq ` hr`1

pr ` 1q! f
pr`1qpξq (2)

ou encore

f px ` hq “ f pxq `
rÿ

k“1

hk

k!
f pkqpxq ` Ophr`1q. (3)
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Exercice 1

Soit φ : ra, bs ÝÑ R une fonction.
Q.1 Montrer que si φ P C2pra, bs;Rq alors @x P ra, br, @h ą 0 tel que px ` hq P ra, bs, on a

dφ

dx
pxq “ φpx ` hq ´ φpxq

h
` Ophq (4)

Q.2 Montrer que si φ P C2pra, bs;Rq alors @x Psa, bs, @h ą 0 tel que px ´ hq P ra, bs, on a

dφ

dx
pxq “ φpxq ´ φpx ´ hq

h
` Ophq (5)

Q.3 Montrer que si φ P C3pra, bs;Rq alors @x Psa, br, @h ą 0 tel que px `hq P ra, bs et px ´hq P ra, bs,
on a

dφ

dx
pxq “ φpx ` hq ´ φpx ´ hq

2h
` Oph2q (6)

Q.4 Montrer que si φ P C4pra, bs;Rq alors @x Psa, br, @h ą 0 tel que px `hq P ra, bs et px ´hq P ra, bs,
on a

d2φ

dx2 pxq “ φpx ` hq ´ 2φpxq ` φpx ´ hq
h2 ` Oph2q (7)
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Exercice 2

Soit φ une fonction suffisament régulière et h ą 0
Q.1 Montrer que

dφ

dx
pxq “ ´3φpxq ` 4φpx ` hq ´ φpx ` 2hq

2h
` Oph2q (8)

Q.2 Montrer que

dφ

dx
pxq “ 3φpxq ´ 4φpx ´ hq ` φpx ´ 2hq

2h
` Oph2q (9)

Q.3 Déterminer une formule permettant de calculer une approximation à l’ordre 2 de
d2φ
dx2 pxq en utilisant uniquement des valeurs de la fonction φ aux points x ` ih avec
i P N.
Q.4 Déterminer une formule permettant de calculer une approximation à l’ordre 2 de
d2φ
dx2 pxq en utilisant uniquement des valeurs de la fonction φ aux points x ´ ih avec
i P N.
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Definition 2.1

Soit N P N˚. On appelle discrétisation régulière de ra, bs à N pas
ou N ` 1 points l’ensemble des points a ` nh, n P v0,Nw où le pas h
est donné par h “ pb ´ aq{N.

On note tn “ a ` nh, n P v0,Nw, une discrétisation régulière de ra, bs et
pDyqn une approximation de y 1ptnq. On appelle

‚ différence finie progressive l’approximation

pDyqPn “ yptn`1q ´ yptnq
h

, @n P v0,N ´ 1w (10)

‚ différence finie rétrograde l’approximation

pDyqRn “ yptnq ´ yptn´1q
h

, @n P v1,Nw (11)

‚ différence finie centrée l’approximation

pDyqCn “ yptn`1q ´ yptn´1q
2h

, @n P v1,N ´ 1w (12)
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On a démontré le lemme suivant

Lemme 2.2
Si y P C2pra, bsq alors

y 1ptnq “ yptn`1q ´ yptnq
h

` Ophq, @n P v0,N ´ 1w, (13)

y 1ptnq “ yptnq ´ yptn´1q
h

` Ophq, @n P v1,Nw. (14)

Si y P C3pra, bsq alors

y 1ptnq “ yptn`1q ´ yptn´1q
2h

` Oph2q, @n P v1,N ´ 1w. (15)

Definition 2.3

La différence |y 1ptnq´pDyqn| est appelée erreur de troncature au point tn. On dira
que |y 1ptnq ´ pDyqn| est d’ordre p ą 0 si il existe une constance C ą 0 telle que

|y 1ptnq ´ pDyqn| ď Chp ðñ y 1ptnq “ pDyqn ` Ophpq.
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Exercice 3

Soit f P C3pra, bs;Rq. On note tn, n P v0,Nw, une discrétisation régulière de ra, bs de pas h.
On note FFF P RN`1 le vecteur défini par Fn`1 “ f ptnq, @n P v0,Nw.
Q.1

1 Déterminer en fonction de h et FFF , un vecteur VVV P RN`1 vérifiant

Vn`1 “ f 1ptnq ` Ophq, @n P v0,Nw.
2 Ecrire une fonction algorithmique DerOrder1 permettant, à partir du vecteur FFF et de h,

de calculer le vecteur VVV précédent.
Q.2

1 Connaissant uniquement le vecteur FFF , déterminer un vecteur WWW P RN`1 vérifiant

WWW n “ f 1ptnq ` Oph2q, @n P v0,Nw
2 Ecrire une fonction algorithmique DerOrder2 permettant, à partir du vecteur FFF et de h,

de calculer le vecteur WWW précédent.
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Application
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Figure – Représentation des dérivées numériques avec f pxq :“ sinpxq, a “ 0,
b “ 2π. A gauche h “ 2π

10 , à droite h “ 2π
100 .
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Application
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Erreur DeriveOrdre1 : h=2 π /10
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Erreur DeriveOrdre2 : h=2 π /10
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Erreur DeriveOrdre1 : h=2 π /100
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Figure – Erreur des dérivées numériques numériques avec f pxq :“ sinpxq, a “ 0,
b “ 2π. A gauche h “ 2π

10 , à droite h “ 2π
100 .

‚ Dérivée ordre 1 :
h a été divisé par 10 ùñ l’erreur, Ophq, divisée par 10.

‚ Dérivée ordre 2 :
h a été divisé par 10 ùñ l’erreur, Oph2q, divisée par 100.
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Application
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Figure – Dérivation numérique : mise en évidence de l’ordre des méthodes

Figure en échelle logarithmique : intérêt de monter en ordre.
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Exercice 4

Q.1
1 Ecrire un programme Matlab/Octave permettant de calculer

l’ensemble des données nécessaires à la représentation graphique
de l’ordre des deux méthodes.

2 A l’aide de ces données, calculer numériquement l’ordre des deux
méthodes.

Les commandes Matlab/Octave permettant de représenter des données
en échelles logarithmique sont loglog , semilogx et semilogy. Elles s’uti-
lisent globalement comme la fonction plot.
Q.2 Ajouter au programme précédent le code permettant de représen-
ter graphiquement l’ordre des deux méthodes.
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