Méthodes Numériques 11
FExercices - révision

EXERCICE 1 : Examen du 4 avril 2023, partie E.D.O.

Q. 1 a. Que signifie l'abréviation E.D.O.?
b. Donner la définition détaillée d’un probleme de Cauchy vectoriel.

c. Quelles sont les données d’un probléme de Cauchy vectoriel?

d. Que cherche-t’on?

R. 1  a. Equation Différentielle Ordinaire

b. Un probléme de Cauchy vectoriel consiste a déterminer la fonctiony : [t°,t° + T| —

R™ solution de
{ y,(t> = f(t/y(t))a Vi e [t07t0 + T]a
y(t') = yoeR™,
avec f: [t° 1Y + T] x R™ — R™ donné.

c. les données d'un probléeme de Cauchy vectoriel sont

o t"eR,

o T e RT*,

e yoe R™,

o f:[t°%°+T]x R™ — R™.

d. On cherche la fonction y : [t°,t° + T] — R™

Q. 2 FEcrire une fonction algorithmique DisReg permettant de d’obtenir une discrétisa-
tion réguliere de l'intervalle [a,b] (a < b) en n + 1 points. a




R. 2 Une discrétisation réguliére de l'intervalle [a,b] avec N pas (constant) de discréti-
sation est donnée par

b—a

t" =a+nh, Yne[0,N], avec h =

Algorithme 1 Fonction DisReg retournant une discrétisation réguliére de I'intervalle [a, b]

Données : a,b : deuxréels, a <b
N : un entier non nul (nombre de pas de discrétisation).
Résultat : ¢t : vecteur de RV ™!

1: Fonction t « DisReg( a,b, N )
2 h<— (b—a)/N

3 Pour n < 0 a N faire

4: tin+1)—a+n=h

5 Fin Pour

6: Fin Fonction

On souhaite résoudre numériquement un probléme de Cauchy par un schéma explicite a
un pas (constant) du type

ym =yl pd (e y h) (1.1)

La fonction ® associée & une méthode de Runge-Kutta a ¢ évaluations de f (fonction
associée au probléme de Cauchy) peut s’écrire sous la forme :

q
&ty h) = > ikl (t,y, h)
i=1

avec
q
j=1

que 'on peut représenter sous la forme d'un tableau dit tableau de Butcher :

a| B
o (1.2)

avec B = (bi)ijef1,4] € Mgq(R), @ = (a:)ie[1,4) € R? et € = (¢i)ief1,q) € RY.
On prend pour tableau de Butcher:

0,0 0 O
1 1
= = 0 0
5| 5 1.3
I .
B

3 24 24

Q. 3 Ecrire explicitement et en détail le schéma de Runge-Kutta associé au tableau de
Butcher (1.3). On admettra que ce schéma est d’ordre 3. o
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R. 3 On a, par identification, ¢ = 3 ainsi que

0 00
1 1 25 7
=10, %, 1 =(—5, 5757 ) et B= 00
“ (0’5’)’c (3’24’24)6 3w
77
On obtient alors
y" =yl hd(t y" h)
avec
®(t,y,h) = 201 (t,y,h
= Clk (t7ya h) + CQk[2] (t7y7 h) + C3k[3] (taya h)
1 25 7
_ “24.02] 3]
Sty h) + S RSty h) + k(Y h)
et
q
Kty h) = f (t t+ har,y +h by kY (¢, h))
j=1
= f (tn, y+ h(bl,lk[l] (t,y,h) + b1,2k[2] (t,y,h) + 51,3’9[3] (t,y, h)))
= f(t"y),
¥ty h) = f(t+ha2,y+h262] ty,h))
7j=1
1
= f (5 h + tn7 Y + h(bZ,lk[l] (tayv h’) + bQ,Qk[Z] (tay7 h’) + bQ,Sk[S] (t7y7 h)))
KBty h) = f (t+ha3 y+hZ by KV ty,h))
7=1

En résumé, le schéma peut s’écrire :

(h + tnu ) + h b3 lk ( 7y7 h) + b3,2k[2] (t7y7 h) + b3,3k[3] (t7y7 h)))

2
(h "y + ——hk I(t,y, h) + 70hk[2](t,y, h)) .

T y + —L h(8k: — 25ks — Tks)
avec ki = f(t",y"),

ko= f(t" + by + L hky),

ks = f(t" + h,y" + h(— 2k, + 2k,)),
yl0 donné.



Un autre schéma de Runge-Kutta d’ordre 3 pour la résolution d’un probléme de Cauchy
vectoriel est donné par

y =yl L n(3k, + 25k, + 8ks)
avec ki = f(t,y"),

ks = f(t" + hyt + h(=T k1 + T k2)),
yl0l donné.

Q. 4 [Algorithmique] Ecrire la fonction algorithmique RedRK3 permettant de résoudre
un probléeme de Cauchy vectoriel par le schéma (1.4). O

R. 4 L’algorithme de la fonction REDRK3Vec s’écrit alors :

Algorithme 2 Fonction REDRK3Vec : résolution d’un probléme de Cauchy par le schéma,
de RK3

Données : f : f:[t°t°+T] x R™ — R™ fonction d'un
probléme de Cauchy (scalaire)
t° . réel, temps initial
T : réel >0
y° : un vecteur de R™, donnée initiale
N : un entier non nul (nombre de pas de discrétisation).

Résultat: t : vecteur de RV t(n) =" Vne[l,N + 1]
Y : matrice réelle de dimension m x (N + 1), Y(;,n) =y™ Y, ¥ne [1, N + 1]

Fonction [t,Y] < REDRK3Vec( f,t°,T,y°, N )
t — DisREG(t°,t° + T, N)
h<—(b—a)/N
Y(;,1) g
Pour n — 1 a N faire
by f(t(n) . Y(.))
ky — f(t(n) +2xh/5, Y(,n)+ (2% h/5) « k)
ks — f(t(n+1), Y(,n)+h«(—=7/8xki +15/8+ky)) =t(n)+h=tn+1)
Y(i,n+1) < Y(,n)+ (h/36) = (3« ki + 25 = ky + 8 x k3)
10:  Fin Pour
11: Fin Fonction

Un schéma explicite, a pas multiples, et d’ordre 3 est donné par

12

23
N R B

ifw—z,y[”—?])) (15)

Q. 5 Expliquez en détail comment résoudre un probléeme de Cauchy vectoriel par le schéma
(1.5). Un soin particulier sera apporté a l'«initialisationys. o
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R. 5 Dans ce schéma, (1)), est la discrétisation réguliere de [t°,¢° + T avec N pas de
discrétisation, h = T'/N.

Le schéma (1.5) est & 3 pas, il est donc nécessaire de connaitre yl%, yl'l et y? pour
ensuite utiliser (1.5) en prenant successivement n = 2,3,..., N —1 ce qui permet alors de
déterminer successivement yl yl4 .y,

La donnée initiale yI% étant connu, il nous faut calculer yl*! et y2I. Pour cela on utilise
un schéma & un pas, au moins du méme ordre (3 ici). On peut donc utiliser la fonction
REDRK3Vec pour calculer ces trois premiers termes en faisant attention a bien calculer
ceux-ci aux temps 9, t! = t9 + h, et t2 = t° + 2h. On utilise donc la fonction REDRK3Vec
de la maniére suivante:

[tini, Yini] < REDRK3Vec(f,t,t° + 2+ h,yo,2).
On a alors t;,; € R3, Y, € My, 3(R) avec
tznz(l) = to, t'mz(2) = to + h et tzm<3) = to + 2 x h

et

Q. 6 [Algorithmique] Ecrire la fonction algorithmique RedPM3 permettant de résoudre
un probleme de Cauchy (vectoriel) par le schéma (1.5).

R. 6 Voici un algorithme possible:



Algorithme 3 Fonction REDPM3Vec : résolution d'un probléme de Cauchy par le schéma
explicite & pas multiples d’ordre 3

Données : f : f:[t%t"+T] x R™ — R™ fonction d'un
probléme de Cauchy (scalaire)
tO . réel, temps initial
T : réel >0
y’ : un vecteur de R™, donnée initiale
N : un entier non nul (nombre de pas de discrétisation).

Résultat: ¢t : vecteur de RV™! ¢(n) ="', Vne[l,N +1]
Y : matrice réelle de dimension m x (N + 1), Y(:;,n) = y!" 1, vne[1,N +1]

1: Fonction [t,Y] < REDPM3Vec( f,t°, T,y°, N )
2.t « DisReG(t%,t° + T, N)
3 h<T/N

4 [tini, Yini] < REDRK3Vec(f,t%,t% + 2« h,y°, 2)
5. Pour n < 1 a 3 faire
6 Y(:,m) < Yini(:,n)

7. Fin Pour

8 Pour n <— 3 a N faire
9

: fo < F(t(n),Y(;,n))
10: fi<=ft(n—1),Y(n-1))
11: fo—=ft(n—2),Y(n—2))
12: Y(;,n+1) < Y(:,n) + (h/12) = (23 % fo — 16+ f1 + 5 = f>)
13: Fin Pour
14: Fin Fonction

Une autre version minimisant le nombre d’appels a la fonction f est donné par



Algorithme 4 Fonction REDPM3VecV1 : résolution d'un probleme de Cauchy par le
schéma explicite & pas multiples d’ordre 3 en minimisant le nombre d’appels a la fonction

f
Données : f : f:[t"t°+T] x R™ — R™ fonction d'un
probléme de Cauchy (scalaire)
t® : réel, temps initial
T : réel >0
y’ : un vecteur de R™, donnée initiale
N : un entier non nul (nombre de pas de discrétisation).

Résultat: ¢t : vecteur de RV™! ¢(n) ="', Yne[1,N +1]
Y : matrice réelle de dimension m x (N + 1), Y(;,n) = yl"=1, vne [1,N +1]

1: Fonction [t,Y] < REDPM3VecV1( f,t° T,y° N )
2.t «— DisReG(t°,t° + T, N)
3 h<T/N

4 [tini, Yini] < REDRK3Vec(f,t%,t% + 2« h,y°, 2)
5. Pour n <« 1 a 3 faire
6 Y(:;,n) <« Yini(:,n)
7 Fin Pour

8 f1e F(62),Y(.2))
0 fo f#(1),Y(: 1)

10:  Pour n < 3 & N faire

11: Jfo < f(t(n),Y(:,n))

12: Y(;,n+1) « Y(:,n) + (h/12) = (23 % fo — 16+ f1 + 5 = f>)
13: fo—fi

14: fi<fo

15:  Fin Pour
16: Fin Fonction

Application: Soit le systéeme d’E.D.O. suivant
{[El(t) — l/l(It'Q(t) — ZEl(t)) + ZEQ(t) = COS(t) (16&)
Zo(t) — va(zq(t) — 22(t)) + 21(t) = sin(¢) (1.6b)

On veut résoudre numériquement ce systéme d’E.D.O. avec pour données initiales z1(0) =
1, 21(0) = 0, 22(0) = —1, 25(0) = 1/2. Le temps final T sera égal a 10.

Q. 7 Ecrire le probléme précédent sous la forme d’un probleme de Cauchy. O

R. 7 C’est un systéme de deux E.D.O couplées: elles dépendent I'une de 'autre. Les
deux E.D.O. oyant un terme en dérivée seconde, elles sont d’ordre 2. On va donc pouvoir

transformer chacune des E.D.O. en deux E.D.O. d’ordre 1, pour aboutir a un systéme de
4 E.D.O. d’ordre 1.



On pose, par exemple,

(4
def 275 ZL’Qt
v = oo | [

ut))  \u()

z1(t) 4 (t)

SION I EION I
2109 z1(1) o
75(t) To(t)

Avec notre choix, on a

A
Vo - |5
5(t)
y3(t)
_ ya(t
vi(a5(t) — @ (1)) — 22(t) + cos(t)
vo (2 (t) — 2h(t)) — x1(t) + sin(t)
?Js(t)
ya(t

Le probléme de Cauchy associé est donc

trouver la fonction y : [0,7] — R* vérifiant

y'(t) = flty@), vtel0,T]

1/2
avec

f o [0,T]xR* — R

Z3

24
v1(z4 — 23) — 22 + cos(t)
vo(2z3 — 24) — 21 + sin(t)

(Z,2) —

Q. 8 [Algorithmique| Ecrire un algorithme complet permettant de résoudre (1.6a)-(1.6b)avec
les données initiales spécifiées. On prendra vi = 1/4 et vy = 1/3. Ce programme devra
aussi représenter les approrimations des fonctions x1 et x9.On utilisera pour cela la fonc-
tion Plot(X,Y") qui relie les points (X (i),Y (i) contenus dans les deuz tableaux de méme
taille X et'Y (function similaire a la fonction plot de Matlab). D
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R. 8 Voici le programme algorithmique complet:

1: T« 10
2: vy — 1/4, vy «— 1/3,
f . [0,T]xR* — R*
Z3
24
(t,2) T | vz — 23) — 29 + cos(t)
Vo(23 — 24) — 21 + sin(t)

L
4: [t, Y] < REDPM3Vec(f,0,T, Bl , 1000)

1/2
5: Plot(¢,Y(1,:)) > Représentation de la fonction
6: Plot(t,Y(2,:)) > Représentation de la fonction -

EXERCICE 2 : exercice 2, partiel 2, 2016,/2017

On souhaite résoudre numériquement I’E.D.P. suivante

t, T

f(t,z), V(¢ z) €]0; T]x]a; b,

go(z), Y € [a;b],
ga(t), Yt e [0;T],

gp(t), Vt €]0;T1. (2.

avec a, (3 deux réels, a >0, T >0, (a,b) € R?, a < b.

)+ B
u(0,)

u(t, a)

u(t, b)

|
© oo =3

~— ~— ~— ~—

I
N~ —~ —

Q. 1 a. Que signifie l'abréviation E.D.P.?

b. Quelles sont les données du probléme (2.7) a (2.10)¢ (préciser le type de chaque
donnée : réel, entier, fonction, vecteur, ...)

o

Quelles sont les inconnues du probleme (2.7) a (2.10)¢ (préciser le type)
d. Quelles sont les conditions initiales?

Quelles sont les conditions aux limites?

o

S+

Ecrire la(les) condition(s) de compatibilité.




R. 1 a. Equations aux Dérivées Partielles

b. Les données sont

(a,b) e R? a < b.

T e R,

a, B deux réels, a > 0,
f:10,T] x [a,b] — R,
g0 : [a,b] — R,

ga : [0, T] — R,

e g :[0, 7] — R.

c. u:[0,T] x [a,b] — R.
d. (2.8).
e. (2.9) et (2.10).

f. 94(0) = go(a) et g,(0) = go(b).

On note t", n € [0, Ny] et x;, i € [0, N, ] les discrétisations réguliéres des intervalles [0; T']
et [a; b] avec Ny pas de discrétisation en temps et N, pas de discrétisation en espace.

Q. 2 Donner explicitement les formules permettant de calculer [’ensemble des t" et des
Z;. o

R. 2

t" = nAt, Vn € [0, V¢] avec At = T/ Ny,
x; = a+iAx, Vie [0, N,] avec Az = (b—a)/N,.

On souhaite résoudre I’E.D.P. a ’aide du schéma numérique

n
U;

At B Az?

n+l _

Uy

n n n n n
Uy — 2w gy Uiy — Uy

+ B =1 (2.11)

Q. 3 a. Ezpliquer comment le schéma (2.11) a été obtenu & partir de (2.7) et préciser
ce que représentent les valeurs ul, fI', At et Ax.

b. Donner une discrétisation (détaillée) du probleme (2.7) a (2.10) en wutilisant le
schéma (2.11).

c. Le schéma est-il explicite ou implicite?
d. Le schéma est de quel ordre en temps? en espace?

e. Expliquer comment améliorer l'ordre en espace du schéma (2.11).
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R.

3

a. L’équation (2.7) entraine

ou
ot

02 0
—(t",xi)—a%(t”,xi)+57u(t”,mi) — F(t", 1), ¥(n,4) €]0, N,Jx]0, N,[. (2.12)
oxr oxr
étude de 2%(¢", z;) pour aboutir & un"'Al—t—u"

En utilisant le développement de Taylor suivant ¢ (& x fixé), on a

u(t + h,x) = u(t, :1:)—|—ha

v (t,2) + O(h?)

ce qui entraine

ou u(t + h,x) —u(t, x)

E(t’x) = Y + O(h).

On peut alors utiliser cette equation en (¢,x) = (", z;) et h = Ay, pour obtenir

ou, . w(t™ z) — u(t™, x;)
E(t 7:62') - At

+ O(A,). (2.13)

n

/ ou (1n S
étude de £ (1", x;) pour aboutir a ——.

En utilisant le développement de Taylor suivant x (a t fixé), on a

u(t,z + h) =u(t,z) + hg (t,r) + O(h?)

ce qui entraine

ou u(t, z + h) —u(t, )
a(t,x) =

+ O(h).
On peut alors utiliser cette equation en (t, x) = (1", x;) et h = A,, pour obtenir

ou, . ot i) —u(tt, )
(t 7'CCZ) - Ag;

- + O(A,). (2.14)

L ut . —2un Ul
étude de g%‘(t”, x;) pour aboutir a %;;u"l

On va utiliser, classiquement, deux formules de Taylor a I'ordre 3 suivant = (¢
fixé), I'une en = + h et 'autre en  — h. On a alors

ou h? 0%u h3 3u
u(t,z + h) =u(t,x)+hE(t,$)+§ﬁ(t x) + TR

ou h? 0%u h3 &3u
u(t,r — h) = u(t,z) — hE(t’ x) + 5@(15, x) — a7 (t, x) +

En effectuant la somme entre (2.15) et (2.16), on obtient

2

u(t,z+ h) +u(t,z —h) = 2u(t,z) + hZ(9 —(t,z) + O(h*)

ox
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et on en déduit

*u u(t,z + h) —2u(t,z) +u(t,x — h
P, 4y Wbz 1)~ Blto) +ultr =)

o0x?

On peut alors utiliser cette equation en (¢,x) = (t", z;) et h = A, pour obtenir

+ O(h?).

Pu, w(t™ ziq) — 2u(t™, z;) + u(t™, wiy) )
En utilisant (2.13), (2.14) et (2.17), P'équation (2.12) s’écrit
w(t™ ) — u(t™, x;) O —a w(t™ xi) — 2u(t™, z;) + u(t™ wi ) L o)
A, Az

En négligeant les termes O(4A;), O(A;) et O(A2), et en notant u? ~ u(t",x;), on
obtient I’équation approchée (2.11) avec fI* = f(t", ;).

Le schéma détaillé est:

(2.11) ¥n e [0,N, — 1], Vi e [1,N, — 1],
uj = go(x:) Vie[0,N,],
uy = ga(t™)  Vn e [0, N,
ufy = gp(t") Yn e [0, N].

n+1
7

Le schéma est explicite (car on peut exprimer explicitement u en fonction de

I'ensemble des (u?)jvgo)

Le schéma est d’ordre 1 en temps et d’ordre 1 en espace (car les termes prépondérants,
dans les termes négligés O(4A;), O(A,) et O(A2) précédemment, sont O(4;) et
O(Az))

Il faudrait établir une formule d’ordre 2 de g—;‘(t”, x;), en utilisant deux formules de
Taylor, 'une en x; + A, et 'autre en z; — A,. On aurait alors

., Cu(t" i) —u(t" i)
o) = 27,

+O(A2).

On note U™ les vecteurs de dimension N, +1, de composantes U = u} ,, Vi € [1, N, + 1].

Q. 4 a. Comment initialiser le vecteur U°?
b. En supposant le vecteur U™ déja calculé, décrire le calcul du vecteur U™,
O
R. 4 a. Le vecteur U° va étre initialisé a 'aide de la condition initiale (2.8):

U,(L) = go($i+1), Vie [[].,Nx + ]_]]
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b. L’équation (2.11) peut se réécrire sous la forme

ultt = Aul, + Bul' + Cul | + A ff

]

avec
- Ay Ay - Ay AW AY
A= —1—B—Az —i—oz—A%, B—l—i—ﬁ—AI —oc—Az, C—oz—A?E.

Comme on ne peut utiliser cette équation que pour i €]0, N, [, on utilise les condi-
titions aux limites (2.9) et (2.10) pour obtenir

ug+1 _ ga(tn+1) et unN—:l _ gb(t”+1).

Et donc, connaissant U", on peut déterminer U™,

Q. 5 On suppose les données du probléme (2.7) a (2.10) fournies. Ecrire un algorithme
complet de résolution du probleme (2.7) a (2.10) en utilisant le schéma (2.11). a

R. 5 Ensupposant les données du probléme (2.7) & (2.10) fournies, on va stocker 1’ensemble
des vecteurs U™ € RN=*! n € [0, N;], dans une matrice U € My, 41 n,+1(R), le stockage
des U™ se faisant colonne par colonne:

U(,n+1)=U", Ynel0,NV].

1: Nx < 50, Nt < 1000. > Nb de pas des discrétisations
2: x « DisReg(a, b, Nx) > a et b supposés donnés
3: Ay« (b—a)/N,

4: t « DisReg(0,T, Nt) > T supposé donné
5: Ay «— T/Nt

6: A —1— B NJA, + axNyJA2

7o B 1+ 3% M)A, —ax Ay/A2

8 ' «— a= At/Ai

9: U(;,1) « go(x) > go supposé donné, et vectorisée
10: Pour n < 1 a NV, faire = Calcul de U(:,n + 1)
11: Ul,n+1) «—g,(t(n+1)) > g, supposé donné
12:  Pour i < 2 a N, faire > f supposé donné
13: U(i,n+1) — A=U(i+1,n)+ B=U(i,n) + C«U@G — 1,n) + A = f(t(n),z(7))
14:  Fin Pour
15 UN,+1Ln+1)—gtn+1)) = g, supposé donné
16: Fin Pour

La fonction DisReg étant donnée par:
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Algorithme 5 Fonction DisReg : discrétisation réguliere de [a,b] avec (N + 1) points,
retourne Iensemble des points (x;)Y, tels que z; = a + ih avec h = (b —a)/N.

Données : a,b : deux réels, (a<b)
N : un entier non nul (nombre de pas de discrétisation).
Reésultat : X : vecteur de RN X(i) = 2,4, Vie [1,N +1]

1. Fonction X « DisReg( a,b, N )

2. h<«(b—a)/N

3 Pour i < 1 a N + 1 faire
4: X(i)—a+(i—1)=h
5 Fin Pour

6: Fin Fonction
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