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Le barême est donné à titre indicatif

Exercice 1 : E.D.O. (10 points)

Q. 1 a. Que signifie l’abréviation E.D.O.?

b. Donner la définition détaillée d’un problème de Cauchy vectoriel.

c. Quelles sont les données d’un problème de Cauchy vectoriel?

d. Que cherche-t’on?
˝

Q. 2 [Algo.] Ecrire une fonction algorithmique DisReg permettant d’obtenir une discrétisation régulière
de l’intervalle ra, bs, avec a ă b, en pN ` 1q points. ˝

On souhaite résoudre numériquement un problème de Cauchy par un schéma explicite à un pas (constant)
du type

yyyrn`1s “ yyyrns ` hΦΦΦptn, yyyrns, hq. (1.1)

La fonction ΦΦΦ associée à une méthode de Runge-Kutta à q évaluations de fff (fonction associée au problème
de Cauchy) peut s’écrire sous la forme :

ΦΦΦpt, yyy, hq “

q
ÿ

i“1

cikkk
ris

pt, yyy, hq

avec
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pt, yyy, hq “ fff

˜

t ` hai, y ` h

q
ÿ

j“1

bi,jkkk
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pt, yyy, hq

¸

, 1 ď i ď q

que l’on peut représenter sous la forme d’un tableau dit tableau de Butcher :

aaa B
ccct

(1.2)

avec B “ pbi,jqi,jPv1,qw P Mq,qpRq, aaa “ paiqiPv1,qw P Rq et ccc “ pciqiPv1,qw P Rq.
On prend pour tableau de Butcher:
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Q. 3 Ecrire explicitement et en détail le schéma de Runge-Kutta associé au tableau de Butcher (1.3). ˝

Un autre schéma de Runge-Kutta d’ordre 3 pour la résolution d’un problème de Cauchy vectoriel est
donné par
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yyyrn`1s “ yyyrns ` 1
36 hp8kkk1 ` 25kkk2 ` 3kkk3q

avec kkk1 “ fffptn, yyyrnsq,

kkk2 “ fffp35 h ` tn, 35 hkkk1 ` yyyrnsq,

kkk3 “ fffph ` tn,´1
3 hp7kkk1 ´ 10kkk2q ` yyyrnsq,

yyyr0s donné.

(1.4)



Q. 4 [Algo.] Ecrire la fonction algorithmique RedRK3 permettant de résoudre un problème de Cauchy
vectoriel par le schéma (1.4). ˝

Pour résoudre numériquement un problème de Cauchy, différentes méthodes peuvent être utilisées. Dans
le reste de l’exercice, nous allons nous focaliser sur les méthodes dites de Prédiction-Correction. Soient
les deux schémas suivants d’ordre 3:

yyyrn`1s “ yyyrns ` h

ˆ

23

12
fffptn, yyyrnsq ´

4

3
fffptn´1, yyyrn´1sq `

5

12
fffptn´2, yyyrn´2sq

˙

(1.5)

yyyrn`1s “ yyyrns `
h

12

´

5fffptn`1, yyyrn`1sq ` 8fffptn, yyyrnsq ´ fffptn´1, yyyrn´1sq

¯

. (1.6)

Q. 5 Expliquez en détail comment résoudre un problème de Cauchy vectoriel par un schéma de type
Prédiction-Correction utilisant les deux schémas (1.5) et (1.6). Un soin particulier sera apporté à
l’«initialisation». ˝

Q. 6 [Algo.] Ecrire la fonction algorithmique RedPC3 permettant de résoudre un problème de Cauchy
(vectoriel) par les schémas (1.5) et (1.6).

˝

Application: Soit le système d’E.D.O. suivant

@t P r0, 10s,

"

;x1ptq ´ 3p:x2ptq ´ :x1ptqq ` 4 9x2ptq ` x1ptq “ sinptq, (1.7a)
;x2ptq ´ 4p:x1ptq ´ :x2ptqq ` 2 9x1ptq ´ x2ptq “ cosptq (1.7b)

On veut résoudre ce système d’E.D.O. avec pour données initiales x1p0q “ 1, 9x1p0q “ 0, :x1p0q “ 2,
x2p0q “ ´1, 9x2p0q “ 1{2, :x2p0q “ 3.

Q. 7 Ecrire le problème précédent sous la forme d’un problème de Cauchy. ˝

Q. 8 [Algo.] Ecrire un algorithme complet permettant de résoudre (1.7a)-(1.7b) avec les données initiales
spécifiées. Ce programme devra aussi représenter les approximations des fonctions x1 et x2. On utilisera
pour celà la fonction PlotpX,Y q qui relie les points pXpiq, Y piqq contenus dans les deux tableaux de même
taille X et Y (fonction similaire à la fonction plot de Matlab). ˝

Exercice 2 : E.D.P. (10 points)

Soit l’E.D.P. suivante

´u2pxq ` cpxqu1pxq “ fpxq, @x Psa; br, (2.1)
´u1paq ` νupaq “ α, (2.2)

upbq “ β. (2.3)

où a P R, b P R, a ă b, α P R, β P R, ν P R`, f : ra, bs ÝÑ R et c est une fonction strictement positive.

Q. 1 a. Que signifie l’abréviation E.D.P.?

b. Quelles sont les données du problème (2.1) à (2.3)? (préciser le type de chaque donnée : réel, entier,
fonction, vecteur, ...)

c. Quelles sont les inconnues du problème (2.1) à (2.3)? (préciser le type)

d. Quelles sont les conditions initiales?

e. Quelles sont les conditions aux limites?
˝
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On note xi, i P v0, Nw la discrétisation régulière de ra; bs avec N pas de discrétisation. On souhaite
résoudre l’E.D.P. (2.1) à (2.3) à l’aide des schémas numériques

´
ui`1 ´ 2ui ` ui´1

h2
` ci

ui`1 ´ ui´1

2h
“ fi, (2.4)

p3 ` 2νhqu0 ´ 4u1 ` u2 “ 2hα. (2.5)

Q. 2 a. Expliquer en détail comment le schéma (2.4) a été obtenu à partir de (2.1) et préciser ce que
représentent les termes ui, fi, ci et h?

b. Expliquer en détail comment le schéma (2.5) a été obtenu à partir de (2.2).

c. Donner une discrétisation détaillée du problème (2.1) à (2.3) en utilisant les schémas (2.4) et (2.5).

d. Le schéma global est de quel ordre? Justifiez.
˝

On note VVV le vecteur de dimension pN ` 1q, de composantes VVV i “ ui´1, @i P v1, N ` 1w.

Q. 3 Montrer, de manière détaillée, que le vecteur VVV est solution d’un système linéaire

AVVV “ FFF (2.6)

en explicitant la matrice A et le vecteur FFF (préciser les dimensions). ˝

Q. 4 [Algo.] Ecrire la fonction CreMat retournant la matrice M P MdpRq définie par

M “
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˚

˚

˚

˝
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(2.7)

où ppiq
d´2
i“1 , pqiq

d´2
i“1 , priq

d´2
i“1 , e1, e2, e3, f1, f2 et f3 sont des réels donnés. ˝

Q. 5 [Algo.] Ecrire la fonction algorithmique resEDP permettant de résoudre le problème (2.1) à (2.3) en
utilisant les schémas (2.4) et (2.5). Cette fonction devra retourner la discrétisation pxiq

N
i“0 de l’intervalle

ra, bs avec N pas de discrétisation et l’ensemble des puiq
N
i“0. ˝

Q. 6 [Algo.] Ecrire un algorithme complet de résolution du problème (2.1) à (2.3) utilisant la fonction
resEDP dont les données seront choisies pour avoir comme solution exacte upxq

def
“ sinpx2q. On représentera

l’erreur commise entre la solution exacte et la solution numérique calculée. Pour celà, on utilisera la
fonction PlotpX,Y q qui relie les points pXpiq, Y piqq contenus dans les deux tableaux de même taille X et
Y (fonction similaire à la fonction plot de Matlab). ˝
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