Méthodes Numériques I - Notes de coursH

Ingénieurs Sup’Galilée en Energétique
Formation en alternance

a. En cours de rédaction... Version du 31 mars 2014

par Cuvelier Francois

Université Paris Nord - Institut Galilée - LAGA
Av. J.-B. Clément 93430 Villetaneuse
email : cuvelier@math.univ-paris13.fr






Table des matiéres

1.1.4 _Premiére @%&mjﬂmﬂ .......................
[1.2 Pseudo-langage algorithmiqud . . . . . . ... ... .. ... ... ...
[1.2.1 Données et constanted

il 25  INSEIUCHONT « « « o v oo o e e e

h_z.ﬁ_ﬂ)ﬂmd .....................................

i2 1 Polvnome d’interpolation de Lagrangd . . . . . o v oo oo

[2.1.1 Définition S e

© 00 00 0000~~~ Ut ot



TABLE DES MATIERES



Chapitre 1

Algoritmique Numérique

1.1 Introduction

Le but ici est d’acquérir une méthodologie permettant de metire sur le papier la résolution
d’un probléme donné (bien posé!). Pour cela, nous utiliserons un ensemble d’instructions dont
Papplication permet de résoudre le probléme en un nombre fini d’opérations (ou d’actions).

Ceci est 'objet de ’algoritmique :

Définition 1 (Petit Robert 97) Algorithmique : Enchainement d’actions nécessaires a l’ac-
complissement d’une tdiche.

1.1.1 Exemple 1 : permutation de deux voitures

Tache : Permuter deux voitures sur un parking de trois places numérotées de Py a Ps et ceci sans
géner la circulation. La voiture B, est sur l'emplacement P, la voiture R, est sur l’emplacement
Ps.

P B B P P, P

FIGURE 1.1: Avant permutation FIGURE 1.2: Aprés permutation

Voici, I’«algoritmey basique permettant de réaliser cette tache :

1: Déplacer la voiture R de ’emplacement Ps; a P;.
2: Déplacer la voiture B de ’emplacement P, & Ps.
3: Déplacer la voiture R de I'emplacement P; & P>.

Malheureusement, cet algorithme souffre de nombreuses lacunes et ambiguités :
— Au départ, 'emplacement P; est-il libre ?
— Que veut-dire ’action déplacer ? Si les voitures sont non-roulantes, prendre une grue ? sinon
a-t’on les clés des deux véhicules?
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— Dans I’énoncé, il est dit «sans géner la circulationy ! Donc il y a de la circulation et & tout
moment un véhicule extérieur au probléme peut venir occuper un emplacement libre!
En fait, les lacunes et ambiguités proviennent pour la plupart d’'une mauvaise description de la
tache & réaliser : le probléme est mal posé.
Cependant nous pouvons tout de méme écrire un algorithme mais en restreignant son champ
d’application : nous allons faire des hypothéses sur les données du probléme.
Tout d’abord il faut préciser les données du probléme :

Données :
Parking de trois emplacements, numérotés de P; & Ps.
Deux voitures,l’une notée B et ’autre R.

Ensuite, nous précisons les hypothéses sur les données
Hypothéses sur les données :

e La voiture B est sur I’emplacement Ps.

e La voiture R est sur 'emplacement Ps.

e Les deux voitures sont «roulantesy.
Ensuite, nous donnons des hypothéses plus générales

Hypothéses générales :
1. Une seule personne réalise la tache.
2. Celle-ci a son permis de conduire et les clés des deux voitures.
3. Lors du déplacement d’un véhicule d’'un emplacement & un autre
aucune voiture extérieur ne vient sur le parking.
4. Une voiture extérieur ne reste qu'un temps fini sur un emplacement

Nous considérons que la phase de déplacement d’un véhicule d’un emplacement & un autre (libre)
ne pose aucun probléme au titulaire d’un permis! Et enfin, nous précisons le résultat voulu :
Reésultats :

1. La voiture B est sur 'emplacement Ps.
2. La voiture R est sur 'emplacement P.

Nous obtenons alors ’algorithme suivant :

Aller au volant du véhicule R (emplacement Ps).

Tantque emplacement P; est occupé faire
Attendre.

Fin Tantque

Déplacer le véhicule R de ’emplacement P3; a Py

Aller au volant du véhicule B (emplacement P).

Tantque emplacement P3 est occupé faire
Attendre.

Fin Tantque

1.1.2 Exemple 2 : résolution d’une équation

Tache : Résoudre ’équation ax = b.
Voici, I’«algoritmey basique permettant de réaliser cette tache :
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: Si a différent de 0 alors
La solution est = = b/a.
: Sinon

Il n’y a pas de solution
Une nouvelle fois, I’énoncé de la tache & effectuer est trop imprécise! En effet, rien ne nous

permet d’affirmer que x est l'inconnue ou que a n’est pas une matrice. Il faut alors palier au
manque d’informations en ajoutant des hypothéses pour clarifier le probléme :

-

Soient a € R* et b € R donnés. Le probléme est

trouver x € R tel que
ax = b.

Ce probléme est bien posé : sa résolution ne souffre d’aucune ambiguitée.

Algorithme 1 Résolution de I’équation du premier degré ax = b.

Données : a : un réel non nul,
b : un réel
Résultat : =z : un réel.
1: ¢ « b/a

1.1.3 caractéristiques

Voici en résumé les caractéristiques d’un bon algorithme :

e Il ne souffre d’aucune ambiguité = trés clair.

¢ Combinaison d’opérations (actions) élémentaires.

e Pour toutes les données d’entrée, I'algorithme doit fournir un résultat en un nombre fini
d’opérations.

e Il est adapté au public auquel il est destiné.

1.1.4 Premiére approche méthodologique
Nous présentons ci-dessous quelques éléments méthodologiques pour la réalisation d’un algo-
rithme :
Etape 1 : Définir clairement le probléme.
Etape 2 : Rechercher une méthode de résolution (formules, ...)

Etape 3 : Ecrire lalgorithme (par raffinement successif pour des algorithmes compliqués).

1.2 Pseudo-langage algorithmique

Pour uniformiser I’écriture des algorithmes nous employons, un pseudo-langage contenant l'indis-
pensable :

variables,
opérateurs (arithmétiques, relationnels, logiques),
expressions,
instructions (simples et composées),
e fonctions.
Ce pseudo-langage sera de fait trés proche du langage de programmation de Matlab.
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Données et constantes

Une donnée est une valeur introduite par 'utilisateur (par ex. une température, une vitesse,
... Une constante est un symbole ou un identificateur non modifiable (par ex. m, la constante de

gravitation,...)

1.2.2 Variables

Définition 2 Une variable est un objet dont la valeur est modifiable, qui posséde un mom et un
type (entier, charactére, réel, compleze, ...). Elle est rangée en mémoire a partir d’une certaine

adresse.

1.2.3 Opérateurs

Opérateurs arithmétiques

Nom Symbole Exemple

addition + a+b

soustraction — a—b

opposé — —a

produit * a*b

division / a/b

division A a™b
Opérateurs relationnels

Nom Symbole Exemple Commentaires

identique == a==1b vrai si a et b ont méme valeur, faux sinon.

différent ~= a~=b faux si a et b ont méme valeur, vrai sinon.

inférieur < a<b vrai si a est plus petit que b, faux sinon.

supérieur > a>b vrai si a est plus grand que b, faux sinon.

inférieur ou égal <= a<=b vrai si a est plus petit ou égal a b, faux sinon.

supérieur ou égal >= a>=b vrai si a est plus grand ou égal & b, faux sinon.
Opérateurs logiques

Nom Symbole Exemple Commentaires

négation ~a vrai si a est faux (ou nul), faux sinon.

ou alb vrai si a ou b est vrai (non nul), faux sinon.

et a&b vrai si a et b sont vrais (non nul), faux sinon.
Opérateur d’affectation

Nom Symbole Exemple Commentaires

affectation a<b On affecte a la variable a le contenu de b

L’expression & gauche du symbole < doit étre une variable.

1.2.4 Expressions

Définition 3 Une expression est un groupe d’opérandes (i.e. nombres, constantes, variables, ...)
liées par certains opérateurs pour former un terme algébrique qui représente une valeur (i.e. un
élément de donnée simple)

Exemple 1

— Voici un exemple classique d’expression numérique :

(beb—4xaxc)/(2=a).
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On appelle opérandes les identifiants a, b et ¢, et les nombres 4 et 2. Les symboles =, — et
/ sont les opérateurs.
— Voici un exemple classique d’expression booléenne (logique) :

(z < 3.14)

Dans cette expression, x est une variable numérique et 3.14 est un nombre réel. Cette expres-
sion prendra la valeur vrai (i.e. 1) si x est plus grand que 3.14. Sinon, elle prendra la valeur
faux (i.e. 0)

1.2.5 Instructions

Définition 4 Une instruction est un ordre ou un groupe d’ordres qui déclenche l'exécution de
certaines actions par lordinateur. Il y a deuz types d’instructions : simple et structuré.

Les instructions simples sont essentiellement des ordres seuls et inconditionnels réalisant 'une
des tdches suivantes :

1. affectation d’une valeur a une variable.

2. appel d’une fonction (procedure, subroutine, ... suivant les langages).
Les instructions structurées sont essentiellement :

1. les instructions composées, groupe de pulsieurs instructions simples,

2. les instructions répétitives, permettant l’exécution répétée d’instructions simples, (i.e. boucles
«poury, «tant quey)

3. les instructions conditionnelles, lesquels ne sont exécutées que si une certaine condition est
respectée (i.e. «si»)

Les exemples qui suivent sont écrits dans un pseudo langage algorithmique mais sont facilement
transposable dans la plupart des langages de programmation.

Instructions simples

Voici un exemple de ’instruction simple d’affectation :
1:a«—3.14+R

On évalue 'expression 3.14 = R et affecte le résultat a la variable a.
Un autre exemple est donné par ’instruction simple d’affichage :
affiche(’bonjour’)
Affiche la chaine de caractéres ’bonjour’ & I’écran. Cette instruction fait appel & la fonction
affiche.

Instructions composées

Instructions répétitives, boucle «pour»

Algorithme 2 Exemple de boucle «pour»

Données : n : un entier.

: S — 0

: Pour i < 1 a n faire
S «— S + cos(i?)

: Fin Pour
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Instruction répétitive, boucle «tant que»

Algorithme 3 Exemple de boucle «tant que»

1: 10, z 1

2: Tantque i < 1000 faire
3: T TH+ix1

4 1—1+1

5: Fin Tantque

Instruction répétitive, boucle «répéter ...Jjusqu’a»

Algorithme 4 Exemple de boucle «répéter ...jusqu’ay

1: 10, z 1

2: Répéter

3: T TH+ix1
4 1—1+1

5: jusqu’a i>=1000

Instructions conditionnelles «si»

Algorithme 5 Exemple d’instructions conditionnelle «si»

Données : note : un réel.

: Si note > 12 alors
affiche(’gagne’)

: Sinon Si note > 8 alors
affiche(’oral’)

: Sinon

affiche(’perdu’)

: Fin Si

1.2.6 Fonctions

Les fonctions permettent

d’automatiser certaines taches répétitives au sein d’un méme programme,
— d’ajouter & la clarté d’un programme,

— l'utilisation de portion de code dans un autre programme,

Fonctions prédéfinies

Pour faciliter leur usage, tous les langages de programmation possédent des fonctions prédéfinies.
On pourra donc supposer que dans notre langage algorithmique un grand nombre de fonctions
soient prédéfinies : par exemple, les fonctions mathématiques sin, cos, exp, abs, --- (pour ne citer
quelles)

Syntaxe

On utilise la syntaxe suivante pour la définition d’une fonction
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Fonction [argsi,...,args,] <« NOMFONCTION( arges,...,arge,, )
instructions
Fin Fonction

La fonction se nomme NOMFONCTION. Elle admet comme paramétres d’entrée (données) les m ar-
guments argey, .. ., arge,, et comme paramétres de sortie (résultats) les n arguments argsi, . . ., args,.
Ces derniers doivent étre déterminés dans le corps de la fonction (partie instructions).

Dans le cas ou la fonction n’admet qu’un seul paramétre de sortie, I’écriture se simplifie :

Fonction args «<— NOMFONCTION( argey,...,argem, )
instructions
Fin Fonction

Ecrire ses propres fonctions

Pour écrire une fonction «propres, il faut tout d’abord déterminer exactement ce que devra
faire cette fonction.
Puis, il faut pouvoir répondre & quelques questions :

1. Quelles sont les données (avec leurs limitations) ?

2. Que doit-on calculer ?

et, ensuite la commenter : expliquer son usage, type des paramétres, ....
Exemple : résolution d’une équation du premier degré
Nous voulons écrire une fonction calculant la solution de ’équation
ar+b=0,

ou nous supposons que a € R* et b € R. La solution de ce probléme est donc

Les données de cette fonction sont @ € R* et b € R. Elle doit retourner x = —g solution de
ar +b=0.

Algorithme 6 Exemple de fonction : Résolution de I’équation du premier degré ax + b = 0.

Données : a : nombre réel différent de 0
b ¢ nombre réel.
Résultat : =z : un réel.

1: Fonction z «— REPD( a,b)
2: x «— —b/a
3: Fin Fonction

Remarque 1.3 Cette fonction est trées simple, toutefois pour ne pas «alourdiry le code mous
n’avons pas vérifié la validité des données fournies.

Exercice 1 Ecrire un algorithme permettant de valider cette fonction.
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Exemple : résolution d’une équation du second degré

Nous cherchons les solutions réelles de 1’équation
az® +bx +c =0, (1.1)

ou nous supposons que a € R*, b e R et ¢c € R sont donnés.

Mathématiquement, I’étude des solutions réelles de cette équation nous améne & envisager trois
cas suivant les valeurs du discriminant A = 4% — 4ac

— si A < 0 alors les deux solutions sont complexes,

— si A =0 alors la solution est x = —5~-,

— si A > 0 alors les deux solutions sont z; = —b—VA

2%a

—b—vVA
et 9 = 2*f.

Exercice 2 1. Ecrire la fonction discriminant permettant de calculer le discriminant de I’équa-
tion (I1).
2. Ecrire la fonction RESD permettant de résoudre ’équation (L) en wutilisant la fonction
discriminant.

3. Ecrire un programme permettant de valider ces deux fonctions.

Exercice 3 Méme question que précédemment dans le cas complexe (solution et coefficients).

1.4 Meéthodologie

1.4.1 Description du probléme

e Spécification d’un ensemble de données
Origine : énoncé,hypothéses, sources externes, ...
e Spécification d’un ensemble de buts & atteindre
Origine : résultats, opérations & effectuer, ...
e Spécification des contraintes

1.4.2 Recherche d’une méthode de résolution

Clarifier ’énoncé.

Simplifier le probléme.

Ne pas chercher & le traiter directement dans sa globalité.

S’assurer que le probléme est soluble (sinon probléme d’indécidabilité!)
Recherche d’une stratégie de construction de ’algorithme

Décomposer le probléme en sous problémes partiels plus simples : raffinement.
Effectuer des raffinements successifs.

Le niveau de raffinement le plus élémentaire est celui des instructions.

1.4.3 Reéalisation d’un algorithme

1l doit étre conc¢u indépendamment, du langage de programmation et du systéme informatique
(sauf cas trés particulier)
e [’algorithme doit étre exécuté en un nombre fini d’opérations.
L’algorithme doit étre spécifié clairement, sans la moindre ambiguité.
Le type de données doit étre précisé.
L’algorithme doit fournir au moins un résultat.
L’algorithme doit étre effectif : toutes les opérations doivent pouvoir étre simulées par un
homme en temps fini.
Pour écrire un algorithme détaillé, il faut tout d’abord savoir répondre a quelques questions :
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— Que doit-il faire ? (i.e. Quel probléme est-il censé résoudre ?)
— Quelles sont les données necessaires a la résolution de ce probléme ?
— Comment résoudre ce probléme «a la mainy (sur papier) ?

Si ’on ne sait pas répondre & 'une de ces questions, ’écriture de ’algorithme est fortement com-
prise.

Exemple : algorithme pour une somme

Exercice 4 Ecrire un algorithme permettant de calculer

S(x) = Z ksin(2kx)
k=1

L’énoncé de cet exercice est imprécis. On choisi alors € R et n € N pour rendre

possible le calcul. Le probléme est donc de calculer
n
Z k sin(2kx).
k=1
Toutefois, on aurait pu choisir z € C ou encore un tout autre probléme :

Trouver z € R tel que S(z) = Z ksin(2kx)
k=1

oun € N et S, fonction de R & valeurs réelles, sont les données'!

Algorithme 7 Calcul de S =Y, _, ksin(2kx)

Données : = : nombre réel,
n  : nombre entier.
Résultat : S : un réel
1: S0
2: Pour k < 1 a n faire
3: Se—S+kxsin(2+k=x)
4: Fin Pour

Exemple : algorithme pour un produit
Exercice 5 Ecrire un algorithme permettant de calculer

k
P(z) = [ [ sin(2kz/n)*

n=1

L’énoncé de cet exercice est imprécis. On choisi alors z € R et k € N pour rendre

possible le calcul.
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k
Algorithme 8 Calcul de P = [ [ sin(2kz/n)"
n=1

Données : z : nombre réel,
k : nombre entier.
Résultat : P : un réel.
1: P«1
2: Pour n « 1 a k faire
3: P~ Paxsin(2xk=z/n)"k
4: Fin Pour

0
Exemple : série de Fourier
Exercice 6 Soit la série de Fourier
4A 1 1 1
z(t) = — {coswt — 5 cos 3wt + - Co8 Swt — — cos Twt+--- } . (1.2)
T

Notons x,,(t) la série tronquée au n-ieme terme. Ecrire la fonction SF'T permettant de calculer
Zn(t).

Nous devons écrire la fonction permettant de calculer
44 < g1 L
2o (t) = 7];1(—1) or 1 cos((2h — Dwt)

Les données de la fonction sont A € R, we R, n e N* et t € R.
Gréce a ces renseignements nous pouvons déja écrire I’entéte de la fonction :

Algorithme 9 En-téte de la fonction SFT retournant valeur de la série de Fourier en t tronquée
au n premiers termes de ’exercice

Données : t :  nombre réel,
n nombre entier strictement positif
A, w : deux nombres réels.

Résultat : = un réel.

1: Fonction z «— SFT(t,n,A,w)
2: .
3: Fin Fonction

Maintenant nous pouvons écrire progressivement 1’algorithme pour aboutir au final & une version
ne contenant que des opérations élémentaires.

Algorithme 10- | R, Algorithme 10- | R,

4A (1)t > S ki1 L

1 lp e 22 Z < 2k—1 1S« Z (—1)*" ———— cos((2k — 1)wt)
™ = cos((2k — 1)wt) | = 2k —1

2 x — —S8§
T
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Algorithme 10- | R, Algorithme 10- | Ro

S <0
Pour k =1 a n faire

S S+ (=1)" 55 = cos((2k — 1)wt)
Fin Pour

n 1
. § E )k = —
1: S p 1( 1) o1 cos((2k — 1)wt)

~

4A
20 Tp(t) « —S
T

4A
5: xn(t —_—
Zn(t) « 7rS

Finalement la fonction est

Algorithme 10 Fonction SFT retournant la valeur de la série de Fourier en t tronquée au n
premiers termes de l’exercice [6l

Données : t :  nombre réel,
n nombre entier strictement positif
A, w : deux nombres réels.

Résultat : =z un réel.

1: Fonction z «— SFT(t,n,A,w)

2 S0

3 Pour k =1 a n faire

4: Se—S+((-D"k+1)#cos((2xk—1)rw=t)/(2xk—1)
5 Fin Pour

6 S—4xAxS/m

7: Fin Fonction

Exercice 7 Reprendre les trois exercices précédents en utilisant les boucles «tant quey.

1.5 Principes de «bonne» programmation pour attaquer de
«gros» problémes

Tous les exemples vus sont assez courts. Cependant, il peut arriver que ’on ait des programmes
plus longs a écrire (milliers de lignes, voir des dizaines de milliers de lignes). Dans 'industrie, il
arrive que des équipes produisent des codes de millions de lignes, dont certains mettent en jeux des
vies humaines (controler un avion de ligne, une centrale nucléaire, ...). Le probléme est évidemment
d’écrire des programmes strs. Or, un programme a 100% sir, cela n’existe pas! Cependant, plus
un programme est simple, moins le risque d’erreur est grand : c’est sur cette remarque de bon sens
que se basent les «bonnesy méthodes. Ainsi :

Tout probleme compliqué doit étre découpé en sous-probléemes plus simples

1l s’agit, lorsqu’on a un probléme P & résoudre, de 'analyser et de le décomposer en un en-
semble de problémes Py, P>, Ps,... plus simples. Puis, P, est lui-méme analysé et décomposé
en P11, Pia,..., et P» en Py, Pys, etc. On poursuit cette analyse jusqu’a ce qu’on n’ait plus que
des problémes élémentaires & résoudre. Chacun de ces problémes élémentaires est donc traité sé-
parément dans un module, c’est & dire un morceau de programme relativement indépendant du
reste. Chaque module sera testé et validé séparément dans la mesure du possible et naturelle-
ment largement docummenté. Enfin ces modules élémentaires sont assemblés en modules de plus
en plus complexes, jusqu’a remonter au probléme initiale. A chaque niveau, il sera important de
bien réaliser les phases de test, validation et documentation des modules.
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Par la suite, on s’évertue d’écrire des algorithmes!
Ceux-ci ne seront pas optimisésB!

a. améliorés pour minimiser le nombre d’opérations élémentaires, ’occu-

pation mémoire, ..




Chapitre 2

Méthodes Numériques

2.1 Polynéme d’interpolation de Lagrange

2.1.1 Deéfinition

Soient n € N* et (2:,¥i)ic[o,n] avec (i, v:) € R? et les z; distincts deux & deux. Le polynéme
d’interpolation de Lagrange associé¢ aux n + 1 points (2, ¥:)ic[o,n], NOté Pp, est donné par

Po(z) = > yiLi(t), Vte R (2.1)
1=0
avec
n t— .Z‘j .
Lxﬂ-—£lxi_zv,Vze[OJﬂ,VteR. (2.2)
Jj#i

Théoreme 5 Le polynéme d’interpolation de Lagrange, P,,, associé auz n+1 points (2;,Yi)ie[o,n]»
est l'unique polynome de degré au plus n, vérifiant

Pu(x;) = yi, Vie[0,n]. (2.3)

A titre d’exemple, on représente, En figure 211 le polynome d’interpolation de Lagrange associé
a 7 points donnés.

Exercice 8 Ecrire la fonction LAGRANGE permettant de calculer P, (polynéme d’interpolation
de Lagrange associé¢ auzx n + 1 points (z;,Yi)ic[o,n]) au point t € R.

Correction

But : Calculer le polynome P, (t) définit par (2.1))

Données : X : vecteur/tableau de R"*! X (i) = x;_; Vie [1,n+ 1] et
X (i) # X(j) pour i # j,
Y : vecteur/tableau de R"*! Y (i) = y; 1 Vie [1,n+ 1],
t : un réel.
Résultat : y : leréel y = P,(1).
Algorithme 11- | Ry Algorithme 11- | R,
ntl 1y« 0
1: | Caleul de y = Pu(t) = Y, Y()Li-1(t) \ 2: Pour i < 1 a n + 1 faire
= N 3 yey+Y()xLia()
4: Fin Pour

17
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—y=P,(®)
7 Points (xi,yi)

-15 ! .
-1 0 1

FIGURE 2.1: Polynome d’interpolation de Lagrange avec 7 points donnés)

Algorithme 11- | R,

Algorithme 11- | Rs

1: y<«0

2: Pour 5 < 1 an+1 faire
3: ye—y+Y(3)* Li—1(t) |
4: Fin Pour

1: y<«<0
2: Pour i« 1an+1 faire

5: Fin Pour

Algorithme 11- | Ro

Algorithme 11- | R3

1:y <0 1 y<0
2: Pour i < 1 a n + 1 faire 2: Pour i« 1an+1 faire
n+1 .
t—X
3: L« H 7(]) 3: (" L1
U= o .
i 4: Pour j < 1 an +1 faire
- : Sii ~= j alors
4 ye—y+ V()L (- J . . .
5. Fin Pour N L L (t—X(G)/(X() - X (7))
: Fin Si
: Fin Pour
\_

On obtient alors ’algorithme final

9: ye—y+Y(Q)xL
10: Fin Pour
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Algorithme 11 Fonction LAGRANGE permettant de calculer le polynéme d’interpolation de La-
grange P, (z) définit par (2.1)

Données : X : vecteur/tableau de R"*! X (i) = x;_; Vie [1,n + 1] et
X (i) # X(j) pour i # j,
Y . vecteur/tableau de R Y (i) = y; 1 Vie [1,n+ 1],
t :  un réel.
Résultat : y : leréel y = P,(¢).
1: Fonction y « LAGRANGE( t,X,Y )
2 y<«—0
3 Pour i < 1 a n+ 1 faire
4 L1
5: Pour j < 1 an + 1 faire
6 Sii ~=j alors
: L Le(t— X()/(X(0) = X(7))
8 Fin Si
9: Fin Pour
10: ye—y+Y()*L
11: Fin Pour
12: return y

13: Fin Fonction

2.1.2 Erreur de l'interpolation

Soit une fonction f : [a,b] — R. On suppose que les y; sont donnés par
yi = f(z:), Yie[0,n]. (2.4)

On cherche a évaluer Uerreur E, (t) = f(x) — Pn(t), Yt € [a, b].

On propose en figures a[24 d’etudier deux exemples. Le premier (figure de gauche) corre-
spond & l'interpolation de la fonction sin(t) par le polynome d’interpolation de Lagrange aux points
équidistants t; = a + ih avec a = 0 et h = 27/n. Le second (figure de droite) correspond & 'inter-
polation de la fonction # par le polynéme d’interpolation de Lagrange aux points x; = a + ih
avec a = —5 et h = 10/n.

y=f()=sin(t)
V=P,

. 7Points (xy)

y=()=1/(1+t3)
Y=
. 7 Poaints (x“y‘)

FI1GURE 2.2: Erreurs d’interpolation avec n = 6

Le résultat suivant est du & Cauchy (1840)
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1r 1
——— y=(9)=sin(t)
oy
08 11 Points (x,y) 08r
06 06
0.4 04r
02 02f
0 > of | [
-0.2 -0.21-
-0.4 -4t
-06 -6}
y=H()=1/(1+2)
-0.8 -08}F ¥=P,,(0)
11 Points (x.y)
1 1 . . . T 1 )
-1 3 4 5 6 7 -6 -4 -2 0 2 4 6
t t

FIGURE 2.3: Erreurs d’interpolation avec n = 10

———y=(0)=sin(t)
)
19 Points (x‘,yl)

y=H()=1/(1+2)
¥=P (0
19 Points (x.y)

FIGURE 2.4: Erreurs d’interpolation avec n = 18

4 6
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Théoreme 6 Soit [ : [a,b] — R, une fonction (n+1)-fois différentiable et soit P, (t) le polynome
d’interpolation de degré n passant par (z;, f(x;)), Vi € [0,n]. Alors,

(1) (&) 12
Vt € [a,b], 3& € (min(x;,t), max(x;,t)), f(t) —Pn(t) = f nt 1& 11:([) (t — ;) (2.5)
2.1.3 Points de Chebyshev

Pour minimiser ’erreur commise lors de l'interpolation d’une fonction f par un polynome
d’interpolation de Lagrange, on peut, pour un n donné, "jouer" sur le choix des points z; :
Trouver (Z;)", Z; € [a, b], distincts deux & deux, tels que

trenj)g] H [t — Z;| < max H [t — x|, V(zi)i g, =i € [a,b], distincts 2 & 2 (2.6)

On a alors le résultat suivant
Théoreme 7 Les points réalisant (2.6) sont les points de Chebyshev donnés par

a+b b—-a (2t + 1)

Ti= TS

), Vi e [0,n]. (2.7)

Points de Chebyshev Points de Chebyshev

y=(t)=sin(t)
=P _(t)

. 7Points (xy)

y=H()=1/(1+2)
—y=P0
. 7Points (xy)

FI1GURE 2.5: Erreurs d’interpolation avec n = 6
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Points de Chebyshev Points de Chebyshev

—— y=f()=sin(t)
=P, (0

. 11Points (xy)

y=f(t)=1/(1+12)
=P,
11 Points (x,y)

-15 L L L L L L L ,
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 -6 -4 -2 0 2 4 6

FIGURE 2.6: Erreurs d’interpolation avec n = 10

Points de Chebyshev Points de Chebyshev

—— y=f()=sin()
Y=P,o(0

. 19Points (xy)

y=f(t)=1/(1+12)
=P g0
19 Points (x,y)

5 6 7 -6 -4 -2 0 2 4 6

FIGURE 2.7: Erreurs d’interpolation avec n = 18
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2.2 Dérivation numérique

Approximations de dérivées premiéres

On propose de chercher une approximation de la dérivée premiére de f en un point z €]a, b|.
On rappelle que la dérivée d’une fonction est définie par

Définition 8 Une fonction f définie sur un intervalle [a,b] est dérivable en un point T €la, b[ si
la limite suivante existe et est finie

) 1, . _
(@) = limp—o7 (f(Z + 1) = f(2) (2.8)
On peut donc approcher f/(Z), pour h suffisament petit par %(f(f + h) — f(Z). On en déduit
alors les deux approximations, pour h > 0,

différence finie progressive :

£(z) ~ e (2.9)
différence finie rétrograde : ~ B
F@) ~ W (2.10)

Pour estimer ’erreur, on va utiliser le développement de Taylor :

Théoreme 9 (Taylor-Lagrange) On suppose que f € C™*! sur I. Alors, pour tout h € R tel que
Z + h appartienne a 1, il existe 0y, €]0,1[ tel que 'on ait

hn+1

o 1)!f(”+1)(55 +0,h) (2.11)

f@+h) =3, 7M@)+
En effet, si f € C%(]a,b[), on a

2
£ +B) = F(@) +hf(@) + 0 FAE)
avec ¢ €] min(z, z + h), max(Z,Z + h)[.

On obtient alors £ B — f(2) h
T+ —J(z _
=@+ 5.
On dit que les formules (2.I0) et (Z10) sont des approximations d’ordre 1 de f’(Z) par rapport
a h. Ici, 'ordre est donc la puissance de h dans la formule précédente.
Il est aussi possible d’obtenir ces approximations en dérivant les polyndmes d’interpolation
associés aux points {Z,Z + h} et {T — h, Z}.

Exercice 9 On note x; = a + ih, i € [0,n], une discrétisation réguliére de lintervalle [a,b]. Soit
une fonction f: [a,b] — R suffisament réguliére. On suppose que les y; sont donnés par

yi = f(x:), Vie[0,n]. (2.12)

Ecrire une fonction DERIVEL permettant de calculer des approzimations d’ordre 1 de f'(x;) pour
i€ [0,n].

Pour obtenir une formule d’approximation d’ordre 2 de f’(z), on suppose f € C3(]a,b[) et on
peut alors développer les formules de Taylor de f(Z + k) et f(Z — h) jusqu’au troisiéme ordre :
¢, €], 7 + b, IE_ €]F — h, 7.

Faan) = 5@+ R+ O + ) .13
FE-n) = f@) - @)+ 0@ - e (2.14)

(2.15)
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En soustrayant ces deux équations, on obtient alors

3
F@+B) = F(@ =) =20 (@) + S (7O () + O )

ce qui donne
f(Z+h)—f@—h)
2h '

. h?
f(@) + E(f(3)(§+) + () =
Une approximation a ’ordre de 2 de f’(Z) est donnée par

ORI (Lt (G

Cette approximation est la formule des différences finies centrées.

+0(h?). (2.16)

Exercice 10 On note x; = a +ih, i € [0,n], une discrétisation réguliére de l’intervalle [a,b]. Soit
une fonction f: [a,b] — R suffisament réguliére. On suppose que les y; sont donnés par

yi = f(x;), Vie[0,n]. (2.17)

Ecrire une fonction DERIVE2 permettant de calculer des approzimations d’ordre 2 de f'(x;) pour
i€ [0,n].

Pour les points x;, ¢ € [1,n — 1], on utilise la formule des différences finies centrées.

Cette derniére n’est pas utilisable pour ¢ = 0 et ¢ = n. Il faut donc trouver d’autres formules d’ordre
2.
e En T = xg, on développe les formules de Taylor de f(Z + h) et f(Z + 2h) jusqu’au troisiéme
ordre : 3¢ €]z, T + h[, 36 €]z, T + 2h[,.
2

3
FEh) = f@) 4@+ @) + O

2
2 3
f(Z+2h) = f(z)+2hf'(z)+ @f@)(@ + %f@)(@)
ce qui donne
(@) + gf@)(j) + %f@ (&) = w (2.18)
F1(@) +hfP (@) + (%)2%3) & = 1&F 2;2 —/@ (2.19)

On effectue la combinaison linéaire 2(2.18)-(ZI9) pour éliminer le terme en h' et on obtient

_ _fl@+2h)—4Af(@+h)+3f(2)
2h

Une approximation a l'ordre 2 de f’(Z) utilisant les valeurs de f aux points {Z,Z + h, T + 2h}

est donnée par
T+ 2h)—4f(x+ h)+3f(x
fl(.i') — _f(l' + ) .];(hx + ) + f(x) + O(h2) (2.20)
e En T = x,, on développe les formules de Taylor de f(Z — h) et f(Z — 2h) jusqu’au troisiéme

ordre : 3&; €] — h, Z[, 3¢ €]T — 2h, Z[,.

S B = F(3) - @ 4 @~ e
fE—h) = f@) - @)+ 0@ - o)
fa-2m) = 1) - 2bp (@) + P pe ) - B e,
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ce qui donne

f’(f)—§f<2>(:z>+%2f<3>(§1> - @Sl (2.21)
P - h@@) + E gy~ D=2 (2.22)

On effectue la combinaison linéaire 2(2.21)-(Z.22) pour éliminer le terme en h' et on obtient

F@) + 2 o) - o - IO IEh)_J) - S
_ 3f(@) —4f(@ —h) + [(z — 2h)
2h

Une approximation & l'ordre 2 de f’(Z) utilisant les valeurs de f aux points {Z,Z —h, T — 2h}

est donnée par
3f(x) —4f(x —h) + f(Z — 2h)
2h

+ O(h?). (2.23)
0

f'(z) =

Approximations de dérivées seconde

1l est possible aussi d’obtenir des approximations de dérivées d’ordre supérieure. Par exemple,
pour obtenir une approximation de f(?)(z), on suppose f € C*(]a, b[) et on peut alors développer les
formules de Taylor de f(Z+h) et f(Z—h) jusqu’au quatriéme ordre : 3¢, €]z, z+h[, I_ €]z —h, Z][,.

h? h3 h*
f@+h) = f@)+nf'@)+ 5@+ 5 0@ + 51D (2:24)
h? hé h‘-1
f@=h) = f@)=nf@+5 @ -5 0@ + 510 (2.25)
(2.26)
En sommant ces deux équations, on obtient alors
h4
F@+h)+ f(@—h) = 2f (@) + W2 fD (@) + 5 (FDE) + fD(E)
ce qui donne
h? T+ h)—2f(z T —h
f@)(j)+Z(f(4)(€+)+f(4)(€_))= f@+h) J;L(Qx)‘i‘f(z )
Une approximation & Pordre 2 de f()(Z) est donnée par
[@+1h) = 27(@) + [ —h) .

h2
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2.3 Intégration numeérique

Soit f une fonction définie et intégrable sur un intervalle [a, b] donné. On propose de chercher
une approximation de

I= Lbf(x)dx

N . mitiv .
dans le cas o ’on ne connait pas de primitive de
f(a)

(o)

FIGURE 2.8: Représentation de Sz f(z)dz (aire en rouge)

Définition 10 On dit qu’une formule d’intégration (ou formule de quadrature) est d’ordre n ou a
pour degré d’exactitude n si elle est exacte pour les polyndomes de degré inférieur ou égal a n.

2.3.1 Meéthodes simpliste

On peut approcher f par un polynome constant. Les trois formules usuels sont

Méthode du rectangle 4 gauche : En figure 29 on représente ’approximation de SZ f(z)dzx
lorsque f est approché par le polynome constant P(z) = f(a). On a alors

f(a)

(b)

FIGURE 2.9: Formule du rectangle & gauche : SZ fx)dr =~ Sz f(a)dx

b
f f(z)dx ~ (b —a)f(a), formule du rectangle (& gauche)

et son degré d’exactitue est 0.
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Méthode du rectangle a droite : En figure 210, on représente I’approximation de SZ f(z)dx
lorsque f est approché par le polynome constant P(z) = f(b). On a alors

f(a)|

(b)

)

FIGURE 2.10: Formule du rectangle & droite : SZ f(x)dz ~ SZ fb)dz

b
f f(z)dx ~ (b—a)f(b), formule du rectangle (& droite)

et son degré d’exactitue est 0.
Méthode du point milieu : En figure 2.11] on représente I’approximation de SZ f(z)dzx lorsque
f est approché par le polynome constant P(z) = f((a + b)/2). On a alors

f(c)

f(a)|

(b)

FIGURE 2.11: Formule du point milieu : SZ f(z)dz ~ SZ f((a+1b)/2)dx

a+b

[ fadr ~ (b a)f (

) , formule du point milieu

et son degré d’exactitue est 1.

La précision de ces formules est toute relative!
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2.3.2 Meéthodes de Newton-Cotes

Soit (¥;)ie[o,n] une discrétisation réguliere de l'intervalle [a, b] : #; = a +ih avec h = (b—a)/n.
Sur Uintervalle [a, b], on approche f par son polynéme d’interpolation P, aux points (x;, f(2i))icfo,n]-
D’apreés (2.), on a

=0
et, en utilisant le théoréme [B on obtient
v b], 3 b P f(nH) . 2.28
refot] 3 e fet]. f@)=Pue) = L5 1‘[ (2.25)
On a donc
x)d Pl f(”""l) g 2.29
J[ st = [ P = [ LS - 229
De plus
b n b
J Pa(w)dz = 3 () J Li(x)da. (2.30)
a i=0 a
Les formules de Newton-Cotes s’écrivent sous la forme
Z o f ()
i=0
ol o = SZ L;(x)dx. En posant o; = hAw;, on a le tableau suivant
n| A |wy w wy w3z w4 | nom ordre
11121 1 trapézes 1
21131 4 1 Simpson 3
313811 3 3 1 Simpson 3
412/45| 7 32 12 32 7 | Villarceau 5
Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est
b
a a + b
[ s~ 50 (1@ 4 ar 5D + 50) (2.31)

Pour un n donné, déterminer les coefficients «; de la formule de Newton-Cotes est assez simple. En
effet, il suffit de remarquer que la formule doit étre exacte si f est un polynéme de degré au plus
n. Ensuite par linéarité de la formule, on est ramené & résoudre une systéme linéaire & n inconnues
(les «;) en écrivant que pour chaque monome

n

b
Zaif(xi) = J f(z)dx, Yfe{l,X,X? ..., X"}

=0

Par exemple, pour n = 2, on a b = a + 2h et les trois équations :

o + o1 + oo = 2h, (f(x)=1)

aag + (a + h)ag + (a + 2h)as = Sb xdx = 2ah + 2h?%, (f(x) = z)

a’ap + (a+ h)%ar + (a +2h)%ay = § a?de = §(6a’h + 12ah* + 8h3), (f(z) = 2?).
On a alors

ag = —aq — ag + 2h,
a(—ay — ag +2h) + (a + h)ay + (a + 2h)as = 2ah + 2h?,
a?(—ay — oz + 2h) + (a + h)?a1 + (a + 2h)2a = $(6a®h + 12ah? 4 8h?).
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c’est & dire
ag = —aq — ag + 2h,
ay + 2a = 2h,
2ah(cq + 2a2) + h% (o + 4az) = 4ah? + 8h3/3,

Par substitution, de la deuxiéme équation dans la troisiéme, on obtient enfin
ag = —aq — ag + 2h,

a1 + 2ao = 2h,
a1 + 4oy = 8h/3,

ce qui donne ag = g = h/3 et a; = 4h/3.

Pour les méthode de Newton-Cotes, il ne faut pas trop "monter" en ordre car le phénoméne
de Runge (forte oscillation possible du polynome d’interpolation sur les bords de I'intervalle) peut
conduire & de trés grande erreurs.

2.3.3 Meéthodes composites

Ces méthodes consistent en 1’utilisation de la relation de Chasles pour décomposer 'intégrale
en une somme d’intégrales sur des domaines plus petits puis sur ces derniéres on applique une
formule d’intégration numérique.

Soit (Tx)ke[o,n] une discrétisation réguliére de U'intervalle [a,b] : 7 = a+kh avec h = (b—a)/n.

On a alors . -
J f(z)dx = Z J f(x)dx.
a k=1

Tr—1

Formule composite des points milieux

On note my, = z’“%m le point milieu de lintervalle [z_1,xk]. On approche alors chacune des
intégrales par la formule des points milieux

f(z)dz =~ hf(my)
Iy,

pour obtenir

b n

f f@yde =0y f(m) + O(h?). (2.32)

a k=1
C’est une formule d’ordre 2 par rapport & h.
Exercice 11 Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a,b]. Ecrire la fonction QUADPM per-

mettant de calculer une approzimation de l'intégrale de f sur [a,b] par la méthode composite des
points milieux.

2.3.4 Formule composite des trapézes
On approche chacune des intégrales par la formule des trapézes
Flaydr ~ n(HO T,
Iy,

pour obtenir

b n

Tp—1) + f(z
J fl@)dz =h ), (W) +0(h?). (2.33)

@ k=1
C’est une formule d’ordre 2 par rapport & h.
Exercice 12 Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a,b]. Ecrire la fonction QUADTRAPEZE

permettant de calculer une approzimation de l’intégrale de f sur [a,b] par la méthode composite
des trapézes.
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2.3.5 Formule composite de Simpson

On approche chacune des intégrales par la formule de Simpson (ordre 3)

f@)de ~ = (f(zr-1) +4f (mr) + f(x))

SN~y

I,

pour obtenir
h
6

b n
f f@)de = 2 S (F(oe ) + 4 (ma) + Fa) + O, (2.34)
a k=1

C’est une formule d’ordre 4 par rapport & h.

Exercice 13 Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a,b]. Ecrire la fonction QUADSIMPSON
permettant de calculer une approxzimation de l'intégrale de f sur [a,b] par la méthode composite de
Simpson.

11 est possible de "retrouver" numériquement 'ordre des différentes méthodes en représentant
en échelle logarithmique (en abscisses et ordonnées) la fonction erreur h — erreur(h) pour chacune
des méthodes. Par exemple, pour la méthode composite de Simpson, on a vu que pour un h donné
(i.e. un n donné)

b h n
| r@de =G D3 (rerr) + a5 + o) + Cn
a k=1
ou C est indépendant de h.
L’erreur ESimpson de la méthode s’écrit donc

ESimpson(h) = Ch'.

De plus log(E(h)) = log(C) + 4log(h), donc en échelle logarithmique, on va représenter log(h) —
10g(ESimpson(h)) qui est une droite de pente 4. En figure 2.12] on représente en échelle logarith-

mique les différentes erreurs ainsi que les fonctions A — h% et h — h?.

2.3.6 Autres méthodes

1l existe un grand nombre de méthodes d’intégration numérique :
méthode de Gauss-Legendre,

méthode de Gauss-Tchebychev,

méthode de Gauss-Laguerre,

méthode de Gauss-Hermitte,

méthode de Gauss-Lobatto,

méthode de Romberg...

2.3.7 Intégrales multiples

On veut approcher, en utilisant la formule de Simpson, l'intégrale

b d
1= [ [ ey
Par utilisation de la formule de quadrature de Simpson ([Z31)) en y on a

_d—c +d

d
o) = [ sty =it = S5 (1.0 + 410 5D + fe.a)).
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. ordres des methodes composites
10 . . ——— .

107+ : . .

10° F . h h -

10 [

Erreur

10»10 L

10-12 L

QuadPM
QuadTrapeze
QuadSimpson

——0(h?)
—v—o(h*)

107H

16 H H R S S S S |

105 =
10 10 10

FIGURE 2.12: Ordre des méthodes composites pour le calcul de {7 sin(z)da

Une nouvelle utilisation de Simpson en x donne

I= f IO bg“ (g<a> +4g(“T“’> +g<b>)

< 250 (0 +aa D v )

En posant o = 22 et § = g , on obtient la formule de quadrature de Simpson "2D" :

b ad e [ F@) +47(@.B) + f(a.d)
5 5 +4(f (o, ¢) +4f( B) + f(a,d)) (2.35)
+£(b.) +4£(5,8) + F(b.d)

La méthodologie pour obtenir la formule composite de Simpson "2D" est la suivante

I =~

1. Discrétisation réguliére de [a,b] : Vk € [0,n], zx = a + khy avec h, = 22,

n

2. Discrétisation réguliére de [c,d] : VI € [0,m], y; = a + lh, avec h, = %=<.

3. Relation de Chasles :

fffxydydx—ZZj fxy)dydx

k=11=1Y%k—1 YYi-1

4. Formule composite de Simpson "2D" :
b od
$o 3 [z, y)dydze

hohy & o [ F@eny-1) F4f (@1, B) + f(2k-1,00)
LI A (s yimr) + Af (o, Br) + flow, )
k=11=1 +f($kayl—1) + 4f(‘rkaﬁl) + f(xkayl)

14z i+
avec ay = TR ot f = S=0
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2.4 Algébre linéaire

Dans cette partie, on suppose le lecteur avoir quelques connaissances en algébre linéaire. De
plus, du point de vue algorithmique, on suppose l’existence des types matrices et vecteurs.

2.4.1 Vecteurs

Exercice 14 Soientx ety deuz vecteurs de R™ et o« € R. Ecrire la fonction VECAXPY permettant
de calculer z = ax + y.

On pose z = ax +y. z est un vecteur de R™ et
2 = ax; +y;, Yie[l,n].

On donne ici, & titre d’exemple, les raffinements succesifs pour obtenir ’algorithme final

Algorithme 12- | R, Algorithme 12- | R,
L: | Calculer z « az +y. | 1: Pour i < 1 4 n faire
> 2: Zi — ax; +y;

3: Fin Pour

On abouti alors &

Algorithme 12 Fonction VECAXPY retournant z = ax +y avec z,y € R" et « € R

Données : z,y : deux vecteurs de R"
o} : un réel.
Résultat : z : vecteur de R".

1: Fonction z «— VECAXPY( a,z,y )

2: Pour i < 1 & n faire
3: z(i) « a=xz(i) + y(3)
4: Fin Pour

5: Fin Fonction

O

Remarque 2.5 1. On a fait le choix de ne pas mettre comme donnée explicite I’entier n. En
effet, on peut considérer que [’entier n est donné implicitement par les vecteurs x et y.

2. Aucun test sur les dimensions des vecteurs et le type des données n’est réalisé afin de ne pas
«alourdiry ’algorithme : on suppose donc que cette fonction sera correctement utilisée, c’est
a dire que les hypothéses sur les données seront bien vérifiées.

Exercice 15 Soient x et y deux vecteurs de R™.

1. Ecrire la fonction VECDOT permettant de calculer le produit scalaire entre les vecteurs x et
Y.
2. Ecrire la fonction VECNORMI permettant de calculer

lel, = ] |zil, Vo e R™ (2.36)

=1
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3. Ecrire la fonction VECNORM2 permettant de calculer

n 1/2
], = (Z |xi|2) , Vz e R™.

i=1
1. On a, Yz e R", Yy e R",

<$,y> = Z TiYi-
=1

Algorithme 13 Fonction VECDOT permettant de calculer le produit scalaire des vecteurs et y
oux e R" et y e R™.

Données :
x : vecteur de R™,
y : vecteur de R™.
Résultat : s : leréel tel que s ={z,y).
1: Fonction s « VEcDOT( z,y )
2 s« 0
3 Pour i « 1 a n faire
4: s «—s+x(i) = y(i)
5 Fin Pour
6: Fin Fonction

2. On a, YV € R™,

n
el = D] lail.
i=1

Algorithme 14 Fonction VECNORMI1 permettant de retourner ||z|; avec € R”

Données :

x : vecteur de R".
Résultat :

s @ leréel tel que s = |z|;.

: Fonction s « VECNORMI1( z )
s« 0
Pour i = 1 a n faire
s < s+ABS(x(7))
Fin Pour
: Fin Fonction

AN R > o

3. On a

n

il = (a2

i=1
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Algorithme 15 Fonction VECNORM2 permettant de retourner |z||, avec z € R"

Données :
x : vecteur de R".
Résultat :
st leréel tel que s = |z, .
1: Fonction s « VECNORM2( z )
2 s« 0
3 Pour i « 1 a n faire
4: s «— s+ x(i) = x(3)
5 Fin Pour
6 $ <SQRT(s)
7: Fin Fonction

ou encore en utilisant la fonction VEcDOT :

Algorithme 16 Fonction VECNORM2 permettant de retourner |z|, avec z € R™ (utilise la fonction
VEcDoT).
Données :
xz : vecteur de R™.
Résultat :
s @ leréel tel que s = |z|,.

1: Fonction s « VECNORM2( z )
2: s «-SQRT(VECDOT(z,x))
3: Fin Fonction

2.5.1 Matrices

Exercice 16 Soient X et Y deux matrices de M., ,(R) et o € R Ecrire la fonction MATAXPY
permettant de retourner 7 = aX + Y.

On note Z; ; les composantes de la matrice Z € M,,, »(R). On a alors

Vi e [[1,7’)1]], Vi e [[1,71]], Z@j = OéXi,j +Yvi7j.
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Algorithme 17 Fonction MATAXPY permettant de retourner Z = aX + Y avec X et Y dans
Mpmn(R), et a € R

Données :
« : un réel,
X : matrice de M,, ,(R),
Y : matrice de My, »(R).
Résultat :
Z  : matrice de M, ,(R) tel que Z = aX + Y.
1: Fonction Z «— MATAXPY( o, X,Y )
2 Pour i < 1 4 m faire
3: Pour j < 1 a n faire
4: Z(1,5) « axX(i,7) +Y(i,5)
5: Fin Pour
6 Fin Pour
7: Fin Fonction

O

Exercice 17 Ecrire la fonction MATTRANSPOSE permettant de retourner la transposé d’une ma-
trice.

Soit X € M, n(R) et Z = X! la transposée de X. Alors Z € M,, ,,(R) et

Yie [[1,7’),]], Vie [[1,7’)1]], Zi,j = Xj,i-

Algorithme 18 Fonction MATTRANSPOSE permettant de retourner Z = X' avec X € M, ,(R)

Données :
X : matrice de My, »(R).
Résultat :
Z : matrice de M,, ,(R) tel que Z = X".

1: Fonction Z «— MATTRANSPOSE( X )
2 Pour i < 1 a n faire

3: Pour j < 1 a m faire

4: Z(1,5) « X (j,1)

5: Fin Pour

6 Fin Pour

7: Fin Fonction

O

Exercice 18 Ecrire la fonction MATMULT permettant de retourner le produit d’une matrice par
un vecteur.

On rappelle que le produit d’une matrice A € M, »,(R) par un vecteur x € R"

est un vecteur de R™. On le note y et on a
n

Yi = 2 Ai,jxj; Vi e [[1,7’)1]],
j=1

On écrit en détail les raffinements successifs permettant d’aboutir & l'algorithme final de telle
maniére que le passage entre deux raffinements successifs soit le plus simple possible.
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Algorithme 19- | Ry

Algorithme 19- | R,

1: | Calcul de y « Axz. |

1: Pour 7 « 1 a m faire
n

2: Calcul de Yi < Z Ai,jxj

j=1
3: Fin Pour

Algorithme 19- | R,

Algorithme 19- | Ro

1: Pour i « 1 & m faire

2: Calcul de Yi < Z Ai,jzj

j=1

3: Fin Pour

1: Pour 7 « 1 a m faire

S0
Pour j < 1 a n faire
S« 5+ A(i,5) = 2(j)

Fin Pour

On obtient alors

y(i) « S

7: Fin Pour

Algorithme 19 Fonction MATMULT permettant de retourner le vecteur y € R™ tel que :

avec A € M,, ,,(R) et x € R"

y=Azx

Données :

A : matrice de My, »(R),
x :  vecteur de R".
Résultat :
y : vecteur de R™ tel que y = Az.
1: Fonction x «— MATMULT( A,z )
2: Pour i < 1 4 m faire
3: S <0
4: Pour j < 1 a n faire
5: S — S+ A(i,7) = x(j)
6: Fin Pour
7 y(z) « S
8: Fin Pour
9: Fin Fonction

O

Exercice 19 Ecrire la fonction MATMATMULT permettant de retourner le produit de deuxr ma-

trices.

Soient X € M, »(R) et Y € M,, ,(R). On note Z € M,, ,(R) la matrice produit

i.e. Z = XY.
On rappelle que 'on a

Zij = Z XikYk,j, V(i,7) € [1,m] x [1, p].

k=1

On écrit en détail les raffinements successifs permettant d’aboutir & l'algorithme final de telle
maniére que le passage entre deux raffinements successifs soit le plus simple possible.
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Algorithme 20- | Ry

Algorithme 20- | R,

1: | Calcul de Z = XY. }—\

1: Pour i « 1 a m faire
2: Calcul de la ligne ¢ de la matrice Z
3: Fin Pour

Algorithme 20- | R,

Algorithme 20- | R;

1: Pour i « 1 a m faire

2: Calcul de la ligne ¢ de la matrice Z |

3: Fin Pour

.

1: Pour 7 « 1 a m faire

Pour j < 1 a p faire

Calcul de Z; j « Z XikY,j

5: Fin Pour

On obtient alors

k=1
Fin Pour
5: Fin Pour
Algorithme 20- | Ro Algorithme 20- | R3
1: Pour i < 1 4 m faire 1: Pour i < 1 4 m faire
2: Pour j — 1 a p faire 2: Pour j — 1 a p faire
3: Calcul de Z; ; « 2 Xi kY, 3 S <0
. M=l \ 4: Pour k < 1 a n faire

4: Fin Pour \5\) S S+ X; Ve,

6: Fin Pour
Zi,j — S
8: Fin Pour

9: Fin Pour
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Algorithme 20 Fonction MATMATMULT permettant de retourner la matrice Z € M,, ,(R) tel

que

avec X € M, »(R) et Y € M,, ,(R).

Données :

X : matrice de M,, ,(R),
Y : matrice de M, ,(R).
Résultat :
Z  : matrice de M, p(R) telle que Z = XY.
1: Fonction Z «— MATMATMULT( X,Y )
2 Pour i < 1 4 m faire
3 Pour j < 1 a p faire
4 S0
5: Pour k£ «— 1 a n faire
6 S« S+ X(i,k)«Y(k,j)
7 Fin Pour
8 Z(i,5) < S
9: Fin Pour
10: Fin Pour

11: Fin Fonction

Exercice 20 Ecrire la fonction MATNORML permettant de retourner la morme d’une matrice

A e My, ,(R)

|Al, = max

Soit A € M, n(R). On écrit en détail les raffinements successifs permettant

d’aboutir & D’algorithme final de telle maniére que le passage entre deux raffinements successifs

soit le plus simple possible.

Algorithme 21- | R

Algorithme 21- | R,

1: | Calcul de = = A, . |

1z« 0
: Pour j « 1 a n faire

Z < max (ac, Z |A”|>

i=1

[\

@

4: Fin Pour
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Algorithme 21- | R,

Algorithme 21- | R,

1: x <0
2: Pour j « 1 a n faire

m
3: T < max <x7 Z |A”|> .

i=1

4: Fin Pour

1: x <0
2: Pour j « 1 a n faire

S <« Z |AZ,J|
i=1
Si z < S alors

xS
Fin Si

7: Fin Pour

Algorithme 21- | Ro

Algorithme 21- | R3

1:x«—0
2: Pour j « 1 a n faire

4 rs
5: Tz« S

6 Fin Si

7: Fin Pour

R
i=1
: Si z < S alo H

On obtient alors

1:x«0
: Pour j « 1 a n faire

[\

S <0
Pour i < 1 & m faire
S« S+ abs(Am-)

Fin Pour

7: Si z < S alors
xS
: Fin Si
10: Fin Pour

Algorithme 21 Fonction MATNORM1 permettant de retourner la norme 1 de la matrice A €

Al;, = max Al ).
JAl, = (Z| ,J|>

Mp.n(R) donnée par :

Données :
A : matrice de M,, ,(R).
Résultat :
x @ unréel tel que z = A .
1: Fonction z «— MATNORMI1( A )
2 M <0
3 Pour j < 1 a n faire
4 S0
5: Pour i < 1 a m faire
6 S «— S+ abs(A(i, 7))
7 Fin Pour
8 Si M < S alors
9: M« S
10: Fin Si
11: Fin Pour
12: x— M

13: Fin Fonction
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O

2.5.2 Reésolution d’un systéme linéaire par factorisation LU

Dans cet exemple, on s’intéresse a la résolution d’un systéme linéaire en utilisant la factorisation
LU.
On rappelle le théoréme suivant

Théoreme 11 Soit A € M,,(R) une matrice dont les sous-matrices principales sont inversibles
alors il existe une unique matrice L € M, (R) triangulaire inférieure o diagonale unité et une
unique matrice U e M, (R) triangulaire supérieure telles ques

A =1LU.

Principe de résolution

Soit A € M,,(R) une matrice dont les sous-matrices principales sont inversibles et b € R™. On
veut résoudre le systéme linéaire Az = b. Pour cela, grace au théoréme [I1l on obtient :

Trouver £ € R™ tel que

est équivalent &

Trouver y € R™ solution de

Ly =b. (2.38)

puis & € R™ solution de

On est donc ramené &

Algorithme 22 Algorithme de base permettant de résoudre, par une factorisation LU, le systéme
linéaire
Az =b
ol A une matrice de M, (R) dont les sous-matrices principales sont inversibles
et be R".

Données : A : matrice de M, (R) (sous-matrices principales inversibles),
b :  vecteur de R".
Résultat : = : vecteur de R™.

1: Trouver la factorisation LU de la matrice A,
2: résoudre le systéme triangulaire inférieur Ly = b,
3: résoudre le systéme triangulaire supérieur Uz = y.

Ceci permet donc de découper le probléme initial en trois sous-problémes plus simples. De plus,
ceux-ci peuvent se traiter de maniére indépendante.



2.4. ALGEBRE LINEAIRE

41

Algorithme 23 Fonction RSLFACTLU permettant de résoudre, par une factorisation LU, le

systéme linéaire

Az =b
ot A une matrice de M, (R) définie positive et b € R™.
Données : A : matrice de M, (R) dont les sous-matrices
principales sont inversibles définie positive,
b :  vecteur de R™.
Résultat : = : vecteur de R™.

1: Fonction z « RSLFACTLU( A,b)
2: [L,U] «FacTLU(A)

> Factorisation LU

3: y < RESTRIINF(L, b) > Résolution du systéme Ly = b
4: z «—RESTRISUP(U, y) > Résolution du systéme Uz =y

5: Fin Fonction

Il nous faut donc écrire les trois fonctions RESTRIINF, RESTRISUP et CHOLESKY (la fonction

MATTRANSPOSE ayant déja été écrite).

Résolution d’un systéme linéaire triangulaire inférieur

Soit A une matrice d’ordre n triangulaire inférieure inversible et b € R™. On veut résoudre le

systéme linéaire Az = b.
Comme A est une matrice triangulaire inférieure, on a

Aij =0 si j>i. (2.40)
A171 0 . e 0 X b1
= (2.41)
: . 0 : :
An71 N N An,n Tn bn
On remarque que l'on peut calculer successivement x1, o, ..., x,, car il est possible de calculer z;
si on connait z1,...,z;—1. En effet, on a
(Az); = b;, Vie [1,n]
et donc, par définition d’un produit matrice-vecteur,
n
Z Ai,jzj = bi, Vie [[1,TL]]
j=1
En utilisant (Z40), on obtient
i
Z Ai,jzj = bi, Vie [[1,TL]]
j=1
On obtient donc z; en fonction des x1,...,x;_1 :
1 i—1
;= b; — A;ix, Vie [1,n]. 2.42
i Ai,i < ? ];1 17]z]> ’ ? [[ ,TL]] ( )

Remarque 2.6 Comme la matrice A est inversible, on a A;; # 0, Yi € [1,n].
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On écrit en détail les raffinements successifs permettant d’aboutir & I’algorithme final de telle
maniére que le passage entre deux raffinements successifs soit le plus simple possible.

Algorithme 24- | R Algorithme 24- | R,
| Résoudre Az = b en calculant 1: Pour i « 1 a n faire
1: successivement 1, 2, ... Tn. \) ). calculer x; connaissant x1,...,%;—1
| ' a laide de Péquation ([2:42])
3: Fin Pour
Algorithme 24- | R, Algorithme 24- | R,
1: Pour i « 1 a n faire 1: Pour i « 1 a n faire
5. Calculer x; connaissant x1,...,Ti—1
"| alaide de I’équation (2:42))
3: Fin Pour

4: Fin Pour

Algorithme 24- | Ry Algorithme 24- | R3

1: Pour 7 < 1 & n faire 1: Pour i < 1 a n faire

1—1
2: S« Z Ai,jxj

=1 \
3: €XT; < (bl — S)/Az,l I
4: Fin Pour

S <0

Pour j <« 1 ai—1 faire
S — S+ A(i,7) = x(j)

Fin Pour

6: XTi < (bz — S)/Az,z
7: Fin Pour

On obtient alors ’algorithme final

Algorithme 24 Fonction RESTRIINF permettant de résoudre le systéme linéaire triangulaire
inférieur inversible

Az =b.
Données : A : matrice triangulaire de M,,(R) inférieure inversible.
b :  vecteur de R™.
Résultat : = : vecteur de R™.

1: Fonction z « RESTRIINF( A,b)
2: Pour i < 1 a n faire

3: S <0

4: Pour j < 1 ai—1 faire
5: S — S+ A(i,7) = x(j)
6: Fin Pour

7 x(1) « (b(2) — S)/A(i,1)

8: Fin Pour

9: return

10: Fin Fonction
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Résolution d’un systéme linéaire triangulaire supérieur

Soit A une matrice de M, (R) triangulaire supérieure inversible et b € R™. On veut résoudre le

systéme linéaire Az = b.

Comme A est une matrice triangulaire inférieure, on a

Aij =0 s j<i. (2.43)
A1,1 A1,n Ty b1
0 ~ | (2.44)
0 0 A,n Tn by,
On remarque que l'on peut calculer successivement x,,, x,_1,...,21, car il est possible de calculer
x; si on connait x;y1,...,x,. En effet, on a

(A.’l?)Z = bi, Vie [[1,TL]]

et donc, par définition d’un produit matrice-vecteur,

En utilisant 2.43] on obtient

Z Ai,jxj =b;, Vie [[1,77,]].

J=1

Z Ai,jxj =b;, Vi€ [[1,n]].

j=i
On obtient donc z; en fonction des x;41,...,2y :
1 n
xTr; = b; — 2 Ai,jxj s Vi e [[1,77,]]. (245)
Aii =i+l

Remarque 2.7 Comme la matrice A est inversible, on a A;; # 0, Yi € [1,n].

On écrit en détail les raffinements successifs permettant d’aboutir & ’algorithme final de telle
maniére que le passage entre deux raffinements successifs soit le plus simple possible.

Algorithme 25- | Ry

Algorithme 25- | R,

Résoudre Az = b en calculant 1: Pour i < n a1 faire (pas de —1)
successivement x,, Tn_1, ...

, X1 calculer z; connaissant x;+1,...,ZTn
I 2: N ), .
a l'aide de l'équation (2.43)

3: Fin Pour

Algorithme 25- | R,

Algorithme 25- | Ro

1: Pour i < n a 1 faire (pas de —1) 1: Pour i < n a1 faire (pas de —1)

2:

a Paide de I’équation (2:45])

Calculer x; connaissant x;+1,...,Zn

3: Fin Pour

4: Fin Pour
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Algorithme 25- | Ro Algorithme 25- | R
1: Pour i < n a 1 faire (pas de —1) 1: Pour i < n a1 faire (pas de —1)

S <0

Pour j < i+ 1 an faire
S« 8+ A(i,) * a(j)

Fin Pour

2: S 2 Ai,jxj

j=i+1 \
3: Tj (bz — S)/AALZ |
4: Fin Pour

6: XTi < (bz — S)/Az,z
7: Fin Pour

On obtient alors ’algorithe final

Algorithme 25 Fonction RESTRISUP permettant de résoudre le systéme linéaire triangulaire
supérieur inversible
Az =b.
Données : A : matrice triangulaire M,,(R) supérieur inversible,
b : vecteur de R™.
Résultat : = : vecteur de R™.

1: Fonction z «— RESTRISUP( A,b)

2 Pour i < n a 1 faire (pas de —1)
3 S« 0

4: Pour j < i+ 1 an faire

5: S — S+ A(i,j) = x(j)

6 Fin Pour

7 x(i) « (b(7) — S)/A(i,1)

8 Fin Pour

9: Fin Fonction

Factorisation LU

Soit A € M,,(R) une matrice dont les sous-matrices principales sont inversibles. D’aprés le
théoréeme [I] il existe une unique matrice L € M, (R) triangulaire inférieure avec L;; = 1, Vi €
[1,n], et une unique matrice L. € M,,(R) triangulaire supérieure telles que

A=LU (2.46)
c’est a dire
Uin ... ... Un;a
Al 1 Al,n L T "L : 0 "L .
= C ' e (2.47)
An,1 An,n : " 0 : . . :
Lpni ... Lpn 1 0 R R

Pour déterminer les matrices L et U, on remarque que la lére ligne de L est déja déterminée.
On peut alors 'utiliser pour calculer la premiére ligne de U : Vj € [1,7]

n
Ay = ) LUk
k=1
= L;,U;; car L triangulaire inférieure

= Uy,
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On a donc

Ul,j = Al,j; V] € [[1,71]] (248)

La premiére colonne de U est aussi déterminée, on peut alors 'utiliser pour calculer la premiére
colonne de L : Vi € [2,n]

n
Aig = 2 L; ;U
k=1
= L; Uy, car U triangulaire supérieure
On peut démontrer, de part les hypothéses sur la matrice A, que U; 1 # 0 et alors
Ll,j = Ai,j/Ul,:h Yie [[2, TL]] (249)
La premiére ligne de U et la premiére colonne de L sont donc déterminées par les formules
248) et [2.49).
Par récurrence, on suppose connues les ¢ — 1 premiéres lignes de U et les i — 1 premiéres colonnes

de L. On va montrer que ’on peux expliciter la i-éme ligne de U et la i-éme colonne de L.
En effet, Vj € [i,n], on a

NgE

Aij = Li Uk,

.
Il

Ll

n
= LiwUkj + LigUsj + 3, LiaUs
k=i+1

bl
Il
==

-
|

= L; Uy j + L; ;U; ; car L triangulaire inférieure

B
Il
—

Dans I’expression Z;;ll L; .Uk, ; tous les termes sont connus (hypothése de récurrence) et L; ; = 1.
On en déduit,

1—1 . .
A@j — k=1 Li,kUk,j; Vj € [[Z,?’L]]. (250)

Pour ¢ allantdelan: U;; = { 0, Vje[li—1]

Maintenant, on calcule, Vj € [i + 1,n],

NgE

Aji = Lj kU,
k=1
1—1 n
= LUk + LjiUi; + Z L;j kUk,i
k=1 k=i+1
i—1
= L; xUg,i + L;;U;; car U triangulaire supérieure
k=1
i—1
Dans l'expression Z L; 1 Uy,; tous les termes sont connus (hypothése de récurrence). De plus U ;
k=1

est donné par (250) et on peut démontrer, de part les hypothéses sur la matrice A, que U;; # 0.
On a alors

0, Vje[1,i—1].
1, j=1

i1 (2.51)
e <Aj,i -y Lj,kUk,z’) , Vjeli+1,n],
k=1

Pour ¢ allant de 1 an: L;; =
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On écrit en détail les raffinements successifs permettant d’aboutir & I’algorithme final de telle
maniére que le passage entre deux raffinements successifs soit le plus simple possible.

Algorithme 26- | Ry

Algorithme 26- | R,

1: | Calculer les matrices I et U }—\

S

1: Pour i < 1 a n faire

2 Calculer la ligne i de U.

3: Calculer la colonne i de L.
4: Fin Pour

Algorithme 26- | R

Algorithme 26- | R

1: Pour 7 < 1 & n faire
| Calculer la ligne i de U.

Y

| Calculer la colonne i de L. |
4: Fin Pour

b

A

1: Pour 7 < 1 a n faire

Pour j < 1ai—1 faire
Uli,j) <0
Fin Pour

Pour j < i a n faire
i—1
Usj — Aij = Y LigUs,;
k=1
Fin Pour

Pour j «— 1 ai—1 faire

Y

Lji <0
10: Fin Pour
11: Li,i —1

\)2'< Pourj<—z'+1z‘1nfaire

i—1
1
13: Lji < o7 (Aj,z' - Lj,kUk,i)
. k=1
14: Fin Pour

\_
15: Fin Pour
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Algorithme 26- | R,

Algorithme 26- | R3

1: Pour i < 1 a n faire
2 Pour j «— 1 4ai—1 faire
3: U(i,j) 0
4: Fin Pour
5 Pour j < i a n faire
1—1
6: Ui,‘ «— Ai7* — Li,kUk,‘
J J ]CZ::l J \
Fin Pour
Pour j «— 1 4ai—1 faire
: Ljyi «—0
10: Fin Pour
11: Li,i —1
12: Pour j «— i+ 1 a n faire
i—1
13: Lj,i «— Ui,i (Aj,i — 2 Lj,kUk,i>
k=1
14: Fin Pour

15: Fin Pour

1: Pour i « 1 a n faire

Pour j — 1 ai—1 faire
U(i,j) <0

Fin Pour

Pour j < i a n faire

2:
3:
4:
5:

i—1

Sy Y LixUs,
k=1
Uij < Aij — 51

Fin Pour
9: Pour j «— 1 ai—1 faire
10: Lj,i —0
11: Fin Pour
12: Lzz —1
13: Pour j < i+ 1 an faire

16: Fin Pour
17: Fin Pour
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Algorithme 26- | R3

Algorithme 26- | R4

1: Pour i < 1 a n faire
2 Pour j «— 1 4ai—1 faire
3: U(i,j) 0

4: Fin Pour

5 Pour j < i a n faire
i—1

6: S« Z Li,kUk,j
= \
7

Uij < Aij — 51
Fin Pour
9: Pour j <« 1ai—1 faire
10: LjJ' —0
11: Fin Pour
12: Lzz —1
13: Pour j < i+ 1 a n faire
i1
14: Sy «— Z Lj_’kUkyi
k=1
1
15: Lj,i «— U (Aj,i — SQ) .
iy
16: Fin Pour

17: Fin Pour

On obtient alors ’algorithme final

g Wy

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

19:
20:

21:

22:
23: Fin Pour

1: Pour 7 < 1 a n faire

Pour j — 1 ai—1 faire
U(i,j) <0

Fin Pour

Pour j < i a n faire

Sl — 0

Pour k — 1 ai—1 faire
S1«— St + Li,k # Uk,j

Fin Pour

Uij < Aij — 51

Fin Pour

Pour j — 1 ai—1 faire
Lj,i —0

Fin Pour

Li; <1

Pour j < i+ 1 an faire

SQ — 0

Pour k «— 1 47— 1 faire
Sy «— Sy + Lj,k # UkJ'

Fin Pour

1
Lji = 77— (A4 = S2).

Fin Pour
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Algorithme 26 Fonction FACTLU permet de calculer les matrices L. et U dites matrice de fac-
torisation LU associée & la matrice A, telle que

A =1LU
Données : A : matrice de M, (R) dont les sous-matrices principales
sont inversibles.
Résultat : L : matrice de M, (R) triangulaire inférieure
avec L;; =1, Vie [1,n]
U : matrice de M, (R) triangulaire supérieure.
1: Fonction [L,U] « FACTLU( A )
2 Pour i < 1 a n faire
3 Pour j < 1 ai—1 faire
4 U(i,j) <0
5: Fin Pour
6 Pour j < i a n faire
7 S1 <0
8 Pour k «— 1 ai—1 faire
9: S1 «— 51 +L(Z,k)*U(k,])
10: Fin Pour
11: Ui, j) « A(i,j) — S1
12: Fin Pour
13: Pour j < 1 ai—1 faire
14: L(j,i) <0
15: Fin Pour
16: L(ii) « 1
17: Pour j < i+ 1 an faire
18: SQ —0
19: Pour k «— 1 ai—1 faire
20: Sy «— So + L(j, k) « U(k,1)
21: Fin Pour
22: L(], ’L) «— (Ajﬂ' — SQ) /U(’L, ’L)
23: Fin Pour
24: Fin Pour

25: Fin Fonction

Remarque 2.8 Cet algorithme peut étre amélioré, pour gagner en lisibilité... En effet, il est pos-
sible d’initialiser la matrice U par la matrice nulle et la matrice L par la matrice identitée, ce qui
permet alors de supprimer les boucles U(i,7) < 0 et L(j, 1) < 0 ainsi que la commande L(i,i) < 1.

Pour optimiser en mémoire cette fonction, il possible de stocker les matrices I et U dans une
méme matrice de M, (R) ...
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