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PARTIEL DU 25 JANVIER 2013
durée : 2h00.

Sans documents, sans calculatrice, sans portable, ...
Tous les calculs doivent étre justifiés

EXERCICE 1

On note x; = a+ih, i € [0, n], une discrétisation réguliére de I'intervalle [a, b]. Soit une fonction f : [a,b] —
R suffisament réguliére. On suppose que les y; sont donnés par

yi = f(x;), Vie[0,n]. (1)
Q. 1 (algorithmique) Ecrire la fonction DISREG permettant de retourner Uensemble des (2;)icfo,n]- .

On rappelle le théoréme suivant

Théoréme 1 (Taylor-Lagrange) On suppose que f € C"*! sur I. Alors, pour tout h € R tel que T + h
appartienne a I, il existe 0y, €]0, 1] tel que l’on ait

nogk n+1
f@+1) = 33 /@) + Gy @+ 0 )
k=0 ' ’ ]

Q. 2 (mathématiques) 1. En utilisant les formules de Taylor en x;41 et x;_1, montrer que, ¥Yi € [1,n — 1],

Play) = SHH 1 o) (3)

2. En utilisant les formules de Taylor en z;11 et x;12, montrer que, Yi € [0,n — 2],

, =3y +4yir1 — v;
flay) = —H 0 I L o(n?) (4)

3. En utilisant les formules de Taylor en x;,_1 et x;_o, montrer que, Yi € [2,n],

3y — 4y i

Q. 3 (algorithmique) A partir des formules précédentes, écrire une fonction DERIVE2 permettant de calculer
des approzimations d’ordre 2 de f'(xz;) pour i € [0, n]. .

EXERCICE 2

Soient n € N* et (2, ¥i)ie[o,n] avec (vi,yi) € R? et les z; distincts deux & deux. Le polynéme d’interpolation
de Lagrange associé aux n + 1 points (24, ¥;)ie[o,n], DOté Pp, est donné par

Pu(t) = Y. yiLi(t), Vte R (1)
=0
avec
. _ n t—l’j
Vie[o,n], Li(t)=]] o Vt e R. (2)

j=0
J#i



Théoréme 2 Le polynéme d’interpolation de Lagrange, P, associé aux n + 1 points (i, Yi)icfo,n], €5t
lunique polynome de degré au plus n, vérifiant

Pr(x;) = yi, Vie[0,n]. (3)

Q. 1 (algorithmique) Ecrire la fonction LAGRANGE permettant de calculer P,, (polynome d’interpolation de
Lagrange associé auzx n + 1 points (x;,Y:)icfo,n]) ou point t € R. .

Q. 2 (algorithmique) Soit @ un vecteur de R™. Ecrire la fonction LAGRANGEVEC permettant de calculer le
vecteur B € R™ tel que
Bi = Pnlew), Yie[1,m].

Soient n € N* et (zi,¥i, 2i)ic[o,n] avec (Ti,yi,2i) € R3 et les z; distincts deux & deux. Le polynéme
d’interpolation d’Hermite associé aux n + 1 points (x;, ¥;, 2)ic[o,n], NOt€ H,,, est donné par

i=0 i=0
avec YVt € R, Vi € [0, n],
Ai(t) = (1= 2Lj(i)(t — 22)) LE(), (5)
Bi(t) = (t—z)L3(t). (6)

On a alors
Théoréme 3 Le polynome d’interpolation d’Hermite, H,,, associé aux n + 1 points (i, Yi, 2i)ic[o,n], €5t
Vunique polynome de degré au plus 2n + 1, vérifiant, Yi € [0,n],
Hn(xz) = Y (8)

De plus, on peut montrer que
n
1
Li(z;) = . (10)
J#i

Q. 3 (algorithmique) Ecrire la fonction HERMITE permettant de calculer H,, (polynome d’interpolation d’Hermite
associé aux n + 1 points (v, ys, 2i)icfo,n]) au point t € R. .

oy,
Q. 4 (algorithmique) Soit o = | ... | un vecteur de R™. Ecrire la fonction HERMITEVEC permettant de
(&%)
617

calculer le vecteur B = | ... | € R™ tel que

Bm
Bi = Hnlai), Yie[1,m].

EXERCICE 3

Soit A € M, »(R) (matrice réelle m lignes, n colonnes) et u € RP. Le vecteur produit v = Au a pour
composante

n
v; = Z Amuj.
Jj=1



Q. 1 (mathématiques) 1. Quelle est la condition sur I’ indice p pour que le vecteur produit v soit bien
défini?

2. Quelle est la dimension du vecteur produit v? .

Q. 2 (algorithmique) Ecrire la fonction MATMULT permettant de retourner le produit d’une matrice par un
vecteur. "

Soit A € M,, »(R) et B e M, ,(R). La matrice produit C = AB a pour composante
Cij= Y AixB;.
k=1

Q. 3 (mathématiques) 1. Quelle est la condition sur les dimensions des matrices A et B pour que la
matrice produit C soit bien définie?

2. Quelles sont les dimensions de la matrice produit C? .
Q. 4 (algorithmique) Ecrire la fonction MATMATMULT permettant de retourner le produit de deuz matri-
ces. .

Soit L € My, »(R) une matrice triangulaire inférieure (L; ; = 0 si j > ¢) et b € R”. On souhaite résoudre le
systéme Lz = b, c’est & dire trouver le vecteur x € R™ tel que

L171 0 e O il bl
= (1)

: " 0 : :

Lpi ... ... Ly, Tn by,

Q.5 1. Eaxpliquer comment résoudre ce probléeme.

2. Ecrire un algorithme de résolution. =



