ENERI1A Méthodes Numériques 1
Sup’Galilée Année 2015-2016

EXAMEN DU 1 JUIN 2016
durée : 2h.

Sans documents et sans calculatrice

Les paramétres d’entrées (données) et de sortie (résultats) de toutes les fonctions algo-
rithmiques devront étre décrits précisemment.

EXERCICE 1 : Dérivation (8 points)

On note (7;)iefo,n) la discrétisation réguliere de l'intervalle [a,b] en n + 1 points. Soit une fonction f :
[a,b] — R suffisament réguliére. On suppose les y; donnés par

Q. 1 (algorithmique) Ecrire une fonction DISREG permettant de retourner l’ensemble des (xi)ie[[o,n]. .
On rappelle le théoréme suivant

Théoréme 1 (Taylor-Lagrange) On suppose que f € C"! sur I un intervalle de R. Soit € I et h e R tel
que T + h appartienne a I, on a

f@+h) = f@) + 3, 7P @ +omm) (1.2)
k=1 " ]
Q. 2 (mathématiques) 1. En utilisant (L.1) et les formules de Taylor en z;11 et x;_1, montrer que,
Vie[l,n—1],
Plas) = S 1 o) (1.3)
2. En utilisant (1.1)) et les formules de Taylor en x;11 et x;12, montrer que, Vi € [0,n — 2],
—3y; +4yiv1 — i
Flas) = —H =g o) (1.4)

3. En utilisant (1.1) et les formules de Taylor en x;_1 et x;_o, montrer que, Yi € [2,n],

3y — Y1 + Yi—2
2h

f(x;) = + 0(h?) (1.5)

Q. 3 (algorithmique) A partir des formules précédentes, écrire une fonction DERIVE2 permettant de retour-
ner des approzimations d’ordre 2 de f'(x;) pour i€ [0,n]. ]

Q. 4 (algorithmique) Soit f(x) = cos(3sin(3z* +1)). En utilisant au mieuz les fonctions déja écrites, écrire
un algorithme complet permettant de calculer des approzimations d’ordre 2 de la dérivée de f aux 101 points de
la discrétisation réguliére de [0, 7]. .

EXERCICE 2 : Interpolation (8 points)

Soient n € N* et (x4, :)ie[o,n] avec (wi,y:) € R? et les x; distincts deux a deux. Le polynéme d’interpo-
lation de Lagrange associé aux n + 1 points (z;, Yi)ie[o,n]>» nOté Py, est donné par

Pa(t) = > yiLi(t), Vte R (2.1)
i=0
avec n
t—x;
Vi e [0 Li(t) = I VteR. 2.2
i€ [0,n], L) ﬂ)mz—x/ € (2.2)
Jj#i




Théoréme 2 Le polynéme d’interpolation de Lagrange, P, associé aur n + 1 points (i, Yi)ic[o,n], €5t
lunique polynome de degré au plus n, vérifiant

Pr(x;) = yi, Vie[0,n]. (2.3)

Q. 1 Ecrire la fonction Lagrange permettant de calculer P,, (polynéme d’interpolation de Lagrange associé
aur n + 1 points (T, Yi)ic[o,n]) au point t € R. .

Q. 2 Soit a un vecteur de R™. Ecrire la fonction LagrangeVec permettant de calculer le vecteur B € R™ tel
que

Bi = Pn(a;), Vie[l,m].

Q. 3 Les n+ 1 points de Tchebycheff de Uintervalle [a,b] sont donnés par

Z; =

a+b b—a (2t + )
+ cos
2 2 2(n + 1)

> , Vie[0,n]. (2.4)
Ecrire la fonction Tchebycheff permettant de calculer ces n + 1 points. ]

Q. 4 Soient a = —1, b =1, f : t = cos(1 + 25t%), et n = 11. On note x = (x0,...,7,) et 2 = (20,...,2n)
respectivement les n+1 points de la discrétisation réguliére de l'intervalle [a, b] et les n+1 points de Tchebycheff
de Vintervalle [a,b]. On note y; = f(x;), w; = f(z;) Vi € [0,n]. Ecrire un algorithme complet permettant de
calculer au point t = 7/3

e le polynome d’interpolation de Lagrange passant par les n + 1 points (T4, Y;)ic[o,n]

e le polyndme d’interpolation de Lagrange passant par les n + 1 points (2;,w;)ie[0,n] =

EXERCICE 3 : Produits et sommes (4 points)

Soient ¢,z deux réels, m,n,p,q des entiers strictement supérieurs a 1, u = (uq,...,u,) un vecteur de R™,
v = (v1,...,0p) un vecteur de R? et w = (wy,...,w,) un vecteur de RY.

Soit y le réel défini par
n p
Y= Z ((tuk—I—x H v]—i-k)
k=1 j=1

Q.1 1. Quelles sont les données nécessaires et suffisantes permettant de calculer y? Préciser les types et
les dimensions.

2. Ecrire la fonction SP permettant de calculer y. Toutes les données seront passées en paramétre a la

fonction.
3. Ecrire un algorithme (complet) utilisant cette fonction. =
Soit 2z = (21, ..., 2n) le vecteur de R™ défini par
n m
z; = H ( uj + im) Z (jm + sin :E—kt))) , Vie[l,n].
j=1 k=1
Q. 2 1. Quelles sont les données nécessaires et suffisantes permettant de calculer z? Préciser les types et

les dimensions.

2. Ecrire la fonction PS permettant de calculer z. Toutes les données seront passées en paramétre d la
fonction.

3. Ecrire un algorithme (complet) utilisant cette fonction. ]




