Exercice 3.7. Le quantificateur 3! s’utilise pour exprimer I'ezistence d'un unique élément. Si E est un
ensemble et P une propriété portant sur les éléments de F, la proposition (EI!:L‘ €F, P(m)) signifie
Il eziste un et un seul x dans E pour lequel P(x) est vraie.
(a) Exprimer la proposition Q : (3lz € E, P(x)) en terme de propriété de ensemble {z € E'; P(x)}.
L’ensemble {x € E; P(z)} est réduit a un singleton, c’est a dire qu’il contient un et un seul élément.

O
(b) Notons Ry : (Elat ek, P(x)) Formulez une proposition cRy telle que I'on ait I’équivalence suivante :

Qs (Rl et 732),

oll R1 exprime 'existence, et Ro 1'unicité.
Lunicité exprime le fait que si deuz éléments de E wvérifient une méme propriété alors ces deux

éléments sont égaux :

R : <V:c €eE VYyeE, ((P(z) et P(y)) = (z = y)))
]

(c) Utilisez la formule Q < (R4 et R2) pour exprimer (non Q).

Tout d’abord on rappelle (voir remarque 1.39) que si A et B sont des propositions mathématiques alors

(A= B) < (nonA)ouB.

On a alors
((P(JJ) et P(y)) = (z = y)) & <(non (P(z)et P(y))) ou(x = y)>

La proposition Ro peut s’exprimer de maniére équivalente sous la forme :
Ry : (Vw eE VYyeE, <<non (P(x)et P(y))) ou(x = y)>>

De plus on a,
non <<non (P(z)et P(y))) ou(x = y)>> = (non (non (P(x) et P(y))) etnon (z = y))

= <(73(:c) et P(y)) et (x # y))
& ((P(z)et P(y) et (z #y))

On obtient alors
nonRy : (EI:E €E,3JycE, (P)etP(y)et(z# y)))
Enfin, la négation de la proposition Q est
(non Q) < (non (R4 et Ry))
& ((nonRy) ou (nonRy))

& ((Vaz SR (nonP(x))) ou (Hm €E,JyckE, (Px)etP(y)et (z+# y))>>



