Exercice 4.4. Ecrivez les propositions suivantes sous forme d’implication, en formule. Puis énoncez la
contraposée et démontrez-la.
(1) Sin € N et n? est imapir, alors n est impair.

(2) Aucun nombre impair n’est la somme de deux nombres impairs.

(3) Soient m € N et n € N deux entiers impairs tel que m divise 2n, alors m divise n.

On a sous forme d’implication, en formule :

<vm €N, VneN, ((non(z\m) et non(2|m) et (m|2n)) = (m|n))).
La contraposée est :

<Vm eN, VneN, (non(mln) = ((2|m)ou (2|m) ou non(m[2n)))>.

En utilisant
(P = Q)< (non(cP)ouQ)

la contraposée est équivalente a
Ps (Vm eN, VneN, ((m]n) ou ((2|m) ou (2|m) ou non(m\2n))>).

Nous pouvons faire une étude de cas pour démontrer que Ps3 est vraie :
Soient m € N et n € N. Notons Q(m,n) la propriété :
Q(m,n) : ((m|n)ou(2|m)ou (2|m)ou non(m|2n))

e Si (2|m)ou(2|m) (m est pair ou n pair), alors Q(m,n) est vraie.
e Sinon, on a non ((2|m)ou (2|m)), c’est a dire (non(2|m)et non(2|m)), ou encore m et n impairs.
On a alors

(FpeN, m=2p+1),(3¢eN, n=2¢+1).
* Sinon(m|2n) alors Q(m,n) est vraie.
* Sinon, on a (m|2n) et alors
(Fk € N, 2n = km).
o Si k est pair, alors
(IreN, k=2r)

et comme 2n = km, on obtient 2n = 2rm et donc n = rm c’est a dire (m|n). la proposition
Q(m,n) est donc vraie.
o Sinon k est impair

(FreN, k=2r+1)
et comme 2n = km, on obtient
2n=2r+1)m=_2r+1)2p+1)=22rp+r+1)+1

or 2(2rp +r + 1) + 1 est impair, il ne peut étre égal a 2n. On a donc une contradiction ce
qui permet d’affirmer que k ne peut étre impair.
On a démontré que dans tous les cas Q(m,n) est vraie, ce qui démontre que la proposition Ps est vraie.

O

(4) Sin € N est tel que (n? — 1) n’est pas divisible par 8, alors n est pair.
Indication : montrez que si n est impair, il existe £ € N avec n = 4k + 1 ou 4k + 3. Utilisez alors une
preuve par cas.

On a sous forme d’implication, en formule :
(Vn € N, (non(8|n® — 1) = (2|n)))
La contraposée est :

<Vn €N, (non(Z\n) = (8|n? — 1)))
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— Commengons par démontrer que si n est impair, il existe k € N avec n = 4k + 1 ou 4k + 3. Soit
n € N impair alors il existe r € N tel que n = 2r + 1.
Effectuons une étude de cas :
o Sir est pair alors il existe k € N, tel que r = 2k et donc n =4k + 1.

e Sinon r est impair, et il existe k € N, tel que r =2k + 1 et doncn =22k + 1)+ 1 =4k + 3.
— En utilisant

(P = Q) < (non(cP)ouQ)
la contraposée est équivalente a
Py (Vn €N, ((2|n) ou (8|n? — 1)))
Effectuons une étude de cas pour démontrer cetle derniére proposition.
Soit n € N, notons Q(n) la propriété :
Q(n): ((2|n)ou (8|n* —1)).

o Si (2|n) (i.e. n pair) alors Q(n) est vraie.
e Sinon on a Non(2|n) (i.e. n impair) et 3k € N tel que n =4k + 1 ou n = 4k + 3.
* Sin =4k +1 alors

n?—1=(4k+1)%2 —1 =16k + 8k = 8(2k*> + k)

et donce (8)n% —1). Q(n) est alors vraie.
* Sin =4k + 3 alors

n?—1=4k+3)%-1=16k+8k +8=812k* + k+1)

et donc (8)n% —1). Q(n) est alors vraie.
Dans tous les cas Q(n) est vraie et donc Py est vraie.

(5) SiaeReta>0,etsipour tout € € R, on a a < ¢, alors a = 0.

On a sous forme d’implication, en formule :

(Va e RT, <(Ve eR™ a< e) =a= 0)))
La contraposée est :

(Va € RY, ((a #0)= (Je € R™ a> e)))

Démontrons la contraposé. Soit a € RT.
Sia # 0 alors en prenant (par exemple) ¢ = a/2 > 0 on a bien a > e. O



