Ce documentE] contient quelques exercices corrigés sur les classes d’équivalence et il est & travailler
aprés avoir assimilé le document sur les relations. Il peut contenir quelques bugs ... Merci de me les
signaler cuvelier@math.univ-parisi3.fr

' Définition 1

Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence R . Soient (z,y) € E?, si # R y (par
symétrie, on a aussi y R x) alors on dit que z et y sont équivalents (modulo la relation R).
On le note

z ~y(modR) ou x ~y.

Siz Ry alors « et y ne sont pas équivalents et on le note

x # y(mod R) ou z # y.

' Définition 2

Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence R et soit z € E. On appelle classe
d’équivalence de xz modulo R le sous-ensemble de E formé des éléments de E en relation avec
z. On le note C; ou [z], et on a

Cr:=[z]:={ye E; z~y(mod R)}.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on peut noter z ~ y a la place de  ~ y(mod R).

Théoréme 3
Soit £ un ensemble muni d’une relation d’équivalence R .
(a) Ve e E, z€C, et Cp # .
(b) V(z,y) € E?, (x ~y) <= (Cy =Cy).
(c) Y(z,y) € B, (z #y) = (ConCy=0).

' Définition 4: (version simplifiée provisoire)

Soient (Q;)"_;, n sous-ensembles non vides d’un ensemble E. On dit qu’ils forment une partition

de F si
E={]Q
et 8’ils sont deux a deux disjoints :

V(i) € [n], (i #J) = (QinQ; = )

Proposition 5

Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence R . Les classes d’équivalence de E modulo
R forment une partition de FE.
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1 Classe d’équivalence

13 Exercice 1.1
On définit sur R la relation R par
(r,y)eR, 2Ry <= (2> —y*> =2 —v).
Q. 1 Montrer que R est une relation d’équivalence.

Q.2 1. Déterminer la classe d’équivalence d’un élément x de R.

2. Combien y-a-t’il d’éléments dans cette classe ?

Correction Exercice On définit sur R la relation R par
(z,y)eR, 2Ry <= (2> —y?> =2 —7).
Q. 1 R est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

e Reéflexive. Soit x € E, montrons que z R x.

Comme 22 —22 =0et 2 — 2 =0, on a 22 — 22

=1x — x, ce qui démontre que x R x.
e Symétrique. Soit (x,y) € E?, montrons que
(z Ry) < (y R ).
En effet, on a

(xRy) <= (2* —y* =z —y)
— (y? — 2? = y — x) en multipliant par — 1
e Transitive. Soit (z,vy,2) € E3, montrons que
(zRyetyRz) = (z R 2).
En effet, si (x R y) et (y R z) alors

(z° —y* =z —y)et (y’ —2° =y —2))
En regroupant les termes, la propriété précédente est équivalente &
((@® —z=9>—y)et (¥ —y=2"~2))

On en déduit alors la propriété suivante

(22 —x = 22— 2).

Cette derniére s’écrit aussi sous la forme

(22— 2> =2 —2)

et on conclu que (z R z).

Q.2 1. Soit z € R. On doit déterminer ’ensemble C, des éléments y € R tels que R y. Il faut donc
pour cela résoudre I’équation (en y) :

Py =r—ye=(@—y)la+y) —(z-y) =0
= (z—y)(z+y—-1)=0
Les solutions sont donc y =z et y =1 —z. On a,

{ {z,1—a), siz#1/2

Co = {1/2}, si x=1/2.



2. On a

Il

card(C,) { 2 siw#1/2

1 siz=1/2

}3 Exercice 1.2
Sur R?, on définit la relation d’équivalence R par
VX = (21,12) € sz VY = (y1,12) € RQa ((X RY) <= (11 = yl))
Q. 1 Démontrer que R est une relation d’équivalence,

Q. 2 Déterminer la classe d’équivalence d’un élément A = (a1, as) € R

Correction Exercice

Q. 1 On va démontrer que la relation R est une relation d’équivalence c’est & dire qu’elle est réflexive,
symétrique et transitive.

e R est réflexive si
VX e R? (X RX).

En effet, pour tout X = (x1,72) € R? on a
(XRX) — (z1=u11)

or on a toujours x7 = 1!
La relation R est donc réflexive.

e R est symétrique si
VX, Y)eR*xR?* ((XRY)<= (Y RX)).
Soient X = (z1,22) € RZ et Y = (y1,92) € R?, alors on a
(X RY) = (21 = 11)

= (y1 = 11)

— Y RX)
La relation R est donc symétrique.
e R est transitive si

¥(X,Y,Z) € R? x R? x R2, (((X RY)et (Y R Z)) = (X RZ))

Soient X = (71,22) € R2Y = (y1,2) € R? et Z = (21,22) € R?, alors on a

(XRY)et (YRZ)) < ((x1=u1) et (11 = 21)
= (r1=21) = (X RZ)

La relation R est donc transitive.

Q. 2 La classe d’équivalence de A = (a1,az) € R?, notée Ca, est 'ensemble de R? défini par
Ca={XeR* (XRA}
Il faut donc expliciter 'ensemble des éléments X = (z1,71) de R? tels que X R A. Or on a
XRA = 21 =a0a;.

On en déduit alors que
Ca = {(a1,y) e R*; y e R}.



{3 Exercice 1.3

On munit I’ensemble E = R? de la relation R définie par

Y(z1,z2) € R?, V(y1,92) € R?, ((:rl,mg) R (yl,yg)) < (Ela >0, 3b>0, (y1 = az1) et (y2 = bxg)).
Q. 1 Montrer que R est une relation d’équivalence.

Q. 2 Donner la classe d’équivalence des éléments A = (1,0), B = (0,—1) et C' = (1,1).

Q. 3 Déduire (sans démonstration) toutes les classes d’équivalence de R.

Correction Exercice

Q. 1 On va démontrer que la relation R est une relation d’équivalence c’est & dire qu’elle est réflexive,
symétrique et transitive.

e R est réflexive si ’
V(ZL’l,IL‘Q) € ]R,Z, ((ZL’l,IL‘Q) R (ZL‘l./Ll/'Q)).
Soit (x1,72) € R?, en prenant a =1>0et b=1>0on a
Tr1 = axy et xo = axs

ce qui est équivalent &
((.’El, .’EQ) R (ml, 1’2))

La relation R est donc réflexive.

e R est symétrique si

V(z1,22) € R?, V(y1,42) € R®, ((z1,22) R (y1,%2)) = ((y1,42) R (z1,2)).

Soient (x1,22) € R? et (y1,2) € R%. On a

((z1,22) R (y1,92)) <= (3a >0, 3b>0, (y1 = az1) et (y2 = baa))
Comme a > 0et b> 0, on pose ¢ =1/a>0et d=1/b> 0. On alors

((z1,22) R (y1,92)) <= (3c¢>0, 3d >0, (z1 = cy1) et (z2 = dys))

—= ((y1,42) R (z1,22)).
La relation R est donc symétrique.
e La relation R est transitive si
V(x1,22) € R?, Y(y1,12) € R?, V(z1,22) € R?,
(((1?1«,1‘2) R (y1,y2)) et ((y1,y2) R (21322))) = ((z1,22) R (21, 22)).

Soient (z1,72) € R?, (y1,y2) € R et (21,22) € R%2. On a

((z1,22) R (y1,92)) <= (Fa >0, Ib>0, (y1 = azy) et (y2 = bxy))

et
((yl,yg) R (21722)) — (Elc >0, 3d >0, (21 =cy1) et (22 = dyg)).

Si ((w1,22) R (y1,92)) et ((y1,y2) R (21, 22)) alors z; = acxy et 23 = bdxs avec ac > 0 et bd > 0.
On en déduit alors que ((z1,22) R (21,22)). La relation R est donc transitive.

On a démontré que la relation R est une relation d’équivalence.



Q. 2 La classe d’équivalence de (z1,z2) € R?, notée C(a ,20), €st I'ensemble de R? défini par

C(1:1.;1:2) = {(yl-, IUZ) € IR'2:, (:Ul: UZ) R ('/I’.lv "I’.Q)}'

e Pour déterminer la classe d’équivalence de A = (1,0) on va chercher I’ensemble des points
(y1,y2) € R? vérifiant (y1,y2) R (1,0). Or on a

((y1,92) R (1,0)) <= (Fa>0, >0, (y1=a-1) et (y2 =b-0))

On a alors
Ca = C(l,O) :]0, +OO[X{O}.

e Pour déterminer la classe d’équivalence de B = (0,—1) on va chercher ’ensemble des points
(y1,y2) € R? vérifiant (y1,y2) R (0,—1). Or on a

((y1,92) R(0,-1)) <= (Fa>0, >0, (y1 =a-0) et (y2 =b-(—1)))

On a alors
Cp = C(O,fl) = {O}X] — O0,0[.

e Pour déterminer la classe d’équivalence de C' = (1,1) on va chercher ’ensemble des points
(y1,92) € R? vérifiant (y1,y2) R (1,1). Or on a

(y1,92) R (1,1)) <= (Fa>0, >0, (y1=a-1)et (y2=>0-1))
On a alors
Co = C(l,l) :]0, +OO[X]0, +OO[.
Q. 3 La question précédente suggére qu’il y a quatre classes d’équivalence qui sont des demi-droites :

C(1,0) =]0, +0[x{0},
C(—l,O) =] — o0, O[X{O},

Cio,1) = {0} x]0, +oo[,
Clo,—1) = {0} x] — 0, 0[.

Il y a aussi quatre classes d’équivalence qui sont des quarts de plan

C(1,1y) =]0, +o0[x]0, +oof,
Ci—1,1) =] — 0,0[x]0, +oo],
C1,—1) =0, +oo[x] — 0, 0],

C(—1,-1) =] — 0,0[x] — 0,0[.

Et enfin on peut noter que
Co,0) = {(0,0)}.

Ces neuf ensembles constituent bien une partition de R?, ce qui prouve que 1’on a trouvé toutes les classes
d’équivalence.
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