Ce documentE] contient quelques exercices corrigés sur le raisonnement par récurrence. Il peut contenir
quelques bugs ... Merci de me les signaler |cuvelier@math.univ-parisi3.fr

1 Raisonnement par récurrence

3 Exercice 1.1
Montrez par récurrence que pour tout n € IN

Zn: n+1)

k=0

Correction Exercice Soit n € IN. On note P la propriété portant sur n

(Zk_”“)>

Nous allons démontrer par récurrence que Yn € IN, P(n) est vraie.
Initialisation : Montrons que P(0) est vraie.
0
000+1)
On a k=0et ———=

Itération : Soit n € IN. Supposons P(n) vraie et montrons alors que P(n + 1) est vraie.
Pour que P(n + 1) soit vraie il faut démontrer que

= 0. Donc P(0) est vraie.

%1k: (n+1)(n+2)

k=0 2
On a
n+1 n
Z k (n+1)
k=0 k=0

+ (n+1), car P(n) est vraie

(n+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)
—

P(n + 1) est donc vraie.

Conclusion : On a donc démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € IN.

[‘!\ Exercice 1.2

Montrez par récurrence que pour tout n € IN

= n(n+1)2n +1)
a5
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Correction Exercice Soit n € IN. On note P la propriété portant sur n

(Z 2 _ n+1)6(2n+1)>.

Nous allons démontrer par récurrence que VYn € IN, P(n) est vraie.

Initialisation : Montrons que P(0) est vraie.

0
1)(2 1
OnaZk2=Oet0(0+ )(6X0+ )

= 0. Donc P(0) est vraie.

Itération : Soit n € IN. Supposons P(n) vraie et montrons alors que P(n + 1) est vraie.
Pour que P(n + 1) soit vraie il faut démontrer que

7§le (n+ D +2)@2n+1)+1)

6
On a
n+1 n
2 B2 — 2 k2) + ( )2
k=0 k=0
_mnt 1)6(2n k) + (n+1)%, car P(n) est vraie
_nm+1)(2n+1)+6(n+ 1)2
6
_ (n+1)(2n* + n + 6n + 6))
6
_ (n+1)(2n* 4+ 7n +6)
6
_(+1)n+2)(2n+3) (n+1)(n+2)2n+1)+1)
6 6 .

P(n + 1) est donc vraie.

Conclusion : On a donc démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € IN.

jff Exercice 1.3

Montrez par récurrence que pour tout n € IN

z": n+1)

Correction Exercice Soit n € IN. On note P la propriété portant sur n

(Zk3 n—&—l)).

Nous allons démontrer par récurrence que Vn € IN, P(n) est vraie.

Initialisation : Montrons que P(0) est vraie.
0 2 2
1
On a E B =0=0et w = 0. Donc P(0) est vraie.

Itération : Soit n € IN. Supposons P(n) vraie et montrons alors que P(n + 1) est vraie.
Pour que P(n + 1) soit vraie il faut démontrer que

%1]{73 (n+1)2(n + 2)?
—4 .



%ksz (ik3)+(n+1)3
k=0 k=0

2 2

_ % + (n+ 1), car P(n) est vraie
n%(n+1)2 +4(n + 1)

4
(n+1)%(n? +4(n + 1))

4
(nt12(n+1)*

. .

P(n + 1) est donc vraie.

Conclusion : On a donc démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € IN.

}3 Exercice 1.4

Montrez par récurrence que pour tout n € IN,

_ xn+1

& 1
Vo € R\{1}, Z zk = ——
k=0 -z

Correction Exercice Soit n € IN. On note P la propriété portant sur n

P(n) : (VmeIR\{l}, kTZ—LOxk _ 11‘_“3%1)

T

Nous allons démontrer par récurrence que Vn € IN, P(n) est vraie.

Initialisation : Montrons que P(0) est vraie.
0 1—2%t 1-x
Soit € R\{1}. On a Z ¥ =20 =1et = = 1. Donc P(0) est vraie.
= 1—2 1—2
Itération : Soit n € IN. Supposons P(n) vraie et montrons alors que P(n + 1) est vraie.
Pour que P(n + 1) soit vraie il faut démontrer que

n+l 11— pnt2
Vo e R\{1 =
reR\(1), Y ok = T
k=0
On a, pour tout z € R\{1},
n+1 n
Z:ck = (Zxk) + 2"t
k=0 k=0
1 — gntl
= 1 "t car P(n) est vraie
-z
1—ant (1 —2)znt!

1—2
1— xn+1 4 xn-ﬁ-l _ xn+2 1— l’n+2

1—=z 1—=z

P(n + 1) est donc vraie.

Conclusion : On a donc démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € IN.



é’ Exercice 1.5
Soit (un)new une suite d’éléments de Z définie par
upg =1, ul =4 et Vne N, upro = 2Upy1 — Up. (1)

Q. 1 En calculant les premiers termes, conjecturez une formule pour la suite u, qui ne soit pas
récurrente.

Q. 2 Démontrez cette formule par récurrence (forte ?)

Correction Exercice

Q.1 Ona

Ug | UL | U2 | U3 | Ug | Us
1147101317

On a alors
ug=1¢et upy1 =up +3, ¥nelN

ce qui donne en formule ne dépendant que de n

U, =3n+1, Vne IN.

Q. 2 La suite (u,,) est définie par la formule de récurrence :
Yn =2, u, = 2Up_1 + Up_2.

Démonstration 1 : par récurrence forte. On note P la propriété portant sur n > 2 (2 est le
premier indice ou la formule de récurrence intervient dans le calcul de u,,).

P(n):u, =3n+ 1.
On peut aussi noter que P(0) et P(1) sont vraies mais ce n’est pas utile pour la démonstration

par récurrence forte que nous allons utiliser.

Initialisation : Montrons que P(2) est vraie.
On aug = 1, u; = 4 (par définition) et ug = 2u; —up = 7. Comme 3x2+1 = 7, P(2) est vérifiée.

Itération : Soit n > 2. Supposons que, Vk < n, P(k) vraie (récurrence forte) et montrons alors
que P(n + 1) est vraie.
Pour que P(n + 1) soit vraie il faut démontrer que si la suite u, est définie par alors
Unt1 =3(n+1)+ 1.
Le terme n + 1 de la suite est défini par

Up+1 = 2un — Up—1

Comme P(n) et P(n — 1) sont vraies (hypothése de récurrence forte), on a u, = 3n + 1 et
Up—1 = 3(n —1) + 1. On a alors

Unp+1 = 2“71 — Up—1
=23n+1)—3B(n—-1)+1)
=6n+2-3n+2=3n+1)+1

P(n + 1) est donc vraie.

Conclusion : On a donc démontrer par récurrence forte que P(n) est vraie pour tout n € IN.

Démonstration 2 : par récurrence double. Dans 1’équation le calcul de u, est possible en
connaissant u,_1 et u,_s. On note Q la propriété portant sur n > 2

Q(n): (un =3n+1) et (up—1 =3(n—1)+1).

Nous allons démontrer par récurrence que Vn > 2, Q(n) est vraie.



Initialisation : Montrons que Q(2) est vraie.
On aug = 1, u; = 4 (par définition) et us = 2u; —ug = 7. Comme 3x 1+1 =4, et 3x2+1 =7,
Q(2) est vérifiée.

Itération : Soit n > 2. Supposons que Q(n) vraie et montrons alors que Q(n + 1) est vraie.
Pour que Q(n + 1) soit vraie il faut démontrer que

Upt1 =3(n+1)+1etu, =3n+1.

Or Q(n) vraie entraine que u, = 3n + 1 et u,—1 = 3(n — 1) + 1. Le terme n + 1 de la suite
étant défini par u,41 = 2u, — u,_1 on obtient alors

Un+1 = 2Up — Up—1
=23n+1)—B(n—-1)+1)
=6n+2-3n+2=3n+1)+1

Q(n + 1) est donc vraie.
Conclusion : On a donc démontrer par récurrence double que Q(n) est vraie pour tout n € IN.

<

G Exercice 1.6

On considére la suite (ap)nen définie par

agp = a; = 1
* _ 2
VYneN , Qpi1 = Qp + manfl.

Démontrer que, pour tout n € N*, 1 < a,, < n?.

Correction Exercice La suite (a,) est définie par la formule de récurrence :

Vn =2, ap, = an_1 + Ap_2.

-1

Démonstration 1 : par récurrence forte. Soit P la propriété portant sur n = 2 (2 est le premier
indice ou la formule de récurrence intervient dans le calcul de wuy,).

P(n): 1<a, <n?

Nous allons démontrer par récurrence forte que ¥n > 2, P(n) est vraie.

Initialisation : Montrons que P(2) est vraie.

On a ag = a; = 1 et, puisque as = ag + 1%&1 =2,0on aaussi 1 < ay <22 P(2) est donc vraie.

Itération : Soit n > 2. Supposons que, Vk € IN,2 < k < n, P(k) vraie (récurrence forte) et
montrons alors que P(n + 1) est vraie.
Comme P(n) et P(n — 1) sont vraies, on a

et on doit en déduire que
1 < An+4+1 < (n + 1)2
1.

e Montrons tout d’abord que a,+1 >
Par définition, on a

Ap+1 = Qp + —an—1
n
Comme a,_1 > 1 on a 2a,_1 > 0 et donc

Ap+1 = an =1 car a, > 1.



e Montrons ensuite que a,1 < (n + 1)2.
On a

Ap+1 = Qp + Ean—l

<n? —-1)?
n” + +1(n )
(n+ 1)n* +2(n—1)>2
B n+1
_n3+3n2—4n+2
- n+1
Il reste donc & démontrer que
3 2 _ 3
n° + 3n 4n+2<(n+1)2:(n+1)

n+1 n+1

c’est & dire comme 1/(n+1) >0
(n+1)> — (n®+3n* —4dn +2) > 0.
Or on a

(n+1)% — (n® + 3n% — 4n + 2)
= +3n°+3n+1)— (n® +3n% —4n +2)

=m—1=20carn=>1

ce qui donne

n® +3n? —4n + 2 _ (n+1)3

x == +12
n+1 n+1 (n )

An+41 <
P(n + 1) est donc vraie.

Conclusion : On a donc démontrer par récurrence forte que P(n) est vraie pour tout n € IN.

Démonstration 2 : par récurrence double. Soit Q la propriété portant sur n > 1
Qn): 1<a, <n’etl1<an < (n+1)>%

Nous allons démontrer par récurrence que Vn > 1, Q(n) est vraie.

Initialisation : Initialisation : Montrons que Q(1) est vraie.
Onal<a =1<1? et, puisque az = ag + a1 = 2, on a aussi 1 < aq < 22,

Itération : Soit n € IN*. Supposons que Q(n) vraie et montrons alors que Q(n + 1) est vraie.
On a déja 1 < api1 < (n + 1)2. D’autre part, on a

an+2 > an+1 2 ]-

et
2 (n+1)2%(n+2)+2n% n3+6n?+5n+2
e < (n+1)2 4 ——n? = - .
anrz S (174 mmgn n2 2
Mais,
s (m+2)3 md34+6n2+12n+8 _ nd+6n%+5n+2
(n+2)* = = >

n+2 n+2 - n+2
Q(n + 1) est donc vraie.

Conclusion : On a donc démontrer par récurrence double que Q(n) est vraie pour tout n > 1.



é’ Exercice 1.7

On définit une suite (v, )nenw de IN par vy = 1 et,
n
Vn =1, vn+1=vo+...+vn=2vk. (2)
k=0
Montrez par récurrence forte que pour tout n > 1, on a v, = 27~ L.

Correction Exercice On peux noter que (2 s’écrit aussi sous la forme

Vn =1, vn=110+...+v7,,_1=nZlvk. (3)
k=0
De plus, nous avons démontré dans ’exercice 7.5 que
Yz e R\{1}, Vne N iﬁ: 1ot (4)
) ) 1 — T

k=0

On note P la propriété portant sur n > 1 (1 est le premier indice ot la formule de récurrence intervient
dans le calcul de vy,).
P(n): v, =2" L

On va démontrer par récurrence forte que, pour tout n = 1, P(n) est vraie.

Initialisation : Montrons que P(1) est vraie.
Onawvg=1et

1-1
V] = ka=v0=1.
k=0

Donc P(1) est vérifiée.

Itération : Soit n > 1. Supposons que, Vk € IN, 1 < k < n, P(k) vraie (récurrence forte) et montrons
alors que P(n + 1) est vraie.
Pour que P(n+ 1) soit vraie il faut démontrer que si la suite v,, est définie par alors v, 11 = 2.

Par définition, on a
n n

vn+1=2vk=110+2vk

k=0 k=1

Or vy = 1 et par hypothése de récurrence forte, on a pour tout k € IN*, k < n, v, = 2¢~1. On
obtient donc

n
Upyr =1+ Z 2k—1

k=1

n—1 ]

=1+ >
§=0

En appliquant avecr =2 # 1,0n a
1-2"
ntl = 1 = 2"

Un+1 + 1—29

P(n + 1) est donc vraie.

Conclusion : On a donc démontrer par récurrence forte que P(n) est vraie pour tout n > 1.
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