Ce documentE] contient quelques exercices corrigés sur les relations binaires. Il peut contenir quelques
bugs ... Merci de me les signaler cuvelier@math.univ-parisi3.fr

1 Relations

' Définition 1

Soit F un ensemble. Une relation binaire sur E est un sous-ensemble Rc E x E. Si (z,y) cR,
on dit que x est en relation avec y (par R), et on le note

xR y.

On utilise la notation = R y pour dire (z,y) &R .

' Définition 2

Soit E un ensemble. Une relation binaire sur FE est dites
e réflexive si

Vee E, (xR zx),

e symétrique si
V(z,y) € B?, (zRy) <= (yRua),

e antisymétrique si
Y(z,y) € B%, ((zRy)et (yR2)) = (z=1y),

e transitive si
V(z,y,2) € E3, (((ac Ry)et (yRz) = (xR z))

' Définition 3

On appelle relation d’ordre sur un ensemble E une relation binaire sur E qui est :
réflexive, antisymétrique et transitive.
Un ensemble ordonné (E, R) est un ensemble F muni d’une relation d’ordre R .

' Définition 4

Soit (E,R) un ensemble ordonné. On dit que
e deux éléments x et y de F sont comparables si

(z Ry)ou (y R ),
e R est une relation d’ordre totale si
Y(z,y) € E?, x et y sont comparables,

e R est une relation d’ordre partielle si la relation d’ordre n’est pas totale,
e (E,R) est un ensemble totalement ordonné si R est une relation d’ordre totale.

' Définition 5
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On appelle relation d’équivalence sur un ensemble E une relation binaire sur E qui est :
réflexive, symétrique et transitive.

{3’ Exercice 1.1

Soient E un ensemble et R une relation binaire sur E. Donner en formule (développée), les
négations des propriétés suivantes :

1. R est réflexive,

2. R est symétrique,

3. R est antisymeétrique,
4

. R est transitive.

Correction Exercice

1. R est réflexive si
Vee E, (xR ).

Donc R n’est pas réflexive si

JzxeE, (xR x).

2. R est symétrique si
V(z,y) € B?, (zRy) <= (yRa),

Avant d’écrire la négation, on transforme tout d’abord I’équivalence précedente en une double
implication :

V(wy) e B2 ((#Ry) = (yR ) et (yRz) = (z Ry)))
Ensuite on utilise
(77 = Q) — (non (P) ou Q)
pour obtenir une écriture équivalente de R est symétrique :
V(z,y) € E? ((non (xRy)ou(yRx) et (non(yRx)ou(zR y)))
Donc R n’est pas symétrique si
I(z,y) € E?, (non (non (z R y) ou (y R x)) ou non (non(y R x) ou (z R y)))
qui s’écrit aussi
I(z,y) € B2, (((:v Ry)et (y Rx)) ou ((yRa)et (xR y)))
3. R est antisymétrique si
V(z,y) € B2, ((xRy)et(yRz)) = (z=y).
ce qui est équivalent &
V(z,y) € E?, non ((z Ry) et (y R x))ou(z =y).
On a donc R n’est pas antisymétrique si
I(z,y) € E?, (zRy)et (yRa)et (z+#1y)).
4. R est transitive si
Y(z,y,2) e E?, (((m Ry)et (yRz2) = (=R z))
qui s’écrit aussi
V(x,y,2) € B3, (non (xRy)et (yRz)ou(zR z))
On a donc R n’est pas transitive si

I(z,y,2) e E°, ((xRy)et (yRz) et (zRz)).



é’ Exercice 1.2

Sur Z, on définit la relation R par
TRy < x=—y

Q. 1 Cette relation est-elle réflexive, symétrique, antisymétrique, transitive ?

Q. 2 Cette relation est-elle une relation d’ordre, une relation d’équivalence ?

Correction Exercice On note E = Z.

Q.1 e La relation est réflexive si
Vee E, (zRx).

Or (x R x) est équivalent & (x = —x) ce qui est faux pour tout = # 0.
On va montrer que la relation n’est pas réflexive, c’est & dire

Jze E, (xR ).

Par exemple pour = 2, on a 2 # —2, qui est équivalent & (2 R 2). Ceci démontre que la relation
n’est pas réflexive.

e La relation est symétrique si
V(z,y) e B (rRy) = (yRx).
On a pour tout (z,y) € E?
(zRy) < (z=—y)
<= (y = —x) en multipliant par (—1)
< (y R x).
On a donc démontré que la relation est symétrique.
e La relation est antisymétrique si

V(z,y)e E*, ((zRy)et (yRz)) = (z=1y)

c’est & dire si
V(z,y) € 77, ((l =—y)et (y= —J:)) = (z =y).

Orici ((# = —y) et (y = —x)) est équivalent & (z = —y). Ceci ne peut entrainer dans le cas
général (x =y) (sauf si z =y = 0).
On va démontrer que la relation n’est pas antisymétrique, c’est a dire

I(z,y) € B, (zRy) et (yRa)et (z#y)).
En effet, en prenant x = 1 et y = —1, on a bien
(IR —=1)et (-1 R 1) et (1#—1)).
On a démontré que la relation n’est pas antisymétrique.
e La relation est transitive si

V(z,y,2) € E®, <((T Ry)et (yRz2)) = (=R z))

Orona
(zRy)et (yR 2)) = ((z = —y) et (y = —2))
= (v = Z))
On ne peut donc pas avoir (x = —z) dans le cas général.

On va montrer que la relation n’est pas transitive, c’est & dire

I(z,y,2) e E°, ((xRy)et (yRz) et (zRz)).



En effet, en prenant z =1, y = —1 et z = 1, on a bien
(1R -1)et (-1 R1)et (1R1)).

Ceci démontre que la relation n’est pas transitive.

Q.2 e Pour que R soit une relation d’ordre, il faudrait qu’elle soit réflexive, antisymétrique et
transitive or elle n’est ni antisymétrique ni transitive : R n’est pas une relation d’ordre.

e Pour que R soit une relation d’équivalence, il faudrait qu’elle soit réflexive, symétrique et tran-
sitive or elle n’est ni symétrique ni transitive : R n’est pas une relation d’équivalence.

8 Exercice 1.3
Sur R, on définit la relation R par
tRy < cos’z +siny = 1.
Q. 1 Cette relation est-elle réflexive, symétrique, antisymétrique, transitive ?

Q. 2 Cette relation est-elle une relation d’ordre, une relation d’équivalence ?

Correction Exercice On note E = R.

Q.1 e La relation est réflexive si
Vee E, (xR ).

On a pour tout z € R,
(x R ) « (cos’>z +sin’ z = 1).

Comme (cos® z + sin® z = 1) est toujours vraie, on en déduit que la relation est réflexive.

e La relation est symétrique si
V(z,y) e F?, (zRy) <= (yRuz).
On a pour tout (z,y) € R?,
(x Ry) « (cos®z +sin’y = 1).
Or, on a
cos?z +sin?z =1 et cos®y +sin®y =1

ou encore

cos’z =1 —sinz et sin?y = 1 — cos? y.

On obtient donc,
(x Ry) = ((1 —sin?z) + (1 —cos®y) = 1)

<« (cos’y +sin’x = 1)

— (yRux)
On a donc démontré que la relation est symétrique.

e La relation est antisymétrique si
V(z,y) e E?, ((zRy)et (yRa)) = (z=y)

c’est a dire si

Y(z,y) € R?, ((cos2 x +sin?y = 1) et (cos?y +sin®x = 1)) = (z =vy).



Or si = y [r], on a bien (cos?x + sin®y = 1) et (cos?y + sin® x = 1) mais dans ce cas z peut

étre différent de y.

On va démontrer que la relation n’est pas antisymétrique, c’est a dire
Iz,y) € B, ((zxRy)et (yRua)et (z#y)).

En effet, en prenant x = 0 et y = 27, on a bien

((0R 2m) et (27 R 0) et (0 # 2m)).

On a démontré que la relation n’est pas antisymétrique.

e La relation est transitive si
V(z,y,z) € E3, (((m Ry)et (yR z)) = (z R z))
Pour tout (z,y,z) € R® on a

(zRy)et (yR z)) ((cos2 z+sin’y = 1) et (cos? y + sin® z = 1))

os? x + sin? y + cos?y 4+ sin? z = 2) en sommant les deux égalités

cos?z +sin?z = 1)

(cos z+1+sin?z = 2) car sin®y + cos’y =1
— (
< (xR z2)

Ceci démontre que la relation est transitive.

Q.2 e Pour que R soit une relation d’ordre, il faudrait qu’elle soit réflexive, antisymétrique et
transitive or elle n’est pas antisymétrique : R n’est pas une relation d’ordre.

e R est une relation d’équivalence, car elle est réflexive, symétrique et transitive.

H Exercice 1.4

La relation d’orthogonalité entre deux droites du plan est-elle symétrique ? réflexive ? transitive 7

Correction Exercice
e La relation n’est pas réflexive : une droite n’est pas orthogonale & elle-méme.
o La relation est symétrique : si D est orthogonale & D’, alors D’ est orthgonale a D.

e La relation n’est pas transitive : si D est orthogonale & D’ et si D’ est orthogonale & D”, alors D
et D” ne sont pas orthogonales (elles sont paralléles ou confondues).

’é’ Exercice 1.5
Soit E un ensemble. On définit sur P(F), ’ensemble des parties de E, la relation suivante :
AR Bsi A=Bousi A= FE\B.

Démontrer que R est une relation d’équivalence.



Correction Exercice On peut réécrire la définition de la relation R :

V(A,B)e P(E)?, (ARB) «— (A= DB)ou(A=FE\B).

On va démontrer que la relation R est une relation d’équivalence c’est a dire qu’elle est réflexive, symé-
trique et transitive.

e R est réflexive si
VX eP(E), (XRX).

Soit X € P(F). On a X = X, et donc X R X. La relation R est donc réflexive.

e R est symétrique si
V(X,Y)eP(E)?, (XRY)<= (Y RX).

Soit (X,Y) e P(E)?. On a

(XRY) «= (X =Y)ou (X = E\Y)
Or on sait que

(X =E\Y) < (Y = E\X)

et on en déduit

(XRY) — (Y =X)ou (Y = E\X)

— (Y RX).

La relation R est donc symétrique.

e R est transitive si
¥(X,Y,Z) e P(E)?, mXRYMMYRZD:MXRZ»

Soit (X,Y,Z) € P(E)3. On suppose que X R Y et Y R Z. Il faut alors démontrer que X R Z
pour que la relation soit transitive.
Comme X RY on a

X=YouX=EY

Comme Y R Z on a
Y=ZouY =E\Z

Il y a donc quatre cas :
—siX=YetY =2 alors X =7 et donc X R Z,
—siX=YetY =FE\Z alors X = E\Z et donc X R Z,
—siX=F\YetY =2 alors X = E\Z et donc X R Z,

— siX=FE\YetY =FE\Z alors X = E\(E\Z) = Z et donc X R Z.
La relation R est donc transitive.

La relation R est donc une relation d’équivalence. o
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