
Ce document 1 contient quelques exercices corrigés sur les relations binaires. Il peut contenir quelques
bugs ... Merci de me les signaler cuvelier@math.univ-paris13.fr

1 Relations

Dé�nition 1

Soit E un ensemble. Une relation binaire sur E est un sous-ensemble RĂ E ˆ E. Si px, yq ĂR,
on dit que x est en relation avec y (par R), et on le note

x R y.

On utilise la notation x 6R y pour dire px, yq 6PR .

Dé�nition 2

Soit E un ensemble. Une relation binaire sur E est dites
‚ ré�exive si

@x P E, px R xq,

‚ symétrique si
@px, yq P E2, px R yq ðñ py R xq,

‚ antisymétrique si

@px, yq P E2,
`

px R yq et py R xq
˘

ùñ px “ yq,

‚ transitive si
@px, y, zq P E3,

´

`

px R yq et py R zq
˘

ùñ px R zq
¯

.

Dé�nition 3

On appelle relation d'ordre sur un ensemble E une relation binaire sur E qui est :
ré�exive, antisymétrique et transitive.

Un ensemble ordonné pE,Rq est un ensemble E muni d'une relation d'ordre R .

Dé�nition 4

Soit pE,Rq un ensemble ordonné. On dit que
‚ deux éléments x et y de E sont comparables si

px R yq ou py R xq,

‚ R est une relation d'ordre totale si

@px, yq P E2, x et y sont comparables,

‚ R est une relation d'ordre partielle si la relation d'ordre n'est pas totale,
‚ pE,Rq est un ensemble totalement ordonné si R est une relation d'ordre totale.

Dé�nition 5
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On appelle relation d'équivalence sur un ensemble E une relation binaire sur E qui est :
ré�exive, symétrique et transitive.

Exercice 1.1

Soient E un ensemble et R une relation binaire sur E. Donner en formule (développée), les
négations des propriétés suivantes :

1. R est ré�exive,

2. R est symétrique,

3. R est antisymétrique,

4. R est transitive.

Correction Exercice

1. R est ré�exive si
@x P E, px R xq.

Donc R n'est pas ré�exive si
Dx P E, px 6R xq.

2. R est symétrique si
@px, yq P E2, px R yq ðñ py R xq,

Avant d'écrire la négation, on transforme tout d'abord l'équivalence précedente en une double
implication :

@px, yq P E2,
´

`

px R yq ñ py R xq
˘

et
`

py R xq ñ px R yq
˘

¯

Ensuite on utilise
`

P ñ Q
˘

ðñ
`

non pPq ou Q
˘

pour obtenir une écriture équivalente de R est symétrique :

@px, yq P E2,
´

`

non px R yq ou py R xq
˘

et
`

non py R xq ou px R yq
˘

¯

Donc R n'est pas symétrique si

Dpx, yq P E2,
´

non
`

non px R yq ou py R xq
˘

ou non
`

non py R xq ou px R yq
˘

¯

qui s'écrit aussi

Dpx, yq P E2,
´

`

px R yq et py 6R xq
˘

ou
`

py R xq et px 6R yq
˘

¯

3. R est antisymétrique si

@px, yq P E2,
`

px R yq et py R xq
˘

ùñ px “ yq.

ce qui est équivalent à

@px, yq P E2, non
`

px R yq et py R xq
˘

ou px “ yq.

On a donc R n'est pas antisymétrique si

Dpx, yq P E2,
`

px R yq et py R xq et px ‰ yq
˘

.

4. R est transitive si

@px, y, zq P E3,
´

`

px R yq et py R zq
˘

ùñ px R zq
¯

.

qui s'écrit aussi

@px, y, zq P E3,
´

non
`

px R yq et py R zq
˘

ou px R zq
¯

.

On a donc R n'est pas transitive si

Dpx, y, zq P E3,
`

px R yq et py R zq et px 6R zq
˘

.

˛
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Exercice 1.2

Sur Z, on dé�nit la relation R par
xRy ðñ x “ ´y

Q. 1 Cette relation est-elle ré�exive, symétrique, antisymétrique, transitive ?

Q. 2 Cette relation est-elle une relation d'ordre, une relation d'équivalence ?

Correction Exercice On note E “ Z.

Q. 1 ‚ La relation est ré�exive si
@x P E, px R xq.

Or px R xq est équivalent à px “ ´xq ce qui est faux pour tout x ‰ 0.
On va montrer que la relation n'est pas ré�exive, c'est à dire

Dx P E, px 6R xq.

Par exemple pour x “ 2, on a 2 ‰ ´2, qui est équivalent à p2 6R 2q. Ceci démontre que la relation

n'est pas ré�exive.

‚ La relation est symétrique si

@px, yq P E2, px R yq ðñ py R xq.

On a pour tout px, yq P E2

px R yq ðñ px “ ´yq

ðñ py “ ´xq en multipliant par p´1q

ðñ py R xq.

On a donc démontré que la relation est symétrique.

‚ La relation est antisymétrique si

@px, yq P E2,
`

px R yq et py R xq
˘

ùñ px “ yq

c'est à dire si
@px, yq P Z2,

`

px “ ´yq et py “ ´xq
˘

ùñ px “ yq.

Or ici
`

px “ ´yq et py “ ´xq
˘

est équivalent à px “ ´yq. Ceci ne peut entrainer dans le cas
général px “ yq (sauf si x “ y “ 0).
On va démontrer que la relation n'est pas antisymétrique, c'est à dire

Dpx, yq P E2,
`

px R yq et py R xq et px ‰ yq
˘

.

En e�et, en prenant x “ 1 et y “ ´1, on a bien
`

p1 R ´1q et p´1 R 1q et p1 ‰ ´1q
˘

.

On a démontré que la relation n'est pas antisymétrique.

‚ La relation est transitive si

@px, y, zq P E3,
´

`

px R yq et py R zq
˘

ùñ px R zq
¯

.

Or on a
`

px R yq et py R zq
˘

ðñ
`

px “ ´yq et py “ ´zq
˘

ùñ px “ zq
˘

.

On ne peut donc pas avoir px “ ´zq dans le cas général.
On va montrer que la relation n'est pas transitive, c'est à dire

Dpx, y, zq P E3,
`

px R yq et py R zq et px 6R zq
˘

.
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En e�et, en prenant x “ 1, y “ ´1 et z “ 1, on a bien

`

p1 R ´1q et p´1 R 1q et p1 6R 1q
˘

.

Ceci démontre que la relation n'est pas transitive.

Q. 2 ‚ Pour que R soit une relation d'ordre, il faudrait qu'elle soit ré�exive, antisymétrique et
transitive or elle n'est ni antisymétrique ni transitive : R n'est pas une relation d'ordre.

‚ Pour que R soit une relation d'équivalence, il faudrait qu'elle soit ré�exive, symétrique et tran-
sitive or elle n'est ni symétrique ni transitive : R n'est pas une relation d'équivalence.

˛

Exercice 1.3

Sur R, on dé�nit la relation R par

x R y ðñ cos2 x` sin2 y “ 1.

Q. 1 Cette relation est-elle ré�exive, symétrique, antisymétrique, transitive ?

Q. 2 Cette relation est-elle une relation d'ordre, une relation d'équivalence ?

Correction Exercice On note E “ R.

Q. 1 ‚ La relation est ré�exive si
@x P E, px R xq.

On a pour tout x P R,

px R xq ðñ pcos2 x` sin2 x “ 1q.

Comme pcos2 x` sin2 x “ 1q est toujours vraie, on en déduit que la relation est ré�exive.

‚ La relation est symétrique si

@px, yq P E2, px R yq ðñ py R xq.

On a pour tout px, yq P R2,

px R yq ðñ pcos2 x` sin2 y “ 1q.

Or, on a
cos2 x` sin2 x “ 1 et cos2 y ` sin2 y “ 1

ou encore
cos2 x “ 1´ sin2 x et sin2 y “ 1´ cos2 y.

On obtient donc,

px R yq ðñ pp1´ sin2 xq ` p1´ cos2 yq “ 1q

ðñ pcos2 y ` sin2 x “ 1q

ðñ py R xq

On a donc démontré que la relation est symétrique.

‚ La relation est antisymétrique si

@px, yq P E2,
`

px R yq et py R xq
˘

ùñ px “ yq

c'est à dire si

@px, yq P R2,
`

pcos2 x` sin2 y “ 1q et pcos2 y ` sin2 x “ 1q
˘

ùñ px “ yq.
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Or si x “ y rπs, on a bien pcos2 x ` sin2 y “ 1q et pcos2 y ` sin2 x “ 1q mais dans ce cas x peut
être di�érent de y.
On va démontrer que la relation n'est pas antisymétrique, c'est à dire

Dpx, yq P E2,
`

px R yq et py R xq et px ‰ yq
˘

.

En e�et, en prenant x “ 0 et y “ 2π, on a bien

`

p0 R 2πq et p2π R 0q et p0 ‰ 2πq
˘

.

On a démontré que la relation n'est pas antisymétrique.

‚ La relation est transitive si

@px, y, zq P E3,
´

`

px R yq et py R zq
˘

ùñ px R zq
¯

.

Pour tout px, y, zq P R3 on a

`

px R yq et py R zq
˘

ðñ
`

pcos2 x` sin2 y “ 1q et pcos2 y ` sin2 z “ 1q
˘

ùñ
`

cos2 x` sin2 y ` cos2 y ` sin2 z “ 2
˘

en sommant les deux égalités

ðñ pcos2 x` 1` sin2 z “ 2q car sin2 y ` cos2 y “ 1

ðñ pcos2 x` sin2 z “ 1q

ðñ px R zq

Ceci démontre que la relation est transitive.

Q. 2 ‚ Pour que R soit une relation d'ordre, il faudrait qu'elle soit ré�exive, antisymétrique et
transitive or elle n'est pas antisymétrique : R n'est pas une relation d'ordre.

‚ R est une relation d'équivalence, car elle est ré�exive, symétrique et transitive.

˛

Exercice 1.4

La relation d'orthogonalité entre deux droites du plan est-elle symétrique ? ré�exive ? transitive ?

Correction Exercice

‚ La relation n'est pas ré�exive : une droite n'est pas orthogonale à elle-même.

‚ La relation est symétrique : si D est orthogonale à D1, alors D1 est orthgonale à D.

‚ La relation n'est pas transitive : si D est orthogonale à D1 et si D1 est orthogonale à D2, alors D
et D2 ne sont pas orthogonales (elles sont parallèles ou confondues).

˛

Exercice 1.5

Soit E un ensemble. On dé�nit sur PpEq, l'ensemble des parties de E, la relation suivante :

A R B si A “ B ou si A “ EzB.

Démontrer que R est une relation d'équivalence.
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Correction Exercice On peut réécrire la dé�nition de la relation R :

@pA,Bq P PpEq2, pA R Bq ðñ pA “ Bq ou pA “ EzBq.

On va démontrer que la relation R est une relation d'équivalence c'est à dire qu'elle est ré�exive, symé-
trique et transitive.

‚ R est ré�exive si
@X P PpEq, pX R Xq.

Soit X P PpEq. On a X “ X, et donc X R X. La relation R est donc ré�exive.

‚ R est symétrique si
@pX,Y q P PpEq2, pX R Y q ðñ pY R Xq.

Soit pX,Y q P PpEq2. On a

pX R Y q ðñ pX “ Y q ou pX “ EzY q

Or on sait que
pX “ EzY q ðñ pY “ EzXq

et on en déduit

pX R Y q ðñ pY “ Xq ou pY “ EzXq

ðñ pY R Xq.

La relation R est donc symétrique.

‚ R est transitive si

@pX,Y, Zq P PpEq3,
´

`

pX R Y q et pY R Zq
˘

ùñ pX R Zq
¯

.

Soit pX,Y, Zq P PpEq3. On suppose que X R Y et Y R Z. Il faut alors démontrer que X R Z
pour que la relation soit transitive.
Comme X R Y on a

X “ Y ou X “ EzY

Comme Y R Z on a
Y “ Z ou Y “ EzZ.

Il y a donc quatre cas :
� si X “ Y et Y “ Z, alors X “ Z et donc X R Z,
� si X “ Y et Y “ EzZ, alors X “ EzZ et donc X R Z,
� si X “ EzY et Y “ Z, alors X “ EzZ et donc X R Z,
� si X “ EzY et Y “ EzZ, alors X “ EzpEzZq “ Z et donc X R Z.
La relation R est donc transitive.

La relation R est donc une relation d'équivalence. ˛
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