
▲✸✲▼❛t❤ ❆♥❛❧②s❡ ◆✉♠ér✐q✉❡

■♥st✐t✉t ●❛❧✐❧é❡ ❆♥♥é❡ ✷✵✶✷✲✷✵✶✸

❉❡✈♦✐r ✶

❆ r❡♥❞r❡ ❧❡ ✶✾ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✷

❈♦rr❡❝t✐♦♥

❊①❡r❝✐❝❡ ✶

❖♥ ❞é✜♥✐t A♣nq P Mn♣Rq ♣❛r

a
♣nq
i,i�1

✏ a
♣nq
i�1,i ✏ 1, ❅i P ✈1, n✁ 1✇

a
♣nq
ii ✏ ✁2, ❅i P ✈1, n✇

a
♣nq
ij ✏ 0, s✐♥♦♥✳

◗✳ ✶ ❖♥ ♥♦t❡ Pn ♣λq ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A
♣nq

✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡
Pn ♣λq ✏ ✁ ♣λ� 2qPn✁1 ♣λq ✁ Pn✁2 ♣λq ✭✶✳✶✮

✷✳ ❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ λ� 2 ✏ ✁2 cos θ ét❛❜❧✐r q✉❡

Pn ♣λq ✏
sin ♣♣n� 1q θq

sin θ
. ✭✶✳✷✮

✸✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ A
♣nq

✌

❙♦✐t I ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐té ❞❡ Mn♣Rq. ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡✱ ❞❛♥s Mn2♣Rq, ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❜❧♦❝s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

B ✏

☎
✝✝✝✝✆
A
♣nq

0 ☎ ☎ ☎ 0

0 A
♣nq ✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 0

0 ☎ ☎ ☎ 0 A
♣nq

☞
✍✍✍✍✌ ❡t C ✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

✁2I I 0 ☎ ☎ ☎ 0

I ✁2I I
✳ ✳ ✳

✳✳✳

0 I
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ 0

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ I

0 ☎ ☎ ☎ 0 I ✁2I

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

◗✳ ✷ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣λiqiP✈1,n✇ ❞❡ A
♣nq s♦♥t t♦✉t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s ❡t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ B ❡t C ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ A
♣nq ✭s❛♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s

♣r♦♣r❡s ❞❡ A
♣nq✮✳ ✌

❈♦rr❡❝t✐♦♥

◗✳ ✶ ✶✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡
Pn ♣λq ✏ ✁ ♣λ� 2qPn✁1 ♣λq ✁ Pn✁2 ♣λq , ❅n ➙ 3.

❖♥ ♥♦t❡ I
♣nq ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ Mn♣Rq. ❖♥ ❛✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱

Pn ♣λq ✏ det

✁
A
♣nq ✁ λI♣nq

✠

✏ det

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

✁♣λ� 2q 1 0 ☎ ☎ ☎ 0

1 ✁♣λ� 2q 1
✳ ✳ ✳

✳✳✳

0 1
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ 0

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 1

0 ☎ ☎ ☎ 0 1 ✁♣λ� 2q

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌
PMn♣Rq

✶



❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Pn ♣λq ✏ ♣✁1q1�1 ✂ ♣✁♣λ� 2qq ✂ det

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

✁♣λ� 2q 1 0 ☎ ☎ ☎ 0

1 ✁♣λ� 2q 1
✳ ✳ ✳

✳✳✳

0 1
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ 0

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 1

0 ☎ ☎ ☎ 0 1 ✁♣λ� 2q

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌
PMn✁1♣Rq

�♣✁1q2�1 ✂ 1✂ det

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

1 0 0 ☎ ☎ ☎ 0

1 ✁♣λ� 2q 1
✳ ✳ ✳

✳✳✳

0 1
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ 0

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 1

0 ☎ ☎ ☎ 0 1 ✁♣λ� 2q

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌
PMn✁1♣Rq

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡

det

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

✁♣λ� 2q 1 0 ☎ ☎ ☎ 0

1 ✁♣λ� 2q 1
✳ ✳ ✳

✳✳✳

0 1
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ 0

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 1

0 ☎ ☎ ☎ 0 1 ✁♣λ� 2q

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌
PMn✁1♣Rq

✏ det

✁
A
♣n✁1q ✁ λI♣n✁1q

✠
✏ Pn✁1 ♣λq

❡t✱ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡

det

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

1 0 0 ☎ ☎ ☎ 0

1 ✁♣λ� 2q 1
✳ ✳ ✳

✳✳✳

0 1
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ 0

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 1

0 ☎ ☎ ☎ 0 1 ✁♣λ� 2q

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌
PMn✁1♣Rq

✏ det

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

✁♣λ� 2q 1 0 ☎ ☎ ☎ 0

1 ✁♣λ� 2q 1
✳ ✳ ✳

✳✳✳

0 1
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ 0

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 1

0 ☎ ☎ ☎ 0 1 ✁♣λ� 2q

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌
PMn✁2♣Rq

✏ Pn✁2 ♣λq .

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡
Pn ♣λq ✏ ✁ ♣λ� 2qPn✁1 ♣λq ✁ Pn✁2 ♣λq .

✷✳ ❖♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✷✮ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n.
❖♥ ✈ér✐✜❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛✉ r❛♥❣ n ✏ 1. ❖♥ ❛

P1 ♣λq ✏ det

✁
A
♣1q ✁ λI♣1q

✠
✏ ✁♣λ� 2q .

❆✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ λ� 2 ✏ ✁2 cos θ, ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

P1 ♣λq ✏ 2 cos θ

♦r sin♣2θq ✏ 2 cos θ sin θ ❞✬♦ù

P1 ♣λq ✏
sin ♣2θq

sin θ
.

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✷✮ ❡st ❞♦♥❝ ✈r❛✐❡ ❛✉ r❛♥❣ n ✏ 1.

P♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛✉ r❛♥❣ n ✏ 2. ❖♥ ❛

P2 ♣λq ✏ ♣λ� 1q ♣λ� 3q

✷



P2 ♣λq ✏ ♣λ� 1q ♣λ� 3q

✏ ♣♣λ� 2q ✁ 1q♣♣λ� 2q � 1q

✏

✂
sin ♣2θq

sin θ
✁ 1

✡✂
sin ♣2θq

sin θ
� 1

✡

✏

✂
sin ♣2θq

sin θ

✡2

✁ 1

✏
1

sin
2 θ

✄✂
e2iθ ✁ e✁2iθ

2i

✡2

✁

✂
eiθ ✁ e✁iθ

2i

✡2
☛

✏
1

sin
2 θ

✂
1

2i

✡2 �
e4iθ � e✁4iθ ✁

�
e2iθ � e✁2iθ

✟✟

✏
1

sin
2 θ

✂
1

2i

✡2 �
eiθ ✁ e✁iθ

✟ �
e3iθ ✁ e✁3iθ

✟
✏

sin ♣3θq

sin θ

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✷✮ ❡st ❞♦♥❝ ✈r❛✐❡ ❛✉ r❛♥❣ n ✏ 2.

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✷✮ ✈r❛✐❡ ❥✉sq✉✬❛✉ r❛♥❣ n ✁ 1, n ➙ 3. ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❡st ❧❛
s✉✐✈❛♥t❡✱ ❅k P ✈1, n✁ 1✇,

♣Hkq : Pk ♣λq ✏
sin ♣♣k � 1q θq

sin θ

❖♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣Hnq ❡st ✈r❛✐❡✳ ❖♥ ❛

Pn ♣λq ✏ ✁ ♣λ� 2qPn✁1 ♣λq ✁ Pn✁2 ♣λq

✏
sin ♣2θq

sin θ

sin ♣nθq

sin θ
✁

sin ♣♣n✁ 1q θq

sin θ
✭♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣Hn✁1q ❡t ♣Hn✁2q✮

✏
1

sin
2 θ

rsin ♣2θq sin ♣nθq ✁ sin θ sin ♣♣n✁ 1q θqs

✏
1

sin
2 θ

✂
1

2i

✡2 ✑�
e2iθ ✁ e✁2iθ

✟ �
einθ ✁ e✁inθ

✟
✁
�
eiθ ✁ e✁iθ

✟ ✁
ei♣n✁1qθ ✁ e✁i♣n✁1qθ

✠✙

✏
1

sin
2 θ

✂
1

2i

✡2 ✒
ei♣n�2qθ ✁ ei♣n✁2qθ ✁ e✁i♣n✁2qθ � e✁i♣n�2qθ

✁
�
�einθ ✁ ei♣n✁2qθ ✁ ei♣n✁2qθ � e✁inθ

✟ ✚

✏
1

sin
2 θ

✂
1

2i

✡2 ✑
ei♣n�2qθ � e✁i♣n�2qθ ✁ einθ ✁ e✁inθ

✙

✏
1

sin
2 θ

✂
1

2i

✡2 �
eiθ ✁ e✁iθ

✟ ✁
ei♣n�1qθ ✁ e✁i♣n�1qθ

✠

✏
sin ♣♣n� 1q θq

sin θ
.

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ♣Hnq ❡st ✈r❛✐❡✳ ❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
✭✶✳✷✮✳

✸✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ A
♣nq s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ s♦♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ Pn. ❖r ❝❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ s✬❛♥♥✉❧❡

❧♦rsq✉❡
♣n� 1q θ ✏ kπ, k P ✈1, n✇

❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣♦✉r

θk ✏
kπ

n� 1
, k P ✈1, n✇.

▲❡s n ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A
♣nq s♦♥t ❞♦♥❝

λk ✏ ✁2 ♣1� cos♣θkqq ✏ ✁2

✂
1� cos

✂
kπ

n� 1

✡✡
, k P ✈1, n✇. ✌

✸



◗✳ ✷ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A
♣nq ♣♦ssè❞❡ n ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ vvvk ✏

�
vkj
✟
P R

n ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

♣r♦♣r❡ ❞❡ A
♣nq ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λk.

❖♥ ét✉❞✐❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B.

P♦✉r t♦✉t ♣α1, ☎ ☎ ☎ , αnq P R
n, ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r VVV ♣kq P R

n2

❞é✜♥✐ ♣❛r

VVV ♣kq ✏

☎
✝✝✝✆
α1vvv

♣kq

α2vvv
♣kq

✳✳✳

αnvvv
♣kq

☞
✍✍✍✌.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

BVVV ♣kq ✏

☎
✝✝✝✝✆
A
♣nq

0 ☎ ☎ ☎ 0

0 A
♣nq ✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 0

0 ☎ ☎ ☎ 0 A
♣nq

☞
✍✍✍✍✌

☎
✝✝✝✆
α1vvv

♣kq

α2vvv
♣kq

✳✳✳

αnvvv
♣kq

☞
✍✍✍✌

✏

☎
✝✝✝✆
α1A

♣nqvvv♣kq

α2A
♣nqvvv♣kq

✳✳✳

αnA
♣nqvvv♣kq

☞
✍✍✍✌

✏

☎
✝✝✝✆
α1λkvvv

♣kq

α2λkvvv
♣kq

✳✳✳

αnλkvvv
♣kq

☞
✍✍✍✌

✏ λk

☎
✝✝✝✆
α1vvv

♣kq

α2vvv
♣kq

✳✳✳

αnvvv
♣kq

☞
✍✍✍✌

✏ λkVVV
♣kq

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡ ♣λk,VVV
♣kqq ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B. ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣ré Ek ❛ss♦❝✐é ❡st

❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s n ✈❡❝t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts☎
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