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CORRECTION

EXERCICE 1

On définit A™ e M,,(R) par

ag,’?ﬂ = az(‘i)u =1, Vie[l,n—-1]
al(»?) =-2, Vie[l,n]
™ = 0, sinon.

ij
Q. 1 On note P, (\) le polynome caractéristique de la matrice A

1. Montrer que

2. En effectuant le changement de variable A + 2 = —2cos 8 établir que

sin ((n + 1)9).

P (A) = sin 6

3. En déduire les valeurs propres de A™ .

Soit I la matrice unité de M,,(R). On considére, dans M,,2(R), les matrices blocs suivantes :

=21 1 0o - 0
AR o ... 0
) ) I -2 1
B 0 A . : et C=| o I - o
0 - 0 I =21

Q. 2 On suppose que les valeurs propres ()‘i)ie[[l nl de A™ sont toutes distinctes. Déterminer les valeurs

propres et les espaces propres de B et C en fonction de ceur de Al™ (sans calculer explicitement les espaces
propres de A™) ). ]

Correction

Q.1 1. Montrons que
Py(A)==(A+2)P1(N) = P2 (), Yn=3.

On note 1™ la matrice identité de M,,(R). On a, par définition du polynome caractéristique,

Py(\) = det (A(”)—)\H("))
—(A+2) 1 0 .- 0
1 —(A+2) 1
= det 0 1 0
1
0 0 1 —-(A+2)



En développant par rapport & la premiére colonne, on obtient

—(A+2) 1 0o - 0
1 —(A+2) 1 :
P.(N) = (=)' x(=(A+2)) x det 0 1 0
1
0 0 1 —-(A+2) Mo 1 (R)
1 0 0 0
1 —(A+2) 1
+(—1)** x 1 x det | g 1 0
1
0 0 1 —-(A+2) M1 (R)
On remarque alors que
—(A+2) 1 0o --- 0
1 —-A+2) 1 :
det | g P, = det (A7) = A1) = Py (3)
: . . . 1
0 0 1 —-(A\+2 M1 (B)
et, en développant par rapport & la premiére ligne
1 0 0o -- 0 —(A+2) 1 0o - 0
1 —-(\+2 1 . : 1 —(A+2) 1 :
det 1o 1 0 = det| 1 ' 0
: . — 1 : 1
0 0 1 —-(A+2 Mo 1(R) 0 0 1 —-(A+2 Mo a(R)
Pr—2 (M)

Ce qui donne
Pn(/\) = _()‘+2)Pn—1()‘)_Pn—2()‘)

. On va démontrer la formule (1.2) par récurrence sur n.
On vérifie tout d’abord la validité de la formule au rang n = 1. On a

Pr(N) = det (A" = AIV) = = (A +2).
Avec le changement de variable A + 2 = —2cosf, on obtient
Py (\) =2cosf
or sin(20) = 2cosfsind d’ou

sin (26)

sinf

Pr()) =

La formule (1.2) est donc vraie au rang n = 1.
Pour mieux comprendre la démonstration, on peut aussi vérifier la formule au rang n = 2. On a

Py(\)=(A+1)(A+3)



A+1)(A+3)
(A+2)=D((A+2)+1)

_ (sm (20) )<51;r(1299)+1>

3 z0 6—219 61'0 _ 6—10

B sin29 2i 2i

_ 1 1 2 4160 —440 216 —2i6

= oaplg) @+ (" + )
1 1)’ i0 —i0\ (30 —3i0

- ar(3) @ e @)

_ sin(360)

B sin 6

La formule (1.2) est donc vraie au rang n = 2.
On suppose la formule (1.2) vraie jusqu’au rang n — 1, n > 3. L’hypothése de récurrence forte est la
suivante, Yk € [1,n — 1],
sin ((k+ 1) 6)
s Pe(\N) = —————=
() k() sin ¢

On va démontrer que (H,,) est vraie. On a

P (X)

—(A+2)Puci(A) = Paca (N)

_ sin (20) sin (nd)  sin((n —1)6) (on utilise (Hn_1) et (Ho_s))

sinf  sinf sin 6
1
= — 0 [sin (29) sin (nf) —sin@sin ((n — 1) 6)]
sin

210 210 in6 —inb 0 —i60 i(n—1)0 —i(n—1)60

= g () [ = e e (o o)
3 l 2 1, (n+2)60 z n—2)0 __ —i(n—2)9 + e—i(n+2)9
- sin 0 2 +eln9 z(n—2)9 _ ei(n—2)9 + e—in@)

1 i(n+2)0 —i(n+2)0 __ _ind —ma]
= = +e e’ —e

sin” 0 (2 [
1

(em _ 710) ( i(n+1)0 efi(n—t—l)(i)

On a donc démontré que (H,) est vraie. Ce qui achéve la démonstration par récurrence de la formule
(1.2).

. Les valeurs propres de A sont les racines de son polynome caractéristique P,. Or ce polynéome s’annule
lorsque
(n+1)0 =km, ke[l,n]
c’est & dire pour
km

Hk_ +1 k?E[[ln]]

Les n valeurs propres distinctes de la matrice A sont donc

Ao = —2(1 + cos(By)) = —2 (1 + cos (ffl)) , ke[Ln]. .



Q. 2 On a vu que la matrice A(™) posséde n valeurs propres distinctes. On note v = (vf

J) € R™ le vecteur

propre de A" associé a la valeur propre \.
On étudie tout d’abord les éléments propres de la matrice B.

Pour tout (a1, ,ay,) € R™, on considére le vecteur V(¥ e R™ défini par
aqv®
(k)
V(k) _ (62X
a,v®

On obtient alors
A o ... 0 ap®

I B L |

0 .o 0 am/) \anw®

o, Ay k)

al)\kv(k)
ag)\kv(k)

an)\kv(’“)

av®)
asv®)

v
= ANV

On a donc montré que ()\k,V(’“)) est un élément propre de la matrice B. De plus, ’espace propré &£ associé est
engendré par les n vecteurs linéairement indépendants

’U(k) 0 0

O 'U(k) .

9 0 ) ) :

: : 0
0 0 k)

Pour chaque valeur propre Ag, k € [1,n], de la matrice B correspond un espace propre & de dimension n.
Comme dim(& @ -+ @ E,) = dim(Ey) + - - - + dim(€,) = n?, on a bien construit 'ensemble des espaces propres
de la matrice B.

On étudie ensuite la matrice C. Nous avons, pour tout k € [1,n], les relations suivantes

=20k + vk = Mol

U;ﬂl — 211;-“ + vfﬂ = )\kvf, pour 1 < j <n,
vﬁ_l — QUfL = )\kvfl
aq
Pour tout vecteur J = [ : | € R"™, considérons le vecteur W® e R défini par
an
Jok
Juk
wk = |77
Juk



On a alors

Jok
Jug

: . . .1 Juk

0 - 0 I —2I
—2Jvf + Juk

JoF — 2Jvk + Juk

Juk o, —2JvF |+ Juk
Juk_ | —2Jvk

J(—2vF + k)
J (vl — 20k + k)

— 205 _; + )

-1 2Ufi)

J(vy_,
(v
X%

k
Aoy
J()\kv§

~— —

J(Akv'{’i—l)
J(/\kvfl)
Jok
JU§

= )\k :
Jvfz—l

Juk

= MWW,

On a donc montré que (A, W) est un élément propre de la matrice C. De plus, en notant (e1, - - - ,e,) la base
canonique de R", ’espace propre F, associé est engendré par les n vecteurs linéairement indépendants

e vy es vl L
e1vh eavh envl
) s
e vr esvF envF
Ce qui correspond aux choix successifs de J =eq,--- ,J = e,.

Pour chaque valeur propre A, k € [1,n], de la matrice C correspond un espace propre Fj de dimension n.
Comme dim(F; @ - -@®F,) = dim(F;) +- - - +dim(F,) = n?, on a bien construit I’ensemble des espaces propres
de la matrice C. .

O



