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EXERCICE 1 \

Soit n € N, On note T}, la fonction définie par

T, : [—1;1] — R
{ t —> cos(narccos(t)). (L.1)

Q.1 1. Donner la relation de récurrence qui permet de calculer T, 11 en fonction de T,, et T),_1.

2. Montrer que T, est un polynome de degré n dont le coefficient du terme de degré n est 2"~ pour n > 1.
T, est appelé polynome de Tchebicheff de degré n. =

1
V1—1t2
Q. 3 1. Déterminer les racines (Zk)ke[[o,n—l]] du polynome T,,. Ces racines sont appelées les n points d’interpolation

de Tchebycheff sur [—1;1].

Q. 2 On note w(t) = . Montrer que les polynomes de Tchebicheff sont w—orthogonauz. ]

2. Déterminer les extremas de T,, et les valeurs de T,, en ces points.

3. En déduire max |T),(t)].
te[—131]

n—1

On note Z = (2k)kefo,n—1) 6 72 (t) = [ [ (t — 2).

i=0
Q. 4 Exprimer T, en fonction de ﬂf.

On note &, ’ensemble des polynémes de degré n dont le coefficient directeur est 1.

Q. 5 Montrer que VP € &,
1

> Z ()| = ) 1.2
tel[n_agl]lP(t)l i (O] = 5o (1.2)

On se place sur l'intervalle [a;b]. Les n points d’interpolation de Tchebicheff sur [a;b], noté (w)iego,n—17s
sont définis comme les images des points (zx)xe[o,n—1] Par la bijection affine g qui envoie —1 en a et +1 en b.

Q. 6 Déterminer les points (W) xe[o,n—1]-
On note W = (wg)kefo,n—1] €6 T () = H(x —w;).

Q.7 1. Exprimer 7TZV en fonction de T,.

2. Soient P € &, et Q Uapplication définie par

Montrer que Q € &,.



3. En déduire que, VP € &,,

b _ n
max [P > o [ )] =2 (277 09

Soient X = (z;)ie[o,n]> 7 = 3, une suite de points distincts de Uintervalle [a,b] et f € C"*1([a,b];R). On
note P, le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux couples (4, f(2:))ie[o,n]-

On rappelle que Yz € [a;b], il existe &, appartenant au plus petit intervalle fermé contenant x, zg, ..., z, tel
que
X
Tra1(T) o(n
f(@) = Po(z) = (211 1),f( (). (1.4)

n

avec X, | (z) = H(ax — Z;).

i=0

Q. 8 Quel choiz de points X = (x;)ic[o,n] Permettent de minimiser |7r§+1(a:)|? Justifier. ]



