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Exercice 1

Soit n P N, On note Tn la fonction dé�nie par"
Tn : r�1; 1s ÝÑ R

t ÞÝÑ cospn arccosptqq. (1.1)

Q. 1 1. Donner la relation de récurrence qui permet de calculer Tn�1 en fonction de Tn et Tn�1.

2. Montrer que Tn est un polynôme de degré n dont le coe�cient du terme de degré n est 2n�1 pour n ¥ 1.
Tn est appelé polynôme de Tchebiche� de degré n. 


Q. 2 On note wptq � 1?
1� t2

. Montrer que les polynômes de Tchebiche� sont w�orthogonaux. 


Q. 3 1. Déterminer les racines pzkqkPv0,n�1w du polynôme Tn. Ces racines sont appelées les n points d'interpolation

de Tchebyche� sur r�1; 1s.
2. Déterminer les extremas de Tn et les valeurs de Tn en ces points.

3. En déduire max
tPr�1;1s

|Tnptq|. 


On note ZZZ � pzkqkPv0,n�1w et π
ZZZ
n ptq �

n�1¹
i�0

pt� ziq.

Q. 4 Exprimer Tn en fonction de πZZZn . 


On note En l'ensemble des polynômes de degré n dont le coe�cient directeur est 1.

Q. 5 Montrer que @P P En,
max

tPr�1;1s
|Pptq| ¥ max

tPr�1;1s
|πZZZn ptq| �

1

2n�1
. (1.2)




On se place sur l'intervalle ra; bs. Les n points d'interpolation de Tchebiche� sur ra; bs, noté pwkqkPv0,n�1w,
sont dé�nis comme les images des points pzkqkPv0,n�1w par la bijection a�ne g qui envoie �1 en a et �1 en b.

Q. 6 Déterminer les points pwkqkPv0,n�1w. 


On note WWW � pwkqkPv0,n�1w et π
WWW
n pxq �

n�1¹
i�0

px� wiq.

Q. 7 1. Exprimer πWWWn en fonction de Tn.

2. Soient P P En et Q l'application dé�nie par#
Q : r�1; 1s ÝÑ R

t ÞÝÑ
�

2
b�a

	n
P �gptq .

Montrer que Q P En.

1



3. En déduire que, @P P En,

max
xPra;bs

|Ppxq| ¥ max
xPra;bs

|πWWWn pxq| � 2

�
b� a

4


n

. (1.3)




Soient XXX � pxiqiPv0,nw, n ¥ 3, une suite de points distincts de l'intervalle ra, bs et f P Cn�1pra, bs;Rq. On
note Pn le polynôme d'interpolation de Lagrange associé aux couples pxi, fpxiqqiPv0,nw.
On rappelle que @x P ra; bs, il existe ξx appartenant au plus petit intervalle fermé contenant x, x0, . . . , xn tel
que

fpxq � Pnpxq �
πXXXn�1pxq
pn� 1q! f

pn�1qpξxq. (1.4)

avec πXXXn�1pxq �
n¹

i�0

px� xiq.

Q. 8 Quel choix de points XXX � pxiqiPv0,nw permettent de minimiser |πXXXn�1pxq|? Justi�er. 
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