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TRAVAUX DIRIGES - 3

1 Normes vectorielles et matricielles

EXERCICE 1

Soient x et y deux vecteurs de C".
Q. 1 Trouver a € C tel que {ax —y,z) = 0. .

Q. 2 En calculant |ox — y||§ , montrer que

<@y | < 2y lyll,- (1.1)

Q. 3 Soit x # 0. Montrer alors que l'inégalité (1.1) est une égalité si et seulement siy = ax. =

EXERCICE 2

Soient x et y deux vecteurs de C™.

Q. 1 Démontrer l'inégalité triangulaire

[z +yly < 2l + lyll,- (2.1)

Q. 2 Siz ety sont non nuls, prouver que l'inégalité (2.1) est une égalité si et seulement siy = ax avec « un
réel strictement positif. .

Q. 3 Déduire de (2.1) I’inégalité suivante :

Hly = lyly | < lz =yl - (2.2)

Q. 4 Soient x1,...,x,, p vecteurs de C". Montrer que

P
PIES
i=1

p
< lwily - (2.3)
2 i=1

EXERCICE 3

Q. 1 Soit la fonction f(t) = (1 —\) + Xt —t* avec 0 < X\ < 1. Montrer que pour tous « >0 et 3 >0 on a

BN < A+ (1 - N8 (3.1)

Soient z et y deux vecteurs non nuls de C". Soient p > 1 et ¢ > 1 vérifiant % + % =1.

Q. 2 On poseu = H:Hp etv = ”y”'”q. En utilisant Uinégalite (3.1), montrer que

n n n

PHEIRS % il + é Dt = 1. (3.2)

i=1 i=1 i=1 ]



Q. 3 En déduire alors l'inégalité de Holder

<@,y | < =], lyl, - (3-3)

EXERCICE 4

Soit p > 1 et ¢ le nombre tel que % =1-

D=

Q. 1 Vérifier que ¥(a,3) € C? on a

la+ BIP < |al|a + BIP/7 + |B|a + B[P/ (4.1

Q. 2 En utilisant 'inégalité de Holder et (4.2), démontrer l'inégalité de Minkowski :

|z +yl, < |ll, +llyl,, vzeC", VyeC", p>1. (4.2)

EXERCICE 5

Soit A € M,,(C). On définit application e/, par

NFEDIN (5.1)

i=1j=1

Q. 1 On note, respectivement, A, Vi € [1,n] et A.;, Vj € [1,n] les vecteurs lignes et colonnes de A. Montrer

que

n n

2 2 2
JAIE = D0 1Al = 3] [Agl; = tr A*A. (5.2)
i=1 j=1 .
Q. 2 Montrer que

lAz], < [Alp 2], , Ve eC". (5.3)
| |
Q. 3 Montrer que cette application est une norme matricielle (nommée norme de Frobenius). =
Q. 4 Calculer |A*|y et |I ||z ot L, est la matrice identitée de M, (C). .

EXERCICE 6

Soit A € M, ,(C). Montrer les propriétés suivantes
L Al = max [(Az,y)|.
|],=1
lyll,=1
2. A, = [A%],.
2
3. |ATA], = Al

4. |[U*AV|, = |A|, quand UU* =T et VV* =1



EXERCICE 7

Soient A € M,, ,(C), Be M,,;(C), x € C" et p > 1. Montrer que

Az, < [Al, =], (7.1)
A = Az 7.2
Ial, = ma, l4a, (
A = Az 7.3
IAl, e, | Az, (7.3)
IAB[, < [A[, B, (7.4)
2 Conditionnement
\ EXERCICE 8
Soit le systéme linéaire définie par Az = b définie par :
240 —319.5 3
A= (—179.5 240 > » b= <4> ’
Q. 1 Trouver la solution x de ce systéme. ]
0 05 , . ) \
Q. 2 On pose AA = 05 0 ) Déterminer la solution  + Az du systéme
(A + AA)(z + Az) =b.
Q. 3 Vérifier l’inégalité
LN -V .
lz+Azf, =P A, '

pour p =1,2,00.

EXERCICE 9

Soit A € M,,(C) définie par a;; = 1, pour i € [1,n], a;;+1 = 2, pour ¢ € [1,n — 1], et a;; = 0 sinon.

Q. 1 Montrer que conds(A) > 2™,

Indication : utiliser le vecteur e,, de la base canonique pour montrer que [A[, =2 et |A™|, =271,

1

EXERCICE 10

Soit A, (e) € M, (C) définie par

0 ... 0 €

1 0 0
Ap(e)=10

0 0 1 0

Q. 1 Calculer les valeurs propres de A, (0) et A, ().

Q. 2 Appliquer les résultats & n = 40 et € = 10740, Conclure.



