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TRAVAUX DIRIGES - 1

1 Remise en forme

EXERCICE 1

Soit A € M3(R) définie par
111
A=1[|1 2 2
1 2 3
Q. 1 Calculer le déterminant de la matrice A. Que peut-on en conclure? ]

Q. 2 Calculer si possible l'inverse de la matrice A en utilisant la technique de la matrice augmentée. .

EXERCICE 2

Soit A € M, o (R) et B € M,, ., (R) telles que
Au,v), = <u,Bv), , YueR", YveR™.

Exprimer les éléments de la matrice B en fonction de ceux de la matrice A.

EXERCICE 3

Soient A et B, deux matrices de M, (K).

Q. 1 Montrer que
AB=1=BA=1 (3.1)

Conclure.

\ EXERCICE 4

Q. 1 Soit A une matrice inversible et symétrique, montrer que A~' est symétrique.

Q. 2 Soit A une matrice carrée telle que I — A est inversible. Montrer que

AQ—-A)"=T-A)"A.

Q. 3 Soient A, B des matrices carrées inversibles de méme dimension telle que A + B soit inversible. Montrer

que
AA+B) 'B=BA+B) A= (A" +B) "

EXERCICE 5

Soient A et B deux matrices triangulaires supérieures de M,,. Soient E et F deux matrices triangulaires
inférieures de M,,.

Q.1 1. Que peut-on dire des matrices A* et (A*)*?

2. Montrer que C = AB est triangulaire supérieure.



3. Montrer que G = EF est triangulaire inférieure.

4. Que peut-on dire des matrices AE et EA?

Q.2 1. Calculer det(A).
2. Déterminer les valeurs propres de A.

3. Que peut-on dire si les éléments diagonauz de A sont tous distincts?

Q. 3 Soit D la matrice définie par
2 1 0
D0 2 1
0 0 2
1. La matrice D est-elle inversible? Si oui calculer son inverse.

2. Pour chacune des valeurs propres, déterminer l’espace propre associé.

3. La matrice D est-elle diagonalisable? Justifier.

EXERCICE 6

Etant donnée une matrice D € M,, ,,(C), on pose
D = A +:B avec A,B e M,, ,(R)

Sous certaines hypothéses a préciser, établir la relation

D' = (A+BA'B)”

—AT'B(A+BAT'B) .

EXERCICE 7

Soit L € M,,(C) une matrice triangulaire inférieure.
Q. 1 A quelle(s) condition(s) la matrice L est-elle inversible?
On suppose L inversible et on note M = L.

Q. 2 Montrer que M est une matrice triangulaire inférieure avec

1
Mi)i = E, Vi e [1,71]]

s

2 Matrices blocs

|

EXERCICE 8

On considére les matrices blocs

avec

I 0
C C

)



Q. 1 Calculer les matrices AB et BA en utilisant ’écriture bloc. ]

Q. 2 Calculer les matrices A(A +B) et (2B — A)(B + A) en fonction de la matrice C. .

\ EXERCICE 9

Soient A € M,, 1(K) et B € My, ,,(K). On note L la matrice

L_( I-BA B
“\2a—ABA AB-1)-

Q. 1 Montrer que la matrice I est bien définie et spécifier les dimensions des blocs. =

Q. 2 Calculer 2. Que peut-on en conclure? ]

\ EXERCICE 10

Q. 1 Soient A e M, .(R), Be M, ;(R) et Ce M, s(R). On suppose A et B inversible. Vérifier que les égalités

suivantes sont vraies :
-1
A 0 AT 0
<0 ]B%> = ( 0 15%1) (10.1)

A C\7' /A1 —AICB!
(0 IB%) :(o B! ) (10.2)

3 Péle-Méle

\ EXERCICE 11

Soit A € M,, ,(C) une matrice et (A, u) un élément propre de A avec |ul, = 1.
Q. 1 Construire une base orthonormée {x1,...,x,} dont le premier vecteur de base u. .
Notons PP la matrice de changement de base canonique {e1,...,e,} dans la base {z1,...,z,}.

Q. 2 Calculer
B = P*AP.

et montrer que la premiére colonne de B est (X,0,...,0). .
Q. 3 Montrer par récurrence sur ’ordre de la matrice que la matrice A s’écrit
A =UTU*

ot U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire supérieure. .

\ EXERCICE 12

Q. 1 Soit T € My, n(C) une matrice triangulaire supérieure. Montrer que si T est une matrice normale alors
elle est diagonale. ]

Q. 2 Montrer que A € M,, ,(C) est une matrice normale si et seulement si il existe U e M,, ,(C) unitaire et
D e M, »(C) diagonale telle que A = UDU*. .

Q. 3 En déduire qu’une matrice normale est diagonalisable et que ses vecteurs propres sont orthogonauz. =



EXERCICE 13

Soit A € M,, ,,(C) une matrice hermitienne inversible décomposée en A = M — N ot M est inversible. On

note B=1—M'A.
Q. 1 Montrer que la matrice MI* + N est hermitienne.
On suppose maintenant que M* + N est définie positive.
Q. 2 Soit  un vecteur quelconque de C" et y = Bx.
1. Montrer que
(@,Az) — (y, Ay) = (x, AM'Az) + (M "'Az, Az) — (M 'Az, AM 'Az)

et
xr—y=M"1Az.

2. En déduire que
(@, Az) -y, Ay) ={(z —y), M* + N)(z —y)).

Q. 3 Montrer que si A est définie positive alors p(B) < 1.

Q. 4 Démontrer par l’absurde que si p(B) < 1 alors A est définie positive.

(13.1)

(13.2)

(13.3)

EXERCICE 14

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne
Q. 1 Montrer que
{(Au,uy e R, Yue C".
On suppose de plus que la matrice A est définie positve.
Q. 2 1. Montrer que les éléments diagonauzx de A sont strictement positifs.

2. Montrer que les sous matrices principales de A sont elles aussi hermitiennes et définies positves.

(14.1)

EXERCICE 15

Soit A € M, (C).
Q. 1 Montrer que (théoréme de Gerschgorin-Hadamard) :

Sp (A) € U {ZGC Pl —ai| < Z|aij|}

E

Q. 2 Montrer que, si la matrice A est a diagonale strictement dominante alors elle est inversible.

n

(15.1)

On suppose que A est & diagonale strictement dominante et on pose a; = |a;;| — Z la;;|, pour i € [1,n], et

j=1
i
D = diag(aq, ..., an).

Q. 3 1. Montrer que la matrice B = D YA est bien définie et qu’elle est a diagonale strictement dominante.

2. Montrer que |det (B)| > 1.

3. En déduire une minoration de |det (A)].



